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Muitas vezes ao utilizarmos a analise de Regressiéo Linear Simples, nos deparamos
com a variavel independente aleatéria sujeita a erros de mensuragio. Este trabalho tem
por objetivo indicar estimadores dos parimetros do modelo de regressio quando estamos

diante de uma situagao como esta.

I. Modelo
Considere a relagao:
y =5+ bz (1)

Dados n pares de valores (zi,yi), suponhamos que nio podemos observar os

“verdadeiros” valores de z e y, mas sim os valores de duas varidveis aleatérias X e

Y, tais que:
ez iciam @
onde ¢; e u; sao erros aleatdrios.
Vamos supor que:
€ ~ N(0,02), Vi
u; ~ N(0,02), Vi independentes identicamente distribuidos
z; ~ N(ug,0?), Vi
Substituindo (2) em (1), temos:
Yi=0o+ 5 Xi+vi (3)
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onde v; = &; — S1u;.
O modelo em (3) tem a aparéncia de um modelo classico de regressio simples com
erro v;, mas uma suposi¢ao preliminar daquela analise que nao é obedecida aqui é que a

covariancia entre X e o erro associado a Y ¢ igual a zero. De fato,
COV(X.',U.') = E'(X.-.v,-) - E(X.‘).E(v.') = —/3163 (4)

que serd zero apenas nos casos em que o = 0 (regressio classica) ou f; = 0.
Se féssemos estimar f; pelo método usual de minimos quadrados ordinarios (MQO)

terlamosg
a  _SXi-XW-Y) | T(Xi— X
Meo =T Txr Tt T - ar ©

que é um estimador viciado de f;, pois E(EMQO) # By.

Além disso,
—bal 1 B
o2 +a2  14(02/o?

EMQO LB+ ) <h (6)

Logo, EMQO é inconsistente e subestima o verdadeiro valor do parametro. O vicio

do estimador é dado por
1 cri

,= = <
E=Treyeny "4 =} @

Esse termo ¢ conhecido na literatura como Coeficiente de Atenuagio.

Entao, a solugao tradicional para estimagao de j3; ndo é adequada.

II. Problema de Identificagdo
O principel problema na estimagic dos pardmetros neste contexto ¢ chamado “Prob-
lema de Identificagao”, que mencionaremos a seguir.

(X,Y) tem distribuicao Normal Bivariada, ou seja:

(5) ~ w ([ £3 ) 155 2870
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Dada uma amostra de n pares (X;,Y;), o conjunto de estatisticas suficientes

associado a (X,Y) ¢ dado por:
X, Y, s%, st esxy.

Podemos usar o método dos Momentos que, nesse caso, é equivalente ao de Maxima
. . R . 2 2
Verossimilhanga, para estimar os parametros conhecidos: fo, f, psg, 02, 07 e ai.

Assim, obtemos o seguinte sistema de equagoes:

(2 o+ PiB. =Y
(3) 32 + 52 = 5% (8)

(4) B35 + 51 =,

(5) B252 = sxy.

Diante de um sistema de 5 equagbes ndo conseguimos estimar 6 parametros. Esse
problema é o chamedo “Problema de Identificacio”. Uma solugao seria obtermos alguma

informagao adicional a respeito dos pardmetros e nas segoes seguintes analisaremos dois

casos particulares.

OI. Estimacao de 3, supondo conhecido o termo of/c%

Como foi visto em (6) e (7)
EMQO 28K, 0<K <1

Desta forma, um estimador de 4, do modelo (3) pode ser dado por

s PMQO _ s34y
h=—"% =AK
x-

(9)

Prova-se que f;, além de consistente, é nio viciado e que

Bla3(1 - K)+o?
K?(n - 3)(¢2 +03)

Var(B,) = (ver (2])
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IV. Estimagio de 3; supondo conhecido o termo A= %%

“

Fazendo 5% = A5? e substituindo em (8), temos
{?lsxy-l-ﬁl(f\s?\'—d%/)—/\axy =0 (10)

Para sxyy =0
2 o . .

se f1]’- = A\ entao J; é indeterminado;
X

se f;’-#k entao 3I=0.
X

Se sxy # 0, entdo as solugdes de (8) serdo dadas por

(s3 = Ask) £ /(5% — A% )P +4xs%y N

BI=

2sxy 2sxy
mas
~p _ 3xy _ 2%y
=== N .
B

Logo, para 2 >0, N deve assumir valores positivos, entao

~ (% - Ak + ﬂs%, - As)? +4ashy

g = 23XY (11)

isto é, tomamos somente a raiz positiva para calcular 51.

Verifica-se que os valores assumidos por 32 e G sio, de fato, ndo negativos para
qualquer valor de By em (11).

O estimador de f3; dado por {11) é o de Maxima Verossimilhanca quando se conhece

o termo A = -%, e sua variancia é dada por

2.2 82 2
acau+ﬁlauaz+azau (
4

nog

VM(El) =

V. Simulagao
Foram feitas simulagdes por computador (utilizando PASCAL) para estudar o com-

portamento dos estimadores J, (dados por (9) e por {11)) para varios valores de o32.

12



Para se medir a vaniabilidade de 51 em relagao a f;, fol adotado o erro quadritico
meédio.

Resumidamente, os resultados indicaram que quanto maior a variancia de z(o2),
menor € o erro quadritico médio de El, isto é, melhor é a estimativa de J,. Além
disso, quanto maior for o tamanho amostral utilizado para estimar [, menor é seu erro
quadratico médio. Em trabalhos posteriores serao comentadas as simulagoes com variagao

2
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