CONJUNTOS LINEARMENTE

INDEPENDENTES

E CONJUNTOS GERADORES EM MODULOS

Daniel V. Tausk (IME/USP)

Rodrigo A. Freire (CLE/Unicamp)

M cursos introdutdrios de dlgebra linear aprende-se
E que todo espago vetorial V (sobre um corpo de es-
calares K) que admite um ntimero finito de geradores
(i.e., é finitamente gerado) admite uma base finita e que
todas as bases de V possuem o mesmo niimero 7 de ele-
mentos (chamado a dimensdo de V). Além do mais, se
V tem dimensédo n entdo todo subconjunto linearmente
independente de V tem no méximo 1 elementos e todo
conjunto de geradores de V tem ao menos n elementos.
Se um subconjunto de V com exatamente 7 elementos
for linearmente independente ou se for um conjunto de
geradores entdo serd automaticamente uma base.

Quando trocamos o corpo de escalares K por um anef]
R, falamos em moédulos sobre R ou R-modulos, em vez
de espago vetoriais. A algebra linear para médulos é
bem diferente da algebra linear para espagos vetoriais.
(Mesmo quando o anel R é comutativo!). Ndo é sequer
verdade que todo médulo finitamente gerado admite
uma base. Por exemplo, se o anel R é infinito entdo ne-
nhum R-médulo finito ndo nulo admite uma base. Um
moédulo que admite uma base é chamado livre.

E um fato bem conhecido que se R é um anel comuta-
tivo e se um R-médulo livre M possui uma base com #
elementos entdo qualquer base de M possui n elemen-
tos (veja, por exemplo, [2, p. 171, Thm. 3.4]); o nimero

naturalfn é chamado o posto do médulo livre M. A hi-

1 Neste artigo supde-se sempre que os anéis tém unidade.
2 Everdade também que duas bases (possivelmente infinitas) de um
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potese de que R seja comutativo é essencial: ndo é difi-
cil construir um exempldjde um anel ndo comutativo R
tal que R e R" sejam isomorfos, como R-mddulos, para
qualquer inteiro positivo n. E também um fato bem co-
nhecido que se R é um anel comutativo entdo todo con-
junto de geradores de um R-moédulo livre de posto 7 tem
pelo menos 1 elementos e que todo conjunto de gera-
dores com exatamente 1 elementos é automaticamente
uma base (veja, por exemplo, [3] p. 415, Prop. 7.20]).

O objetivo desta nota é apresentar duas demonstra-
¢Oes para o fato que o niimero de elementos de um
conjunto linearmente independente em um médulo li-
vre de posto n sobre um anel comutativo é menor ou
igual a n. (Ndo é verdade, no entanto, que num médulo
livre de posto n sobre um anel comutativo todo con-
junto linearmente independente com n elementos seja
uma baseH) E surpreendente que uma demonstragio
(ou mesmo apenas o enunciado) de um resultado tdo
basico ndo se encontre em muitos dos textos de dlgebra

usuais destinados ao ensino de pés-graduacad?} Na ver-

modulo livre sobre um anel comutativo R possuem a mesma cardi-
nalidade, de modo que podemos definir o posto de um R-médulo
livre arbitrario (o qual pode ser um cardinal infinito). Neste artigo
focalizaremos nossa atengdo apenas no caso de médulos de posto
finito.

Seja V um espago vetorial de dimensdo infinita, de modo que existe
um isomorfismo ¢ : V — V. Se R = Lin(V, V) é o anel dos en-
domorfismos lineares de V entdao R" é isomorfo, como R-médulo
a esquerda, ao espago Lin(V", V) das transformacdes lineares de
V" em V. A composicdo a direita com ¢ nos dd um isomorfismo
entre Lin(V", V) e R = Lin(V, V) como R-médulos a esquerda.
Basta observar, por exemplo, que Z é um Z-médulo livre de posto
1 e que se k é um inteiro maior do que 1 entdo {k} ¢ linearmente

independente, mas néo é uma base.
O resultado é, porém, bem mais conhecido quando R é um do-

minio de integridade. Nesse caso, uma demonstragdo bem mais



dade, encontramos uma demonstragdo desse fato ape-
nas no livro de élgebra de Bourbaki ([T, p. 524, Prop.
3]), o que motivou a presente exposicdo. A primeira de-
monstragdo exposta aqui é elementar e é uma adapta-
¢do da demonstracdo de Bourbaki que consiste em subs-
tituir o uso da algebra exterior naquela demonstracao
por computagdes diretas com matrizes e determinantes.
A segunda demonstracdo é, até onde nés autores sabe-
mos, original e foi elaborada antes de tomarmos contato
com a demonstragdo de Bourbaki. Esta nota mostra que
pelo menos uma das duas demonstragdes aqui apresen-
tadas poderia estar presente em qualquer texto de élge-
bra destinado a pés-graduagédo praticamente sem custo

em termos de espaco.

1 Primeira Demonstracao

Nesta se¢do R denota um anel comutativdd Seja A €
M, (R) uma matriz n x n com entradas em R. Deno-
tamos por det(A) seu determinante, definido da forma

usual:

det(A) = Y~ sgn(o) [T Aiws),
i=1

oceS,

onde S, denota o grupo das permutagdes (bije¢oes) de
{1,...,n} e sgn(c) denota o sinal da permutagéo . O
determinante definido dessa forma possui as proprie-
dades usuais: ele é uma fungdo n-linear das colunas (ou
das linhas) de A, se duas colunas (ou linhas) de A sdo
iguais o determinante é igual a zero e o determinante
pode ser calculado pela férmula usual de expanséo por
cofatores. Além do mais, o determinante de uma matriz
é igual ao determinante de sua transposta e o determi-
nante do produto de duas matrizes é igual ao produto
dos determinantes.

Vejamos agora um resultado interessante relacio-
nando determinantes e dependéncia linear. Suponha

que as colunas da matriz A € M, (R) sejam elementos

simples para o resultado é baseada no seguinte fato: um sistema
linear homogéneo com 1 equagdes e 1 + 1 incégnitas possui uma
solucdo néo trivial no corpo de fragdes de R, da qual obtém-se fa-

cilmente uma solugdo néo trivial em R.
6 Exceto pelo Teorema |5, ndo é necessario supor que R possui uni-

dade.
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linearmente dependentes de R", i.e., se x1,...,x, € R"
denotam as colunas de A, existem escalares cq,...,c; €

R ndo todos nulos tais que:

n
Z CiX; = 0.
i=1

Usando a n-linearidade do determinante, obtemos:

cpdet(xy, xp,...,x,) = det(c1xq, X2, ..., Xn)

c;det(x;, xp,...,x,) =0,

n
i=2
onde det(x1, xs,...,x,) denota o determinante da ma-
triz cujas colunas sdo x1, x2, ..., x4,. De modo andlogo,
vemos que ¢; det(A) = 0, paratodoi =1,...,n. Como

algum ¢; é ndo nulo, provamos o seguinte:

Lema 1. Se as colunas de A € My(R) sdo linearmente
dependentes em R" entdo existe ¢ € R ndo nulo tal que
cdet(A) = 0. O

Nosso objetivo é provar a reciproca desse lema e, mais

geralmente, provar a seguinte:

Proposi¢do 2. Seja A € M,,«x(R) uma matriz n X k com
entradas em R. Entdo as colunas de A sdo linearmente depen-
dentes em R" se e somente se existe ¢ € R ndo nulo tal que
cdet(Ar) = 0 para todo subconjunto I de {1,...,n} con-
tendo k elementos, onde A; € My (R) denota a matriz cujas
linhas sdo precisamente as linhas de A cujo niimero estd em
I

Demonstragido. Um argumento completamente andlogo
ao usado para mostrar o Lema [I| mostra que se as co-
lunas de A sdo linearmente dependentes entdo existe
¢ em R ndo nulo tal que cdet(A;) = 0 para todo I C
{1,...,n} com k elementos. Mostremos a reciproca por
indugdo em k. O caso k = 1 é trivial. Sejam dados k > 2,
A € M, x(R) e suponha o resultado vélido para matri-
zes com menos do que k colunas. Dados I C {1,...,n}e
r € {1,...,k}, denotamos por Aj (resp., A") a matriz ob-
tida de Aj (resp., de A) pela remocao da r-ésima coluna.
Suponha que exista c € Rnadonulo tal que cdet(A;) =0
para todo I C {1,...,n} com k elementos. Se tivermos
cdet(Al) = 0 paratodo I C {1,...,n} com k — 1 ele-

mentos entdo, pela hipétese de indugdo, as colunas de
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Al (e, a fortiori as colunas de A) sdo linearmente de-
pendentes. Suponha entdo que exista I C {1,...,n}
com k — 1 elementos tal que cdet(A}) # 0. Sejam
X1,...,X¢ € R" as colunas de A e vamos mostrar que
elas sdo linearmente dependentes. A estratégia é mos-

trar que:
k
Y (1) ledet(A))x, =0 (1.1)

r=1
e dai, como cdet(A}) # 0, a conclusdo seguird. Seja
i € {1,...,n}. Temos que a i-ésima coordenada (com
relacdo a base candnica de R") do somatoério do lado es-
querdo de é igual a cdet(B), onde a matriz B €
Mi(R) é definida da seguinte forma: a primeira linha
de B é a i-ésima linha de A e as outras k — 1 linhas de B
sdo as linhas de A;. (De fato, considere o célculo do de-
terminante de B usando expansdo por cofatores na pri-
meira linha.) Se i € I, temos que B tem duas linhas
iguais e portanto det(B) = 0. Sei ¢ I, temos que B é
igual a Aj ;) a menos de uma permutagdo de linhas;
em todo caso, concluimos que cdet(B) = 0. Isso prova

(1.1) e conclui a demonstracdo da proposigdo. O

Coroldrio 3. Se A € M,(R) entdo as colunas de A sdo
linearmente dependentes se e somente se existe ¢ € R ndo
nulo tal que c det(A) = 0. O

Corolério 4. Um subconjunto de R com mais do que n ele-

mentos é sempre linearmente dependente.

Demonstragdo. De fato, se k > n entdo a condi¢do de que
exista ¢ € R ndo nulo tal que cdet(A;) = 0 para todo
I C {1,...,n} com k elementos é vaziamente satisfeita.

O

Evidentemente, segue desse tltimo coroldrio que se
R é um anel comutativo entdo um subconjunto linear-
mente independente de um R-médulo livre de posto n
possui no maximo 7 elementos. Além do mais, temos

também o seguinte teorema.

Teorema 5. Seja R um anel comutativo. Se M é um R-
médulo que admite um conjunto de geradores com n elemen-
tos entdo todo subconjunto linearmente independente de M

possui no mdximo n elementos.
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Demonstragio. Se M admite um conjunto de geradores
com # elementos entdo a aplicagdo R-linear ¢ : R" — M
que leva a base canénica de R" sobre esse conjunto de
geradores é sobrejetora. Um subconjunto linearmente
independente de M com 7 + 1 elementos seria entdo a
imagem por ¢ de algum subconjunto linearmente inde-
pendente de R"” com n + 1 elementos. Isso contradiz o
Corolériold O

2 Segunda Demonstracao

Recordamos que um médulo sobre um anel (ndo ne-
cessariamente comutativo) R é chamado Noetheriano
quando ndo admite uma seqiiéncia infinita estritamente
crescente de submédulos. Dizemos que o anel R é No-
etheriano quando R, entendido como um R-médulo a es-
querda, for Noetheriano.

O lema abaixo ocorre como um exercicio no livro de
Bourbaki ([1, p. 384, Ex. 16]) e tem como conseqiiéncia
imediata que para anéis Noetherianos o ntmero de ele-
mentos de um conjunto linearmente independente num

modulo livre é menor ou igual ao posto.

Lema 6. Seja R um anel (ndo necessariamente comutativo).
Se existe um subconjunto linearmente independente de R"
com n + 1 elementos entdo existe um subconjunto linear-

mente independente infinito de R".

Demonstragio. Se uy, ..., Uy, v1, ..., Uy € uma sequén-
cia linearmente independente em R"” entdo o submo-
dulo (vy,...,v,) gerado por vy, ..., v, é isomorfo a R"
e, portanto, contém um conjunto linearmente indepen-
dente {wy,...,wy11} com n + 1 elementos. Fazendo
Upp1 = Wyy1, vg = w;, i = 1,...,n, entdo a sequéncia
Ui, ..., Ug, Ugs1, 0, ..., V) € linearmente independente.
Por recursao, obtemos uma sequéncia linearmente inde-

pendente infinita (11, ) ;;>1. O

Corolario 7. Seja R um anel (ndo necessariamente comuta-
tivo). Se R é Noetheriano entdo todo subconjunto linearmente

independente de R™ possui no mdximo n elementos.

Demonstragio. Se em R" existisse um subconjunto line-

armente independente com 7 + 1 elementos, entdo exis-



tiria também um subconjunto infinito linearmente inde-
pendente e disso seguiria a existéncia de uma seqiién-
cia estritamente crescente de submoédulos de R". Mas,
como R é Noetheriano, R"” também é Noetheriano e tais

sequéncias ndo existem. O

Outra demonstragio para o Corolirio[d] Suponha por ab-
surdo que exista um subconjunto linearmente indepen-
dente {uy,...,uy11} de R" com n + 1 elementos. O
conjunto de todas as coordenadas dos vetores u; € R"
possui no méximo k = (n + 1)n elementos. Con-
sidere o anel de polindmios Z[Xj,..., X| e seja f :
Z[Xy,...,Xx] — R um homomorfismo de anéis que
leva as indeterminadas Xj, ..., Xj sobre o conjunto das
coordenadas dos vetores u; na base candnica de R".
Se S é a imagem de f entdo S é um subanel de R e
{u1,...,uy41} é um subconjunto linearmente indepen-
dente do 5-médulo S”*. Mas S é isomorfo a um quoci-
ente de Z[Xj, ..., X] e, com isso, é Noetheriano, ja que
Z[Xy,...,Xy] é Noetheriano pelo Teorema da Base de

Hilbert. Isso contradiz o Corolario[7} O

[1] Boursaki, N. Algebra I. Berlin: Springer, 1989.
Chapters 1-3. (Elements of Mathematics)

[2] Jacosson, N. Basic algebra I. 2. ed. New York: Dover,
20009.

[3] Jacosson, N. BasicalgebraIl. 2. ed. New York: Dover,
2009.
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