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utilizado com sucesso em indmeras aplicages, ele apresenta alguns problemas. Um
dos principais é que ele ndo fornece nenhuma maneira sistemdtica de encontrar a
Fungdo de Liapunov. A condigdo mais restritiva para encontrar tal fun¢io é que se
exige que a derivada da Funcdo de Liapunov, ao longo das trajetérias do sistema,
seja semi-definida negativa. Em sistemas complexos, tais como sistemas caéticos,
dificilmente encontram-se Fungdes de Liapunov satisfazendo estas condigdes. Neste
trabalho, propde-se uma versdo mais geral do Principio de Invaridncia de LaSalle
na qual nio exige-se que a derivada da func¢io auxiliar! seja sempre semi-definida
negativa e além disso, admitem-se incertezas na determinagio dos pardmetros do
sistema. :

A extensdo do Principio de Invarincia de LaSalle proposta neste trabalho é ap-
resentada em duas etapas. Na primeira etapa, descrita na se¢io 3., apresenta-se uma
versdo do Principio de Invaridncia que permite que a derivada da Fungio de Lia-
punov ao longo das trajetorias seja positiva em algumas regides limitadas. Na segun-
da etapa, descrita na sec¢do 4., apresenta-se uma versdo do Principio de Invaridncia
que, além de permitir que a derivada da func¢io de Liapunov seja positiva em algu-
mas regides limitadas, contempla incertezas na determinacio dos pardmetros. Esta
extensdo é Util para encontrar estimativas concretas de atratores e das dreas de
atragdo de sistemas nfo-lineares uniformes com relagio aos pardmetros do sistema.
Em seguida aprensentam-se aplicagbes desta extensdo na andlise de estabilidade
transitéria em sistemas eléticos de poténcia.

2. Principio de Invariancia de LaSalle

Antes de apresentarem-se 0s resultados obtidos neste trabalho, é interessante rever
a versdo original do Principio de Invaridncia de LaSalle.
Seja para isto a equagdo diferencial auténoma:

& = f(2). (2.1)

Teorema 2..1 : Sejam V:R* 5 R e f: R* — R™ fungées de classe C1. Seja L
uma constante real tal que Qp = {z € R* : V(z) < L} seja limitado. Admita que
V(z) < 0 para todo z € Qe defina E := {x € Q1 : V(z) = 0}. Seja B 0 maior
conjunto invariante® contido em E. Entdo, toda solugdo de (2.1) iniciando em §g
converge pare B quando t — oo.

Este teorema, foi demonstrado pela primeira vez por LaSalle [5]. Maiores detalhes
podem ser encontrados também em Brauer e Nohel [1].

A func¢do V utilizada no Teorema 2..1 é conhecida por Funcdo de Liapunov.
Observe que o Teorema admite a existéncia desta func¢do mas ndo diz nada a respeito
de como encontré-la. Em verdade, nio existem métodos sistemdaticos para encontrar

1Neste caso, denominaremos esta fungdo auxiliar de Fungdo de Liapunov Estendida com o
intuito de distingui-la da Fungio de Liapunov no sentido mais usual.

2Um conjunto B C R™ ¢ invariante com relagdo a (2.1) se, para todo zo € B, a solugdo
w(t,z0) € B paratodot € R
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uma Fungio de Liapunov e encontré-la é, sem sombra de divida, uma tarefa néo
trivial.

Figura 1: Interpretacio geométrica do Principio de Invaridncia de LaSalle

E interessante interpretar geometricamente o teorema anterior. Paraisto utilizar-
se-4 a Figura 1 na qual se apresenta um caso simples da aplicacdo do teorema de
LaSalle. Como exigido pelo Teorema 2..1, 1 é um conjunto limitado nesta figura.
A linha tracejada representa o conjunto E no qual V = 0. Suponha que o maior
conjunto invariante contido em F seja composto apenas pelo ponto de equilibrio
estdvel ;. Considere agora a curva de nivel ; := {z € Qp : V(2) =1 < L} e seja
p um ponto nesta curva de nivel. Como dentro de 2, a derivada de V' é menor ou
igual a zero, obtém-se pela regra da cadeia a seguinte estimativa:

V =< grad(V),z >=< grad(V), f >< 0.

Em particular, esta desigualdade é verdadeira para o ponto p. Desta desigual-
dade verifica-se que o produto escalar do vetor gradiente de V', o qual é perpen-
dicular as curvas de nivel, com o vetor velocidade f, o qual é tangente as drbitas
do sistema, deve ser menor ou igual a zero. Isto significa que o dngulo entre estes
vetores deve ser maior ou igual a 90°, como mostra a Figura 1. Esta relagdo entre
estes vetores existe para todos os pontos da curva de nivel 2; da fungdo V, logo as
solucbes estdo necessariamente entrando na regido delimitada pela curva de nivel
;. Isto vale para todas as curvas de nivel internas a 2, logo toda solugdo iniciando
em {1, deverd convergir para o ponto de equilibrio z;. Esta observa¢do geométrica
do Principio de Invaridncia de LaSalle d4 origem aos métodos de estimativa da area
de atragido de pontos de equilibrio estaveis de sistemas nio-lineares.

Uma versdo global deste teorema também foi proposta por LaSalle [5]. Esta
versao é muito similar ao seguinte teorema:
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Teorema 2.2 : Sejam V :R” = R e f : R* = R" fungies de classe C'. Admita
gque V(z) < 0 para todo z € R e defina E := {z € R* : V(z) = 0}. Seja B 0 maior
conjunto invariante contido em E. Entdo toda solugdo limitada para t > 0 de (2.1)
converge para B quando t — oo.

3. Extensao do Principio de Invariancia de LaSalle

Neste trabalho, apresentam-se resultados mais gerais do que aqueles que foram
apresentados na se¢do anterior. Estes requerem condigdes menos restritivas do que
aquelas exigidas na versdo original, possibilitando o tratamento de problemas mais
gerais. Basicamente, permite-se que a derivada de V seja positiva em algumas
regides. Com estas condi¢Ges menos restritivas, torna-se mais facil encontrar a
funcdo V e alguns problemas bastante complicados, tais como sistemas cadticos,
podem ser tratados.

O teorema a seguir foi proposto e demonstrado pela primeira vez por Rodrigues,
Alberto e Bretas em 2000 [10].

Teorema 3..1 : (Extensdo do Principio de Invaridncia de LaSalle). Sejam
V:R* =3 Ref:R = R fungdes de classe C*. Seja L € R uma constante tal
que Qp = {z € R* : V(z) < L} seja limitado. Seja C := {z € Qp : V(z) >0}, e
admita que sup,ecV (z) =1 < L. Definay ={z € Qy:V(z) <} e E:={z €
Qz :V(z) = 0y UQ. Seja B o maior conjunto invariante de (2.1) contido em E.
Entdo, toda solugdo de (2.1) iniciando em QU converge para o conjunto invariante
B quando t — oo.

Além disto, se 3, € Qy, entdo w(t,,) € O para todo t > 0 e @(t,z,) tende para
o maior conjunto invariante de (2.1) contido em §;.

Demonstragdo: vide [10]

Para interpretar geometricamente este teorema, observe a Figura 2. O conjunto
Qy ¢é limitado em acordo com as hipéteses do Teorema 3..1. Dentro de 1, a
derivada de V', ao longo das solugdes, é ndo positiva exceto dentro do conjunto
C o qual aparece em tom de cinza. Por hipstese, este conjunto nunca atinge a
fronteira de Qr, uma vez que I < L. O Teorema 3..1 garante que todas as solugdes
de (2.1) iniciando dentro de Q2 tendem para o maior conjunto invariante contido
em E. Se, em particular, o maior conjunto invariante contido em E estiver contido
em {, entdo todas as solugdes com condigao inicial em Qf tendem para o maior
conjunto invariante contido em ;. Uma vez dentro de €, as solugbes ndo saem
deste conjunto o qual é uma estimativa do atrator. Dentro de ), duas coisas podem
ocorrer, ou as solu¢des tendem para o conjunto {z € € : V(z) = 0}, ou as solugdes
permanecem entrando e saindo do conjunto C indefinidamente. Estas duas situacdes
serdo ilustradas na se¢do de exemplos.

Observagio 3..1 : Se V(z) < 0 para z & C, entdo toda solugdo p(t,z,) de (2.1)
tende para o maior conjunto invariante contido em (). Na maioria das vezes, a
condigdo exigida anteriormente ndo € satisfeita, no entanto se para todo z, € E—§Y
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O Teorema 3..2 apresentado anteriormente associado & Observagio 3..3 é muito

atil para a obtengao de estimativas de atratores globais conforme mostra o exemplo
a seguir.

Exemplo 3..1 : Sistema de Lorenz. Considere o sistema de Lorenz:

£ = —oz+oy
y = —~y—zz+rg
z = -bz+4uzy

onde, ¢ = 10,7 = 28 and b = 8/3. Estes valores foram escolhidos de forma a obter-
se comportamentos cadticos. A seguir, mostra-se como a extensio do Principio de
Invaridncia pode ser facilmente utilizada para estimar-se o atrator de Lorenz.

Seja

V{z,y,2) = rz* + 4oy + do(z — 5/4r)?

uma Funcdo de Liapunov associada ao sistema de Lorenz. Até onde se sabe, a
Func¢io de Liapunov apresentada anteriormente é a melhor apresentada até ho-
je para estimar-se o atrator de Lorenz por um elipséide positivamente invariante.
Maiores detalhes a respeito deste sistema e de fungbes de Liapunov podem ser en-
contrados em Sparrow [14].

Pode-se verificar que esta funcio satisfaz as condigdes da Observacdo 3..3, lo-
go utilizar-se-4 o Teorema 3..2 para obter-se uma estimativa do atrator global de
Lorenz. A derivada de V é dada por:

V(z,y,2) = —20(rz® + 4y° + 4bz% — 5rb2).

O conjunto C é dado por C := {z € R : r2? + 4y® + 4b2% — 5rbz < 0} e é facil
verificar que a fronteira de C é um elipséide centrado em (z = 0,y = 0,z = 5/8r).
Como C é um conjunto convexo e a Fungio de Liapunov V' é uma fungdo convexa,
0 sup,cc V(z) ocorre na fronteira do conjunto C. Para calcular o sup de V no
conjunto C, a técnica dos multiplicadores de Lagrange sera utilizada. A equacdo do
elipséide serd tratada como uma equagdo de restri¢do.

Usando a fung¢io Lagrangiana:

L(z,y,2) = rz® +doy® + 4o (z ~ 2’")2 + A(rz® + 4y + 4b22 — 5rbz)

obtém-se as seguintes condi¢des de extremo:

9L = 2rz(1 + A) =0
B _ 8y(o + ) = 0
5y = ylo + =
g— = 8(c+b\z—(100+5bA)r = 0
L = rg? a2 +4b2—5rbz = 0.
Resolvendo o sistema anterior obtém-se A = —o,z = 0,z = 5;(12:; ey? =

2,2 —_— - - ~ 7
256'; ’;)_'{) %) Substituindo estes valores na expressio de V, obtém-se:

25b%r2 156800
| = supyecV(z) = 16(b—(17) = 5 — < 52267.
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(b) Derivada da Funcdo de Liapunov

Figura 3: Sistema de Lorenz

O conjunto ) é 0 elipséide: {(z,y,z) € R : r:zi2 +40y® +40 (2~ 5r)? < 1863001,
O conjunto no qual V = 0 estd contido em () e portanto toda solu¢do com
condigdo inicial em R® converge para o maior conjunto invariante contido em ;. O
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conjunto }; é uma estimativa do atrator. A Figura 3a mostra esta estimativa. Neste
caso, é importante salientar que a derivada de V' permanece intercambiando de sinal
depois que a solugo entra em €. Um gréfico de V(z(t),y(t), z(t)) é mostrado na
Figura 3b.

4. Principio de Invariancia Uniforme. Robustez
com Relacao a Variacao de Parametros

Os resultados apresentados nesta se¢do sdo mais gerais do que aqueles apresen-
tados na se¢do anterior. Nesta segdo apresenta-se uma extensio do Principio de
Invaridncia na qual, além de permitir que a derivada da Funcio de Liapunov se-
ja positiva em algumas regides limitadas, consideram-se incertezas na determinac¢do
dos pardmetros do sistema. Esta extenso serd denominada Principio de Invariincia
Uniforme, isto porque esta é dtil para a obtengdo de estimativas uniformes, com
relagdo aos pardmetros, do atrator e da drea de atracdo de sistemas dindmicos. O

Principio de Invariancia Uniforme foi proposto e demonstrado pela primeira vez por
Rodrigues et al. [11].
Considere o seguinte sistema auténomo:

z = f(z,7) (4.1)
onde A € A C R™ é um vetor de pardmetros do sistema e z € R™.

Teorema 4..1 : (Principio de Invaridncia Uniforme). Suponha que f : R® x
Ao R, V:R" x A = R sejam funcgbes de classe C* e a,b,c : R" — R sejam
fungdes continuas. Admita que para qualquer (z,)) € R™ x A, tem-se:

a(z) < V(z,A) < b(z), ~V(z,A) > c(z).

Para L > 0 sejo A = {z € R* : a(z) < L}. Admita que A, seja ndo-vazio e
limitado. Considere os conjuntos

Bp:={zeR":b(z) <L}, C:={zeR":¢(z) <0} e B := {x € AL : ¢(z) = 0}.
Suponha agora que sup,cc b(z) <! < L e defina os conjuntos
Ai={zeR :a(z) <!} e Bi:={zeR":b(z) <!}.

Se A € um pardmetro fixzo em A e todas as condi¢bes anteriores sdo satisfeitas, entdo
pare ¢, € By, a solugGo ¢(t,z,, ) € definida em [0,00) e as sequintes conclusées
s@o obtidas:

I) sez, € B; entdo p(t,zo,)) € Ay, parat > 0 e o(t,z0,A) tende para o maior
conjunto invariante de (4.1) contido em A;, quando t — oc.

II) se z, € By — By, entdo p(t,z,, ) tende para o maior conjunto invariante
de (4.1) contido em A; U Ey.
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(a) Derivada da Fungdo de Liapunov

(b) Fungido de Liapunov

Figura 4: Fungdes a,b e ¢ do Teorema 4..1

Demonstragao: vide [11].

A uniformidade é garantida pela existéncia das fungdes a,b e ¢ as quais sdo
independentes dos pardmetros do sistema. Para interpretar geometricamente este
resultado, observe a Figura 4 onde ilustram-se as relacGes entre estas fungdes e as
estimativas obtidas com o teorema.

O conjunto C contém o conjunto onde V é positiva independentemente do
pardmetro A € A. Portanto, ao calcular o sup ¢ b(z), obtém-se um ndmero ! que
é sempre malor que SUp,, 3 e, \.¥(z,x)>0} ¥ (&5 A)- De posse deste niimero, utiliza-se
a curva de nivel [ da fun¢fo a para obter-se uma estimativa do atrator.

A Figura 5 ilustra a aplicagio do Principio de Invaridncia Uniforme. Observe
que By C A; e By, € Ar. A nocdo de invaridncia, neste caso, é um pouco diferente
conforme explicado a seguir. Nesta ilustragdo, 2, e z3 pertencem & Bz. O conjunto
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Suponha que sup .. b(z) <1 < oo e considere os conjuntos
A={ze€R :a(x) <!} e Bi:={z e R"”:b(z) <I1}.

Suponha que A; € ndo-vazio e limitado.
Entao, se X é um pardmetro fizo em A e todas as condi¢bes anteriores sdio
satisfeitas, entdo as seguintes conclusées sdo obtidas:

I) se z, € By entdo p(t,z,,)) estd definida e pertence & A; para todo t > 0
e o(t,z9,A) tende pare o maior conjunto inveriante de ({.1) contido em A,
quando t = oo.

II) Sez, € tal que a solugio p(t,x,,A) € limitada para t > 0, entdo @(t,z,, \)
tende para o maior conjunto invariante de ({.1) contido em A; U E gquando
t — oo.

Demonstragio: vide [11].

Observagao 4..1 : Se a(z) = oo, quando ||z|] = oo, entdo para todo r > 0 o
congunto A, := {z € R® : a(z) <r} € limitado. Se tal condigdo € satisfeita, entdo
toda solugdo € limitada para t > 0 e a conclusdo do teorema anterior € vdlida para
todas as solugdes.

Ao utilizar os Teoremas 4..1 ou 4..2 em algumas aplica¢des, podem surgir algu-
mas dificuldades técnicas. A fungfo ¢(z) pode ndo ser suave, o conjunto C pode
ndo ser convexo e portanto sup,cc b(z) pode ndo ocorrer na fronteira do conjunto
C. Isto impossibilita a aplicagdo da técnica de multiplicadores de Lagrange para o
célculo do sup,c¢ b(z) mesmo que b seja uma fun¢do convexa. Entretanto, quando
existirem algumas simetrias presentes no problema, o préximo Lema fornece um
caminho alternativo para exploré-las, evitando estas dificuldades.

Exemplo 4..1 : Estimativa do Atrator do Sistema de Lorenz com in-
certezas nos parametros.
Considere o sistema de Lorenz:

w = —ou-+ov
v = —v—uztru
w = —bw+uww

onde, 0,7 e b sdo parametros do sistema. Os valores nominais destes pardmetros

sd0 oy = 10,ry = 28 e by = 5. Admite-se existir uma incerteza de +5% na

28
determinac¢io destes pardmetos. Seja o,, 1= 9.5, op = 10.5, 1y, 1= 28— 500 M =
2
28 + 28 bm = 8_38 = 8 + i Portanto, os parimetros pertencem ao

200 "7 360 7T 3760
seguinte subconjunto de R3:

A={A:=(o,r,0) eR® 10 <0< oM, T <7 <701, b B < g}
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Com a seguinte mudanca de varidveis:

5
Ti=u, Y=, 2=w o
obtém-se o seguinte sistema:
T = —ozx+oy
. 5
g = —y—z(z+ ZT) +rz (4.2)
. 5
2 = —b(z+ Zr) + zy.

Seja
V(o,r,b,3,y,2) = ra’ + d0y* + 4022

uma Fung¢io de Liapunov para o sistema (4.2). E facil verificar que esta funcdo
satisfaz as condi¢des estabelecidas na Observagdo 4..1, portanto o Teorema 4..2 serd
utilizado para estimar o atrator de Lorenz.

Neste caso escolhem-se as fungdes a e b como sendo a(z,y, 2) := 132 +40my? +
4o m2 e b(z,y, 2) 1= ryz? +40yy? +40 2%, B importante destacar que a mudanga
de variéveis e a escolha da fun¢do V foram fundamentais para que as fungdes a e b
pudessem ser facilmente escolhidas como funcdes regulares, ou seja, sdo continuas e
possuem derivadas de qualquer ordem continuas.

A escolha da fun¢do ¢ nao é tio simples. Calculando a derivada de V' ao longo
das solucbes de (4.2), obtém-se a seguinte estimativa:

—V(r,0,b,2,9,2) = 20(rz” + 4y>) + 802 + 100rbz >

b bas)2
20m (rm® + 4y%) + 80mbm (|2| — SoMTM My2 _ (50mrabur)
Sa"mbm 80’mbm

= (2,9, 2) = az® + By* + v(lz] - p)* — .

A expressdo anterior define claramente os pardmetros a, 3,7. Observe que a

funcdo ¢ ndo é uma fun¢do regular e o conjunto C ndo é convexo.
\ Defina f1(z,y,2) = ax® + By> +7(z = p)* — p e fa(2,y,2) = az® + By® + (2 +

p)* — b

Se tomarmos C := {(z,y,z) € R® : ¢(2,y,2) < 0}, Fi = {(z,y,2) € R :
fi(z,y,2) < 0} pode-se demonstrar observando as simetrias do problema que
supc b < supp, b.

Como Fj é um conjunto convexo e b é uma fun¢do convexa, a técnica de mul-
tiplicadores de Lagrange pode ser utilizada para obter-se que o supremo é atingido

_ 9 _ 2505 b3y (bm—2) . BombymrT
em g =0, y° = —GCUMR=, 2= My e

suph = 25036313,

— 2 < 8R85T5,75 < [ := 88576.
P 160'$n(bm -1) ’
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Portanto o atrator de Lorenz estd contido dentro do elipséide:

{(,y,2) € B : rma® +40my” + domz® <1 = 88576},

A estimativa anterior assim como uma representacido numérica do atrator de
Lorenz estdo mostradas na Figura 6 para dois vetores de pardmetros diferentes.
O elipséide externo representado em tons de cinza corresponde ao conjunto A; e
o elipséide interno representado parcialmente por linhas circulares corresponde ao
conjunto B;.

5. Aplicagoes em Sistemas Elétricos de Poténcia

Os métodos diretos t&m se mostrado adequados & andlise de estabilidade transitéria
de sistemas de poténcia em tempo real. Dentre estes métodos, as idéias de Liapunov
associadas ao Principio de Invaridncia de LaSalle tém sido utilizadas para estimar
a regido de estabilidade ou drea de atragio dos sistemas de poténcia. Para isto
utiliza-se uma fung¢io auxiliar denominada Funcdo de Liapunov a qual muitas vezes
estd associada & energia do sistema.

Nas Gltimas duas décadas, muitos autores abordaram o problema da estimativa
da 4rea de atracio e estes estudos culminaram com o desenvolvimento do método
BCU [2], o qual é considerado, no momento, o método direto mais eficiente ao
estudo de estabilidade transitéria. Embora estes avancos tenham sido significa-
tivos, a aplicacdo destes métodos a andlise de estabilidade em sistemas reais tem
encontrado muitos obstaculos. O principal deles é que os métodos energéticos ain-
da sdo impréprios para trabalhar com modelos mais realisticos. Em verdade este
obstéculo estd intimamente relacionado com o problema de encontrar uma Funcéo
de Liapunov associada a estes modelos.

Em geral para encontrar uma Func¢do de Liapunov, muitas simplificagdes sdo
feitas no modelo do sistema de poténcia. As miquinas sdo usualmente modeladas
como uma forca eletromotriz constante atrds da reatancia transitéria. As cargas sio
modeladas como poténcias constantes. O sistema elétrico é reduzido aos nés das
forcas eletromotrizes e as perdas nas linhas de transmissdo sdo desprezadas. Além
disto, usualmente exige-se a existéncia de um barramento infinito ou alternativa-
mente faz-se uma hipétese de amortecimento uniforme.

Neste trabalho apresentam-se Fun¢des de Liapunov Estendidas para modelos de
sistemas de poténcia que ndo possuem em principio uma Fungio de Liapunov no
sentido usual.

5..1 Sistema de Uma Maéaquina Versus Barramento Infinito:
Modelo Classico do Gerador

Seja o sistema de uma méquina versus barramento infinito da Figura 7. A mdquina
sincrona estd conectada ao barramento infinito através de uma linha de transmissdo
com perdas.
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(a) {o,r,b) = (9.5,26.6,2.53)

(b (o, 7,b) = (10.5,29.4,2.8)

Figura 6: Estimativa Uniforme do Atrator de Lorenz. Condigdes Iniciais:
(:1:(0), y(O), Z(O)) = (20, _705 40)

Modelando o gerador como uma, for¢a eletromotriz constante atrds da reatincia
transitéria, pode-se descrever este sistema pelo seguinte par de equagdes diferenci-



Aplicagées da Extensdo do Principio de Invaridncia 199

E/B iza

Figura 7: Sistema uma maquina versus barramento infinito.

ais:
§d = w
H, = P R p_ X pyens+ — R EVeosd—Tw O
TR0 = P E - i sind + s cos

onde § e w sdo respectivamente o angulo do rotor e o desvio de frequéncia do
gerador em relagdo & velocidade sincrona, P, é a poténcia mecinica injetada no
gerador, H é a constante de inércia, £ é o médulo da forga eletromotriz, V é o
médulo da tensio no barramento infinito e T' é o coeficiente de amortecimento.
Os pardmetros R = 7, + r; e X} = z!; + z; s80 respectivamente a resisténcia e a
reatancia equivalentes do sistema. Sendo r, a resisténcia de armadura da méquina,
z); a reatancia transitéria de eixo direto da méquina, r; e z; s830 respectivamente a
resisténcia e a reatancia da linha de transmissao.

Incorporando as perdas na linha, este sistema possui uma Func¢do de Liapunov
no sentido usual que é dada por:

VrL(d,w) := WIJ{O %ﬁ —Pi+ ﬁ%,EVcosd — W’};;EVsiné +a

onde o € uma constante arbitraria e P = Py, — W};'TE2' E ficil mostrar que a
d
derivada de Vg ao longo das drbitas é dada por

VFL = —Tw2 S 0

a qual é uma funcdo semi-definida negativa. Portanto, a fun¢io Vpy satisfaz as
exigéncias do Principio de Invaridncia usual e pode ser utilizada para estudar a
estabilidade deste sistema com as técnicas usuais. Apesar disto, uma nova func¢io
energia serd proposta a seguir e a Extensdo do Principio de Invariancia serd utilizada
para estudar a estabilidade do sistema. O objetivo é ilustrar uma aplicagio da
Extensdo do Principio de Invariincia e preparar as idéias para em seguida resolver
um problema que ndo apresenta uma fun¢io de Liapunov no sentido usual.

Para isto, considere a seguinte fungéo:

W(,w) := %“’2—2 — P§— E%é‘(—,—gEVcosé-k
° d
B (~P + ghemr BV sind + grferr BV cos6) + o

onde 8 é um pardmetro a ser determinado e o é uma constante arbitraria. Nosso
objetivo principal é mostrar que essa func¢io satisfaz as condicdes do Teorema 3..1.
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Calculando a derivada de W ao longo das 6rbitas, obtém-se:
W= — (T =B (+ 5 BV cosb — zrfiers BV sing) ) w?
d
+B7\'1{[¢:T (P + R2f§(&2Evsin6 —_ ﬁﬁR}(—‘IifEV cosd | w

~25fe (P - 2% BV sind — ey BV cosd)
—Ff—X?EV cos(d)w

que é equivalente a:

W= [ PILEJ) ]TA [ Plu(Jé) ] _ ﬁ?EVcos(é)w

onde X R
P&)y=P—~ EZ—%XEEVsiné - mEVces&
€ Brfo wfoT
A= ,ti[i_T | X’_ oH - - ]
— gf; }T—ﬁEV(—mCOS&*}‘WSIHJ)

Note que W é composta por um termo quadrético adicionado ao termo (— ?%?EV cos(é )w) .
d

O parametro § pode ser escolhido de forma a tornar a parte quadrética definida
positiva. Aplicando o Critério de Sylvester pode-se facilmente demonstrar que isto
é certamente garantido se

T

B <
X! R 7 foT?
(R2+Xf * Rz+xf) BV + 55x

Desta forma, apenas o termo (— ﬁ{PEV cos(6)w> serd responsavel por gerar re-

gides nas quais a derivada de W é positiva. Uma vez escolhido o pardmetro S,
tem-se que encontrar a constante real L para que sejam satisfeitas as condi¢des do
Teorema 3..1. Essas condigbes sdo:

e O conjunto Q7 deve ser limitado;
o | = supgecW(z) < L.
No Exemplo a seguir estas condigGes sao verificadas numericamente.

Exemplo 5..1 Seja o sistema de uma mdquina versus barramento infinito da Figu-
ra 7 com Pp, =10, H=6.0,T7=0.08, E=1.33,V =1.0, r, =0.002, '3y = 0.2,
r; = 0.04 e z; = 0.5. As curvas de nivel de W estido apresentadas na Figura 8
para o = 2.0841 e B = 0.0078. A constante « foi escolhida de forma que a funcdo
energia no ponto de equilibrio estdvel pds falta seja igual a zero. Observe que as
regides onde a derivada de W € positiva sdo pequenos conjuntos limitados. Um
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deles estd prdximo ao ponto de equilibrio instdvel. O outro estd prézimo ao ponto
de equilibrio estdvel e este corresponde ao conjunto C do Teorema 8..1. O mdzimo
valor de W em C define o conjunto Qy, o qual é uma estimativa do atrator. Neste
ezemplo | = 0.0903. Para estimar a regido de estabilidade ou drea de atragdo deste
atrator, procura-se pelo maior nimero L tal que as condigdes do Teorema 3..1 sejam
satisfeitas. Na prdtica, deve-se garantir que Qr ndo intercepte a regido, prézima
ao ponto de equilibrio instdvel, onde a derivada € positiva. Neste exemplo obteve-se
L =1.4621. A Figura 8 ilustra as estimativas do atrator e da regido de estabilidade.

O tempo critico de abertura obtido por simulag@o para um curto sélido trifdsico
na barra do gerador pertence ao intervalo (0.355,0.356s). A estimativa do tempo
critico de abertura obtida com a Fungdo de Liapunov Estendida pertence ao in-
tervalo (0.312,0.313s). Como esperado, esta estimativa é um pouco conservadora
porque a estimativa da regido de estabilidade estd contida dentro da regido de es-
tabilidade verdadeira. Entretanto este tempo ndo é muito mais conservador do que
o obtido com a Fungdo de Liapunov convencional Vir o qual pertence ao intervalo
(0.329,0.330s). A Figura 8 mostra as trajetdrias do sistema em falta e pds-falta
para um tempo de abertura de 0.312s.

S Ty
rbita do sistcma
Falt

Vzloddace (radfs)

Estimativa d
(cAmalor | i
-1 a5 a

0s

Figura 8: Curvas de nivel de W.

5..2 Sistema de Uma Maé&quina Versus Barramento Infinito:
- Modelo de Um Eixo do Gerador

Considere novamente o sistema da Figura 7. Utilizando o modelo de 1-eixo para o
gerador, o sistema de poténcia pode der descrito matematicamente pelas seguintes



202 N G Bretas e L F C Alberto

equagdes diferenciais:

§ = w
f){w = PR(E)-Tw
o
T<’io ; 1 Xt; R2+XdX; s
BBl = Byt |V cos 6 — E
Xq— X, 1 Xg— x5, ¢ Rz+X;X;' | (R2+ X[ X (Xg— X)) ¢
R

L 5.2
+R2+X"1X4'V,Sln5 (5.2)

onde
_ (R2-X4XINXH=XD) g s R(R24X!%) o  RXL(X4-X') .0 . o
Py (8, Eé) = Pp + W|Vl sin 24 — mjg‘,z—vK + W“q sin® §
(Xh-x! 2RX! (X! -X1})

2R? ) X! . R Y
_(_(R’-’.;.xd’x"gr;) + T +XdX;)E.;|Vlsm6+(—1—L—ﬁ-—-r(R FXIXT) + T +XdX{1>quVIC°S‘5

RX,(X5-X0) 2 2
+W|Vl cos® 6

Ej é o médulo da forga eletromotriz de eixo em quadratura, Efq é 0 médulo da
tensdo aplicada ao enrolamento de campo da maquina, R = r, + r; € a resisténcia
equivalente do sistema, X; =z + 71, Xa =Ta + 31, Xy =1, + 31 Xy = 24 + 3
s80 as reatdncias equivalentes do sistema, sendo r, a resisténcia de armadura da
méquina, T, e T, as reatincias transitéria de eixo direto e quadratura da maquina,
T4 € T4 as reatincias sincronas de eixo direto e quadratura da maquina e r; e z; sdo
respectivamente a resisténcia e a reatancia da linha de transmiss3o.

Obter uma Funcio de Liapunov para este sistema ndo é uma tarefa trivial. Para
isto considere a seguinte mudanga de varidvel

& =In (Ey)

A nova varidvel esta bem definida, j& que Ej representa uma forga eletromotriz
e tem-se E, # 0 . Desprezando as perdas na linha de transmisso e a resisténcia
de armadura, este sistema possui uma Fungdo de Liapunov no sentido usual que é
dada por:

H 1 (Xa—Xg)
Vrr = ;5w —Pnd— 3|V 2;{{,){{, cos26—
7
e‘e|V 1 Xa_ 2, 1 <t
X, CoSO+ sxritxmy e — xmxg Braett +

onde @ é uma constante arbitraria. £ ficil mostrar que a derivada de Vpy, ao longo
das érbitas é dada por:
Tdo

XX, (4) - 1w <0
d

VrL =
a qual é uma fungdo semi-definida negativa. Portanto, a fun¢do Vg satisfaz todas
as exigéncias do Principio de Invariincia usual e pode ser utilizada para estudar a
estabilidade deste sistema com as técnicas usuais.
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Exemplo 5..2 Seja o sistema de uma mdquina versus barramento infinito da Figu-
ralcomPpn=10,H=6T=008,7),=5 Efq=192,V=1,r,=0,2;,=0.2,
:cfl =04,z =09,2,=08, 1 =0ex =05. As curvas de nivel de Vry sao
apresentadas considerando o = 3.2625. Novamente a constante « foi escolhida de
forma que a energia do ponto de equilibrio estdvel pds falta fosse zero. Na Figura
9, E; é constante e igual a 1.3. Na Figura 10, w € constante e igual ¢ —0.8. Para
estimar a drea de atragdo, procura-se pelo maior nimero L tal que o conjunto Qf,
seja limitado. Neste exemplo obteve-se L = 0.4081. As regides hachuradas nas Fig-
uras 9 e 10 mostram a interse¢do da estimativa da drea de atracdo com o plano
de corte. O tempo critico de abertura obtido por stimulagdo para um curto sélido
trifdsico na barra do gerador pertence ao intervalo (0.281,0.282s). Utilizando esta
fungdo energia, o estimativa do tempo critico de abertura obtido pertence ao interva-
lo (0.127;0.128s). Como esperado, esta estimative € um pouco conservadora porque
a estimativa da regido de estabilidade estd contida dentro do regido de estabilidade
verdadeira. As Figuras 9 e 10 mostram as trajetdérias do sistema em falta e pds
falta para um tempo de abertura de 0.127s.

Velacidade {radfs)

Anguilo (rad)

Figura 9: Curvas de nivel de V, E; constante e igual a 1.3.

Quando a resisténcia de armadura e as perdas na linha s3o consideradas, este
sistema ndo possui uma Fung¢do de Liapunov no sentido usual. Apesar disto, uma
nova fungdo energia serd proposta a seguir e a Extensdo do Principio de Invaridncia

serd utilizada para estudar a estabilidade do sistema. Para isto, considere a seguinte
funcio:

_ H 2 1 < X, o R ! .
W = tw —Pné— Xd—_X:;Efde 7 — Eﬂﬁ?{x—;e 7|V]cosé — me‘ﬂVlst—
RX%’ (Xa—X) 1y /12 sin 25 RXG(Xg=Xg) v r12 sin 26
2(R*+X,X1) |V| (6+ 2 ) + 2(Re+ X X7) IVI (6 T2 ) +
(RZ-XX!)(X,-Xx") RE+XdX’

2 i
WRET X, X))2 [VIFcos 28 + o +xdx;)(xd_xd)e2e" — BwPi(8, Eg) + o

onde § é um pardmetro a ser determinado e a uma constante arbitriria. Nosso
objetivo é mostrar que esta fun¢io satisfaz as condi¢des do Teorema 3..1. Calculando
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E'3 (volts)

v
va de Awagdn..

R S

0 0s

1 15 2 25
Angulo (rad)

Figura 10: Curvas de nivel de V', w constante e igual a —0.8.

a derivada de W ao longo das érbitas do sistema obtém-se:

4

onde

Az

Az

+(

2RX! (X! —X})

TR

e
Fi(6, EY)

w

eEIq 2 1 '
A| BG.E) | + %i—’j&}’%e%mmw
w

R(R2+X'2) 26!

’
e®7|Viwcosd + RFXXPe W
q

Ain | O | Ass
A= 0 | Az | Agz
A1z | A2z | Ass
TI
X 2%,
7 B
° x! 2RX! (X! —X' ,
g (— (—Q—Q_R XX Y TR -f-x;x; ")) ea|V] cosé
2R2X!(X5-X!)

REY XL X7
2RX! (X5-X!

R e :
+ m) e®e|V|siné
2RX (X —X!)

) 2 .
ZR§+X;X;53 T wrx X )|V| cosdsind

(R? - x4 ) (x4~

XI
TR ALV [ cos 28] + T

2R?(X4}—X!)

[ O S q ;
2 RITX[X, ~ (RE+X X2 [V|sind

R
REFX, X,
1

;e
wfo

2RX (X! —X1)

2R(R2+X’2 ’
- '('qu-y-_xd%{)'ﬁ‘) [V]cosd — m%(esqy]

Similarmente ao Exemplo 5..1, a derivada de W é composta por um termo
quadratico adicionado a trés outros termos. O pardmetro 8 deve ser escolhido de
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forma a tornar a parte quadritica definida positiva. Aplicando a férmula da variacio
das constantes & Equagdo (5.2), pode-se mostrar que E; mantém-se limitado ao
longo das érbitas, segundo a estimativa:

Esq (za — 77, (zg — zy)r
Ey < EBpog = B0 + | =5 + |5 VI + 5=V
Tho Tho(T2 + Ty7h) Tdo(ra+:cd:vq)

Com esta estimativa e aplicando-se o Critério de Sylvester encontra-se a seguinte
restri¢do para 3

E% 2 Ty By T2 T
_SH'B +(X _OXI) _27_1__——2-),8-{-—2——}? >0
7 fo d d T fo 16 (Wifo) T fo
onde
X! 2RX! (X! —X1)
B =- (R2+Xq‘;x51 + R2q+XZX;d )Etlzestlvl
2R X (X}, —X}) R

i3
(R2+XX1)? + R2+X;X"1) qustlvl
_ (2Rx;(x;—x{,) 2Rx;(xg-x{L)) |V|2 + (B=XI XN (X5—X2) |V|2

<R’+§;X;2)2 (EHXX) L @EXY
_ _2B(R’+cy”) (&' 2 X 2R7(Xy—X))
B = —mrxnz (€)' — \mrdx + mrxxr) VI

2RX! (X, —X}
( d)) v

R
+ (R§+xd’ X, T HXIX?

A constante 3 deve ser escolhida positiva e satisfazendo esta tltima restri¢io para
que a matriz A seja definida positiva.

Exemplo 5..3 Seja o sistema de uma mdquina versus barramento infinito da Figu-
ra 1 com P, =10, H=6,T = 0.08, 7, = 5, Eyq = 1.92, V = 1, r, = 0.002,
z, = 0.2, z; =04, 154 =09,2, =08, 7, =004 e z; = 0.5. As curvas de nivel
de W sao apresentadas considerando o = 3.3072 e 8 = 0.0117. Na Figura 11, E;
é constante e igual ¢ 1.3. Na Figura 12, w € constante e igual a —0.8. As regides
onde a derivada de W € positiva sdo pequenos conjuntos limitados, apresentados
nas Figuras 11 e 12. Para estimar a regido de estabilidade ou drea de atragdo
deste atrator, procura-se pelo maior nimero L tal que as condigées do Teorema §..1
sejam satisfeitas. Neste exemplo obteve-se L = 0.3996. As regides hachuradas nas
Figuras 11 e 12 mostram a intersecdo da estimativa da drea de atragdo com o
plano de corte.

O tempo critico de abertura obtido por simulacdo para um curto sélido trifdsico
na barra do gerador pertence ao intervalo (0.333,0.334s). Utilizando esta fungdo
energia, obtém-se a seguinte estimativa (0.143,0.144s). Como esperado, esta esti-
mativa € um pouco conservadora porgque o estimativa da regido de estabilidade estd
contida dentro da regiGo de estabilidade verdadeira. As Figuras 11 e 12 mostram
as trajetorias do sistema em falta e pos falta para um tempo de abertura de 0.143s.
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Els_

£

Figura 13: Sistema de Duas Méquinas versus Barramento Infinito

As seguintes equacdes diferenciais:

)

lel = Pl - Cl sin (51 he Dl cos<51—
) - 012 sin(<51 - 52) - D12 COS(51 - 52) — lel
b2 = we

Mszg = P2 - Cz sin (52 - D2 Ccos 52—

- 012 sin(52 — 51) - D12 COS(52 - (51) - T2w2

descrevem o comportamento dindmico deste sistema. Quando as condutancias de

transferéncia sdo desprezadas (D2 = 0), existe uma Funcdo de Liapunov geral, no
senso usual, que pode ser utilizada para os estudos de estabilidade deste sistema.
Esta funcdo pode ser facilmente obtida por um processo tradicional de integragéo
e é dada por:

V(dlvwla 52;(*)2) = Ml%’:‘ — P81 — Cy cosdy + Dy sin d1+
M2w2—2 — Pydy — Co c08 62 + Do sinda—
—Ci2 COS(51 - 52) -+ cte

Entretanto quando D2 # 0 o processo de integracdo gera uma integral dependente
do caminho, 0 que torna impossivel demonstrar que sua derivada, ao longo das
trajetdrias, é semi-definida negativa.

Para resolver este problema uma nova funcdo energia serd proposta e a extensdo
do Principio de Invariincia serd utilizado para estudar a estabilidade deste sistema.
Serd mostrado que esta fungdo energia é uma Fungio de Liapunov Estendida quan-
do as conduténcias de transferéncia D;o sdo suficientemente pequenas. Para isto,
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considere a seguinte fun¢do energia:

W(al,wl,az,wg) = Ml%i — P16 —Cyrcoséy + Dy sin 61—
—Byw [Py — Crsiné; — Dy coséy — Crasin(dy — d2)—
2
Do COS(61 - 62)] + M2£22. — P89 — Cac08d2 + Do sin Oo—
—ﬁz&)g [Pg — 02 sin 52 - D2 COs (52 b Clz Sin((SQ — 51)—
Do COS(62 - 51)] —Ci2 COS(61 - 62) + cte
onde 8; e B2 sdo parimetros a serem determinados.
Calculando a derivada desta fungio ao longo das érbitas do sistema encontra-se:
T

Py (61,62) Py (81, 62)
5 W1 w1
— D 6 — &
w 1‘)12(61,52) B })12(51,52) + 12COS( 1 2)(&)1 +w2)
w2 wo
onde
B= [ By | Bio ]
By | By
e —
Bu=| gn T1 + B1[—Ci cos by + Dysinéy
L 2 —C12 cos(61 — 52) + Do sin(61 - 52)] J
a2 e '
Ba=| pgm Ts + B2 [—Ca cos 82 + Dasindy
L 2 —Ci2 COS((SQ — (51) + Dy, sin(&z — (51)]

0] 0
By = ﬂ PL(C12 co8(81 — 82) — Dizsin(6 — 62)] +
% [C12 COS((SQ - 51) —Dis sin((fg - (51)]

Observe novamente que a derivada de W é composta por uma parte quadrética
e pelo termo D12 cos(d; — 82) (w1 +w2). Os pardmetros 81 e B2 podem ser escolhidos
de forma a tornar a parte quadrdtica definida positiva. Sendo assim, apenas o
termo Di2 cos(é; — d2)(wy + we) seré responsdvel por regides na qual a derivada de
W poderia ser positiva.

Exemplo 5..4 Seja o sistema da Figura 13 com P, = 1.25, P, = 1.5, C; = 1.7,
Cy =20,Dy =Dy =01,C12 =05, D12 =004, T1 =T =01e M; =
My = 0.05. As curvas de nivel de W estdo apresentadas na Figura 14 onde 3; =
0.0111 e By = 0.0095. Estas curvas de nivel foram tracadas no plano w; = ws =
—0.4. Observe que a regido onde a derivada de W & positiva € uma pequena regiao
limitada préxima ao ponto de equilibrio estdvel. Esta regifo pertence ao conjunto
C do Teorema 3..1. Para outros planos, esta regido torna-se menor ou até mesmo
desaparece 0 que garante que esta regido é um conjunto limitado que estd préximo
ao ponto de equilibrio estdvel. Portanto, esta funcdo pode ser utilizada para o
estudo da estabilidade deste sistema. A Figura 14 mostra a projecio da estimativa
do atrator no plano wy; = wy = —0.4.
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Projegdio da Esti-
mativa do Atrator

delta2{rad)
(=]

[¢]
delta1{rad)

Figura 14: Curvas de nivel da Fungio W - Sistema de Duas Méiquinas versus
Barramento Infinito

5..4 Sistemas Multimdquinas: Modelo Classico do Gerador

Seja o sistema composto por n maquinas onde a n-ésima maquina é um barramento
infinito.Pode-se mostrar, similarmente ao caso de duas maéquinas, que a seguinte
fungdo energia

W= E?z_ll {Mi%?' ~ P;§; — C;cosd; + D; sin d;—
—Biw; [Pz — C;siné; — D;cosd; ~ En]—i . Cijsin(é; — 6;)—

i

Zn;;%l_ Dij cos(6; ~ 5_7)] - E;;i{-l C,‘j cos(dy — d2) + cte}
i
¢ uma Funcdo de Liapunov no senso da extensdo do Principio de Invaridncia se
as condutancias de transferéncia sdo suficientemente pequenas. Conseqilentemente,
esta pode ser utilizada para estudos de estabilidade transitéria em sistemas de
poténcia.

6. Conclusao

Neste trabalho a Extensdo do Principio de Invaridncia de LaSalle foi utilizada como
suporte matemadtico para a obtengdo de novas fungdes de Liapunov. Nesta extensio,
permiite-se que a derivada da Funcio de Liapunov, neste caso chamada de Funcio
de Liapunov Estendida, possua derivada positiva em regides limitadas do espago
de estados. Com isto uma classe maior de problemas pode ser tratada. Neste
trabalho propuseram-se Func¢des de Liapunov Estendidas para alguns modelos de
sistemas de poténcia que ndo possuem Fungdes de Liapunov no sentido usual. Mais
especificamente, uma Funcio de Liapunov Estendida foi proposta para o sistema
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de uma mdquina versus barramento infinito considerando-se as resisténcias das lin-
has de transmisséo e de armadura do gerador. Tanto o modelo clissico do gerador
como o modelo de 1-eixo foram considerados. Obteve-se também uma Funcio de
Liapunov Estendida para um sistema multimaquinas com condutincia de trans-
feréncia. Mostrou-se que estas fun¢des podem ser utilizadas para a obtengio da
estimativa da 4rea de atrago e do tempo critico de abertura no estudo de estabil-
idade transitéria de sistemas de poténcia. Estudos mais profundos sdo necessarios
para reduzir-se o conservadorismo das estimativas obtidas, principalmente no caso
do modelo de um eixo para o gerador.

Enfim, as aplicagbes da extensdo do Principio de Invariincia de LaSalle em
sistemas de poténcia sdo inlimeras e certamente existem muitos outros problemas
em outras dreas da ciéncia nos quais este resultado pode ser muito 1til.
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