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CURSO DE EQUAÇÕES DIFERENCIAIS 

CAPÍTULO I 

I.l DEFINIÇÕES E EXEMPLOS 

(I.l) 

Uma equação diferencial de ordem n é uma relação da forma 

F( , " (n)) O x,y,y ,y ,•••,Y = 

em que x diz-se variável independente, 

uma função da vari&vel independente x) 

y 

e 
a variável de}endente (que é 
, " (n . d i y, y , ••• ,y as er vadas 

sucessivas de y em relação a x. Ã função F deve, portanto, estar 

definida num certo conjunto do espaço Rn+2 pois consideraremos somente 

variáveis reais. 

.. 
Uma tal equaçao diferencial diz-se estar sob forma normal se 

estiver na forma 

(I.2) (n) ( , (n-1)) y = f x,y,y , ••• ,y 

isto é, quando estiver resolvida em relação à derivada de ordem n. Ver~ 

mos adiante o grande interêsse em considerar equações sob esta forma. 

Uma solução da equação (I.l) ou (I.2) é uma função y(x) 

definida e suficientemente derivável num intervalo, que, substituida na 

respectiva equação, juntamente com suas derivadas, dê lugar a uma identi­ 

dade em x. 

1~ ordem 

~ - Assim e que, se nos restringimos a uma equaçao diferencial de 

(I.3) F(x,y,y') = O 

uma solução desta equação será uma função y = y(x) definida e derivável 
num certo intervalo e tal que se tenha, idênticamente, neste intervalo, 

F(x,y(x),y'(x)) = O 

No caso em que esta função é dada impllcitamente por uma rel! 

ção ~(x,y) e O, esta relação, por motivos históricos, chama-se integral 

da equação diferencial. 
.. 

Pelo que vimos acima, uma equaçao diferencial de lf ordem 
forma normal tem o seguinte aspecto 

em 

(I.4) y' = f (x,y) 

Vejamos alguns exemplos de equações diferenciais de lf 
pois serão objeto do in!cio de nosso estudo: 

ordem 



a. 
lo 

:::-e. quaisquer 

temos, entao 

A equação diferencial YY' + x = O 
I 

que está definida 

x e y, pode ser posta sob forma normal quando y ~ O P!! 
e 

y' ::; X .... 
y 

•. 2 2 · ' tido 2. A equaçao diferencial Y' + y = l que ao tera sen 

se tomarmos JyJ s; 1 e, nesta fa:i.xa, à equação dada correspondem duas 
equações em forma normal a saber: 

; ' = J l - y2 e 
Y' = - J l - 12 

Realmente, aos po~tcs externos à faixa JyJ ~ 1 não oorreapo~ 
de valor aJ.gum de y' enquanto aoo po:.tos internos correspondem dois va­ 
lores disti~tos de y', Neste examplo, já se começa sentir a vantagem da 
forma normal• 

quando y > 1 o, como ~o ce so anter:ior, neste semi-plano, têm-se 

equações d.i.fe~enciaie em fcrma normal correspondendo à equação dada, 

, .. , 
e 1:;.rn,:;,. 0quaçao di:"erencial que tem sentido so 

y1 
-· Jlogy 

duas 

e 
y' == - J logy 

4. 
cada para nenhum valor de 

ferencial sob forma no~mal-. 

,1~ a oquaçào d:lferenc1.a1 y •2 + 1 = O não pode ser verif! 
N 

x e Y, nao dando lugar a nenhuma equação d! 
O mesmo se dá com a equação diferencial 

y~· p 2 
e" +x :::O. 

Isto 
7
am reforçar a vantagem de lidarmos com equações eob forma normal 

pois, não só elilll:.oa:i:oa equações que não admitem solução, como temoe, pa­ 
ra cada ponto (x~y) , um só valor de y• • 

ERUAXOES DIFERENcrars DE 1~ ORD1!!!, .Q.1TERPRET.1.x1o GEOM.!:TRic.1., EXEM 
PLOS DA FÍSIC,~ E DA GEOMEl1RI~ • 

.. 
Tomando a equaçao diferencial de 1i ordem •ob forma normal c~ 

mo em (I.4)1 Y' ª f(x,y) • •eª função r eetl definida num conjunto 
D do plano (que é, em geral., um conjunto aberto ou um aberto maia sua 
fronteira), podemos dar uma ;.nterpretação geométrica bastante nat11ral ao 
problem~. 

Em cada ponto (xo ,y o),;; D ' consideramos a direção cujo coeti• 



3. 
, 

ciente angular seja o numero 

Sendo assim, a solução que procuramos - 

- a função y(x) tal que y'(x) = 
= f(x,y(x)) 

f(x ,y ). o o 

corresponderá, no nosso 

cada um de seus pontos tenha como .,, 
gente esta direção. 

O leitor, certamente, já entrou em 
tacto com problemas da Física e da 

esquema, a uma curva y = y(x) que, em 

tan- 

CO!!, 

Geo - 
metria que nos levam a equações difere!!_ 

ciais. Vejamos alguns d;les em que a equação diferencial envolvida seja 

de 1~ ordem: 

1. Se procurarmos as curvas planas 4ue gozem da seguinte pr2 
priedade: 

B 

y 

(x,y) 

y 

o X X 

"Cada ponto P da curva é ponto médio 

do segmento determinado pelos eixos co 

ordenados sÔbre a tangente à curva em 

P", chegaremos, sem dúvida, a uma equa­ 

ção diferencial. De fato, de acÔrdo 

com as notações introduzidas na figura, 

devemos ter BP= PÃ e daí teremos - - OA = 2x e OB = 2y. Mas, 

y' = tg BAx = - tg BAO = - ~ 

donde tiram~s a equaçao diferencial 

y' = - ~ que caracteriza as curvas X 
procuradas. 

Nos pontos em que x ~ O e y j O , podemos reescrever a - equaçao acima: 

:t.:... = l 
y X 

que equivale a 

ou seja, 

(log lyl)' = - (log lxl )1 

log lyl + log [x] = c" 

em que e II é uma constante real qualquer. Isto se escreve também como: 

1 og I xy 1 = c 11 

em que c' 

ou lxyl = 

é uma constante estritamente positiva1 ou ainda, 
de e é uma constante real não nula. 

as hipérboles equiláteraa. 

e li 
e = e' 

xy = e 
Isto é, as curvas procuradas 

on 
- sao 



4. 

Na realidade, a equação diferencial admite ainda a solução 

y 5 O, que nio satisfaz o problema geomttrico. Isto i frequente quando 

se examinam casos concretos: aparecem soluções que, embora satisfazendo à 
equação diferencial, são estranhas ao problema de partida. 

De passagem, observamos que, por todo ponto (x
0
,y

0
) do planq 

fora dos eixos coordenados, passa uma curva (e uma só) que responde ao .. problema, precisamente aquela de equaçao 

y ::: 
X 

Se nos referirmos às soluções da equação diferencial 

verdade ainda que incluíssemos pontos da forma 
a solução y = O 

y' = - 'l. , isto 
X 

(x0,0) pelos quais passa 

, 
e 

2, A lei da varia uantidade de uma ubstância radioatj~ 
va de meia vida/conhecida também pode ser o'btida pela resolúç~o de uma 

equação diferencial de lf ordem, De fato, seja T a meia vida da subs­ 

tância em foco (T = intervalo de tempo em que uma certa quantidade desta 

substância se reduz à metade) e seja x(t) a quantid~de de substância e­ 

xistente no instante t. Supondo que esta variação seja proporcional 

(com constante de proporcionalidade -k, onde k > O) à quantidade de 
substfuicia, podemos escrever a equação diferencial 

dx dt:::-kx. 

Pela definiç;o, temos sempre x >O, podemos entio escrever: 

~ = - k dt X ou log x = - kt + c1 

onde e' é uma constante qualquer, pu ainda: 

x(t) -kt = e e 

onde a constante c sempre positiva tem o seguinte sentido: 

e= x(O) • x0 = quantidade de matéria existente 

no instante t = o. 
Completamos o problema relacionando k 

do de T, podemos escrever 

1 -kT - = e 2 
donde 

k = log 2 
T 

e T: pelo significa- 



Em têrmos da meia vida, a solução tem a forma: 

x(t) = x e o 

t - - log 2 T 

No caso do rádio, por exemplo, em que T = 1600, tem-se 

X = X o 
-0,00043 t e 

.. 
Examinando agora a equaçao diferencial 

dx 
dt e: - kx 

, .. 
independentemente de significados fisicos e euaij soluçoes 

-kt x = e e 

em que o pode então assumir qualquer valor real, observamos que por to - 
do ponto (t ,x) passa uma e Única solução da equação diferencial, aqu~ o o 
la que corresponde à constante 

kt o c = x e o 

I.3 FAMÍLIAS DE CURVAS A UM PARÂMETRO 

Em cada um dos dois exemplos precedentes, vimos que as soluções 

de uma equação diferencial de l~ ordem eram tÔdas as curvas de uma famí. 

lia de curvas a um parâmetro. Ê natural, portanto, perguntar se: dada 
uma família de curvas dependendo de um parâmetro existirá uma equação di­ 

ferencial de l~ ordem da qual as ourv~s dadas sejam soluções? 

No caso em que esta famllia é dada pela equação 

<P(x,y,c) =O, 

o programa que temos para responder à pergunta acima é o seguinte: se fÔr 
possível entre as duas relações 

{

())(x,y,c) = O 

~'(x,y,c) + ~'(x,y,c)y' = O 
X y 

(a 1~ é a equação da família e a 2~ obtida da l~ d~rivando-se esta em re­ 

lação a x, onde se considera y como função de x ), eliminar O parâ­ 
metro e , a relação obtida 

F(x,y,y') = O 

será a equação diferencial procur~da, 
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Por exemplo, seguindo o programa acima para a família de pará­ 

bolas 
2 y = 2cx, 

devemos eliminar o parâmetro e entre .. 
as equaçoes: 

2cx 

= 2o 

donde tiramos y2 = 2xyy' ou 
, ... 

que e a_equ~çao diferencial da 
dada. 

y = 2xy' 

famÍlia 

A.nàlogamente, para a família de retas que passam pela origem, 

com exceção do eixo dos y, dada pela equação y =ex, tem-se, domes­ 
mo modo, a equação diferencial 

y = xy' ou y 1 = -;f_ 
X 

J~ para a famllia de retas paralelas A diagonal: 

y = X + C 

obtém-se~ só por derivação, sua equação diferencial y' = 1 . 

Uma outra pergunta que se responde com a resolução de equações 

diferenciais é a seguinte: dada uma fam!lia de curvas planas dependendo 

de um parâmetro, quais as suas ~raj~tÓrias ortogonais? As trajetóriasº! !"! 

togonais serão uma ae gunda famllia de curvas de tal modo que sempre que 

duas curvas, uma de cada famllia, se encontrem, elas se cortam perpendic~ 
larmente. 

Ora, sendo assim, se F(x,y,y') = O é a equação diferencial 

da famllia dada, as trajetórias ortogonais devem sati.sfazer a equação di­ 
ferencial 

1 F(x, y, - ,) =O, y 

pois, se no ponto (x,y) a curva da família dada tem tangente com coef! 

ciente angular yr , a trajetória ortogonal por êste ponto terá tangente 
perpendicula~ à primeira e, então, com coeficiente angular l 

- Y' . 
Procuremos, a tít~lo de exemplo, as trajetórias , 2 
parabolaa y = 2cx, cuja equação diferencial 

mos de ver, 

famÍl:i,a de ortogonais da 
, 
e, como acaba- 

Y' = L 
2x 
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Sendo assim, as trajetórias ortogcnais serão as soluções da equação dife­ 

rencial 

ou ainda, 

sob a forma 

1 .L yr· = 2x 

l 2 2 + X = e onde e 

ou yy' + 2x = O 

, 
e uma constante positiva. Escrevendo 

x2 - e ;é_ 
+ 2c = 1 

vemos que as trajetórias ortogonai~ são elipses. 

Io4 - MÉTODOS ELEMENTARES DE RESOLUÇÃO DE EQUAÇÕES DIFERENCIAIS DE lf OR­ 

DEM SOB FORMA NORMAL - I 

Consideremos a equação diferencial (I.4) 

y' = f(x,y) 

e vejamos alguns casos particulares para os quais existem métodos elemen­ 

tares de resolução. Por métodos ele~ta~s de resolução entendemos ar~ 

dução da resolução desta equação diferencial a quadraturas, ou seja, ao 

cálculo de integrais. 

O caso mais simples é aquêle em que a função f não1dependa 

de y, tem-se então 

y' = f(x) 

cujas soluç~es sio as primitivas de f 

(I.6) 1 y = J r(x)dx + e 1 
ou, se quisermos, expllcitamonte, a solução que em 

teremos: 

X 
0 

assuma o valor y 
0 

(I .7) 
\ 

f.,. 
y = y

0 
+ j f(a)de 

XO 

Uma equação diferencial de 1~ ordem pode aparecer sob outras 

formas, por exe~rlo: 

(Io8) X(x,y) dx + Y(x,y) dy = O 

q·~e, nos pontos onde Y(x,y) t O, toma a forma normal 

y' = - !,_(2SJ.tl 
Y(x,y) 

1 
( 
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· t X e Y seJ·am funç3es continuas em D Supomos para is o que 

(aberto do plano, eventualmente, mais sua fronteira). 

Sob a forma (I.8) o tratamento das variáveis x e y é mais 

simétrico pois, nos pontos em que X~ O, podemos considerar y como v! 

riável independente e x como função de y, pondo 

dx __ Y(x,y) 
dy - X(x,y) 

, 
Uma outra forma e a 

(1.9) dx dy 
A(x,y) = B(x,y) 

que, posta sob forma normal tendo x como variável independente, fica 

B(x,y) 
y' = A(x;y) 

.. 
çoes. 

I.4.1 

Neste parágrafo veremos dois casos de resolução destas 
Voltaremos a isto em outras condições • 

VARIÁVEIS SEPARADAS (OU SEPARÁVEIS): 

equa- 

riáveis separadas (ou separáveis) se a funçio f(x,y) se apresenta como 

o produto de uma função de x por uma função de y. Resolvamos, então 
a equação diferencial 

.. 
uma equaçao diz-se de V! 

(I.10) y' = f(x) g(y). 

Admitindo passiveis, executamos as seguintes passagens: 

--&.- = f(x) dx g(y) 

donde 

(I.ll) J g(~ = J f(x) dx + e 

onde e é uma constante real qualquer. 

Dando nomes às primitivas, podemos escrever (I.11) como: 
(I.12) G(y) = F(x) + e 

Vejamos agora onde é válido o que se fêz. t preciso con
5
iderar 

x e Y em intervalos nos quais se tenham, respectivamente, f e g e'!!_ 

tínua
5 

e g(y) ~O. Mas a equaçã.o está também def:inida ainda que g se 

anul,~ • Seja, então y O um vo.lor que anule g , isto é, tal que g(y ) ::; o, 
o 
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nestas condições, a função constante 

da, pois temos y' = O que satisfaz 
Geometricamente, quando g(y) =·O, o 

y ~ y ~ uma solução da equação da . o 
a equação (I.10) para qualquer x. 
a reta y = y é solução da equaçãQ o 

A equação diferencial y' = xy pode ser resolvida dêste modo, 

obtendo-se, quando y ~O, 

~=X dx y ou f ~ = J xdx + e 11 

ou ainda 
log lyl 1 2 

= 2 X + e" 

donde 
2 

X 

lyl e' 2 
:;: e 2 

X 

e, > o finalmente, 2 onde e -/- O com e, y = e e , . 
Pelo que vimos acima, podemos incluir o valor e= O, 

g(O) = O e a reta y = O também é uma solução. 

Tamb;m aqui observamos que por todo ponto (x0,y0) do plano 
passa uma, e uma só, curva solução da equação. Será, precisamente, aque­ 

la correspondente ao valor 

c = y e o o 

da constante e • 
.. 

Tomemos, agora, a equaçao y' = J l - y2 que surgiu no 

pois 

exem- 

plo 2 do § r.1. Esta equação só está definida nos pontos da faixa 

lyl < 1 é de variáveis separadas. Temos então l - y 2 -1- o - e que, para ' 
f 

di = J dx + d;! = dx ou h e 

J1 2 2 
- y - y 

ou are sen y = x + e 

Dada a constante e , 

que, na forma explícita nos dá y = sen (x + e). 
H I , .,. N 

esta funçao so sera soluçao da equaçao nos interva- 
los em que y' ~ O e, portanto, nos intervalos 

(2k - !)n < x +e_< (2k + !)n 2 - 2 

Oe arcos pontilhados, ~escritos pelas mesmas funções nos inter - valos que eliminamos, são as soluções da equação diferencial 

y' = - J 1 - y2 
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y 

.. 
' 

' ' 1 
1 

~~r1/ 
TC X 

', 

- 2 

Temos ainda as soluções y = 1 ~ 
e y = - 1 que aao as retas 

nas quais 

= o • 
Observa-se, então, um fato diferente dos precedentes: embora 

nos pontos internos à faixa lyl < 1, tenhamos uma e Única curva solução 

(se consideramos somente as curvas soluções da equação 

y 1 = J 1 - y2 
desenhadas com linha cheia na figura), pelos pontos das retas y = zl 

::_::ussam sempre duas soluções. Além disso, se quisermos que a cada ponto 

(x0,y0) do interior da faixa corresponda um Único valor de c, devemos 

restringir a constante a um intervalo O ,S c < 2TC • 

Já temos agora exemplos suficientes para ilustrar a definição 

de solução geral de uma equação diferencial de 1~ ordem sob forma normal. 

Dada a equação diferencial y' = f(x,y) , onde f é definida no aberto 

D (eventualmente mais a fronteira, o que ficará sub-entendido daqui por 

diante), uma família de curvas y = y(x,c) , dependendo de um parâmetro 

c, diz-se solução g~ral da equação (I,4) quando, e só quando, goza das 
seguintes propriedades: 

SG 1. a curva da famllia correspondente ao valor e do pa•:­ 
metro é solução da equação (I.4) , para todo e ; 

SG 2. por todo ponto de D 
mÍ.lia. 

• passa uma, e uma so, curva da fa- 

e ' 

Esta Última condição é equivalente à seguinte: 

SG 21• é possível resolver a equàção da famllia em relação 
obtendo-se c = c(x,y) • 

a 
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De fato, se vale SG 2 a função c (x, y) é aquela que a:. pv..:~­ 

to (x,y)~ D faz corresponder o valor e relativo i curva da 

que passa por (x~y). Re6iprocamente1 se SG 2' est~ satisfeita, 

um ponto (x ,Y ) f D , consideramos a curva da família correspondente ao 
o o 

do parâmetro dado por 
(x01y0) satisfazendo 

dado 

valor o o 
lo ponto 

c = c(x ,Y) o o o 
SG 2. 

fe.m:L:ii;. 

e esta curva passari pe- 

Uma equaçio dlterencial pode admitir soluçSes excepcionais que 
não estejam incluldas na solução geral como foi visto no caso da equação 

y' = }1 - y2 
em que, além da solução geral y - sen (x + e) , com O< c < 2n, apa­ 

reciam as soluções y = 1 e y - - 1 . 

I.4,2 EQUAÇÕES HOMOGÊNEAS: 
( . . 

Y' - f(x,y) diz-se homogênea se TI 

- uma equaçao diferencial do tipo (I.4) 

f(Âx,),y) = f(x,y) , para todo Ã> O • 

são exemplos 

y' - h (I) - aliás, na 
X 

tipo, pois se fizermos 

de equaç3es homogêneas as equaç~es da forma: 
realidade, t6das as equaç~es homog;neas sio d;ste 
'\ .. - _1 t 11 , e remos 

X 

f(x,y) e f(l I l):::. h (l) 
X X 

.. 
Ou ainda, equaçoes da forma 

M(x,;y) 
y' = N(x,y5 ou M(x,y)dx - N(x,y)dy = O 

em que M e N sejam funçÕe~ homogêneas de mesmo grau. Lembramos que 

uma função M diz-se homogênea de grau r 

nha: 

Ae para todo Â > o se te- 

M(~x,Ãy) .:: '/ M(x,y) • 

Para resolução, consideremos~~ eq~a1;es ho~oi;~eas sob a for- 

ma 

(I.13) 

onde supomos que h 
I 

Y' = h ci) 
X 

seja uma função contínua no intervalo a< l < b 
X 

(podendo ser a reta tÔda), o que no pl! 

y:;;ax 

correspondente 
. . .. 

no a regiao D interna ,. 
ao angulo formado pelas retas y == ax e 
y :::r bx . Façamos a transformação devo 
riáveis 

.... 
de (x,y) para (x1z) em que t 

z = l 
X 

ou y:; zx 
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(I.14) 

Como y' = z'x + z, a equaçao (I.13) se reduzirá à forma 

Z I X -i• Z = h ( Z ) 

que é de variáveis separáveis, pois podemos reéscrevê-la como: 

z t x = h(z) - z 

dz dx 
h(zf--:--;; = X 

com a ressalva, já feita em I.4.1, dos pontos 

g(z) = h(z) - z = O o o o 

ou 

z tais que o 

H f ~ t Entao, excluidos estes pontos, eremos: 

f h(z)d~ z = log [x l + e 

ou H(z) = log l x] + c ou ainda 

(I.16) H( l) = log [x ] + c 
X 

notações introduzidas, 
, 

integral da .. que, segundo as e uma equaçao dada. 

De acÔrdo com o que vimos em 

g(z ) = h(z) - z =O, isto é, tal que o o o 
solução da equação (I.15) 

" e tal que 

I.4.1, 

h(z) 
o 

se z o é tal que, 

, 
ou, o que e o mesmo, se o ponto 

= z , então, o z = z o 
(x ,Y )f.D o o 

, 
e 

y yo 
h (-2) = X X o o 

então origem Y.. yo ,. 
solução da .. a reta pela = e equaçao (I.13). X X o 

Vejamos alguns exemplos de equações homogêneas e sua resolução: 

L, 
H 

çao o conjunto 

nea. Podemos, 

A equação y' + X..:!:,Y = o 
X+ 2y 

D = plano menos a reta 

então, 

y_ 
X 

X + y 
X+ 2y 

, que tem como campo de defin! 
X+ 2y 

' excluidos os pontos para os quais 
=O, é uma equação homogi 

usar a transformaçio y = zx , obtendo 

z'x + 1 + 2z + 2z
2 = 

1 + 2z O 
ou 

1 + 2z d -,----~;...- dz + -!. = O 
1 + 2z + 2z2 x 
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cuja solução será: 

1 1 2 
2 log 1 + 2z + 2z 1 + log lxl = e' 

ou (1 + 2z + 2z
2
)x

2 = e 

zendo a substituição inversa z = Y.. X 

onde e > O e fa- 

tem-se: 

2 2 2y2 x + xy + = e (e> O) .. 
, .., 

que e a integral geral da equaçao dada. 

V.oltando para-verifi.car os pontos em que h(.l) = ~ verifi- 

y)2 2 X X 

isto 
, 

dá quando (x o verifica 
~ 

c emce que 60 se + + y ;::; o que se ao- 

mente na origem que já excl\.d.mos de D . Então, por todo ponto de D 
, 

das dadas integral geral. passa uma e uma 60 curvas na 

2. 
.., 

A equaçao x dy + (x J~ - 1 - y)dx = O 
, ... 
e uma equaçao 

homog;nea, pois as funções 

X e X j~ - l - y 

são homogêneas de 1Ç grau. Esta equação está definida sempre que 

~ - l > O ou seja no semiplano D dos ppntos, tais que y ~ x. Os 

pontos excepcionaís para os quais 

Y.. = h(l) 
X X 

são aquêles para os quais 

Y.. + JY.. - l X X 
Y.. = o 
X 

ou seja, são os pontos da reta y ~ x. Esta é, então, uma solução da e­ 

quação dada e que pode não estar enquadrada na integral geral, que obter! 

mos a seguir. 

Sendo yt= zx, teremos 

de ser escrita como: 

dy = xdz + zdx , donde a equação P2 

ou 

2 xzdx + [x J z - 1 - zx}dx o X dz + = 

dz dx o + - :::; 
Jz - 1 

X 

ou 

isto é, 

2 ~~ + log [x ] = e 

2 J ~ - 1 + log [x ] = e 

, ~ 
que e a integral geral da equaçao ~ada. 



Aqui também temos, por todo ponto interior a D uma e ~3ica - 
solução da equação. 

As soluções das equações homogêneas admitem uma ~acterizaçã~ 
geométrica que passamos a estudar. 

De fato, sendo 

ção diferencial homogênea 
H (X)= log lxl + e 

X a integral geral da equ~ 

y' = h(~) , tomemos uma curva correspo~ 

dente ao valor e da constante. Con o 
sideremos a curva homotética a esta em 

relação à origem e de razão Â t O, eE 

tão esta segunda curva terá equação 

',\ 
H <--X.) = log 1 '). x 1 + e ' I\ X O 

ou seja, 

H(~) = log lxl + (c
0 

+ log l~I) 

que; uma outra soluç~o da equaçio, cor 

parâmetro. Reclprocamente, pelas mesmas expressões, vê-se que duas solu­ 

ções quaisquer destas equações são homotéticas uma da outra em relação à 
origem. 

respondente ao valor c + log lÃl o dê:> 

Vejamos que esta é uma característica das soluções de 

çÕes homogéneas verificando que é verdadeiro o seguinte fato, recíproco - 

do anterior: dado um ângulo com vértice na orig(~m e, neste ângulo, uma f~; 

milia de curvas diferenciáveis, homotéticas entre si em relação à origem 

de tal modo que uma semireta pela origem; <.-c::::.tida neste ângulo, encontre 

cada uma das curvas da família num só ponto, então a equação diferencial , .., ... 
destas curvas e uma equaçao homogenea. 

equa- 

De fato, sendo as curvas homotéticas: nos pontos de uma reta 
I pela origem, tÔdas as curvas da familia 

teria tangentes paralelas, isto~, o 

coeficiente angular y' no ponto (x,y) 

depende da reta a quo êle pertence e , 

portanto, depende da razão ~ , isto 
X 4' 

e, 

Y' = h(.l) 
X . . " .. 

isto e, a equaçao diferencial das cur- 
vas é homogêne a. 
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EXERCÍCIO O leitor pode verificar como exerclcio que a reso 

lução de uma equação diferendial do tipo: 

Y, = f( ax + by + e ) 
a'x + b1y + c' 

em que a 

a' 

em que r e 

b /. o pode reduzir 
. 

' se a 
b' nea nas variáveis 

~· 
ç ao t 

X = X + r 

y = y + s 

- soluções do sistema s sao 

resolução duma equação homogê­ 

(X,Y) dadas pelas transforma 

{ 
ar + b s + e = O 

a'r + b1s + c1 = O 

Io5 ENUNCIADO DE UM TEOREMA DE EXISTÊNCIA E UNICIDADE 

Interrompamos aqui a exposição de métodos de resolução da equ! 

ção y' = f(x,y) para estudar o problema de existência de soluções. 

Nos exemplos que temos visto, com algumas exceções, vimos que 

por todo ponto de D passava uma e uma Única solução. Concluímos isto 1 

no entanto, diante de t3das as soluções da equação. 

Exist~m, porém, alguns teoremas que, em determinados casos, g~ 

rantem a :er~:t:b a existência e a unicidade de soluções. Em capítulos vi!! 

doures, daremos alguns dêstes enunciados com demonstrações. Como ilustra 

çao apenas, vejamos agora, um dêstes teoremas 

embora perdendo um pouco em sua generalidade: 

numa forma bem simples 

TE9~~IA DE EXISTÊNCIA E UNICIDADE I:l Se a função f, defini­ 

d~_num co~iun~,2 P., fÔr _ _deri_y~y&_~E!.,._~~la~~o a ~, com derivada contí­ 

~, entã_~, .E.2!....i<?.E.-.9 }?Onto d~ D , Eassa uma. e.~ sq, solução da ª9..'!lél 
5...ão dif e_:r:_encia!_ y 1 ::: f (x, y) • 

Voltando a analisar os exemplos vistos, verifica-se, por exem- .. 
plo, que a equaçao 

J 2' 
y' = 1 - y 

apresenta unicidade de solução nos pontos em que lyl < 1 embora não a­ 

presente nos peritos em que y::: ± 1 • 

De fato, 
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f' = y 

só é contínua nos pontos internos da faixa. 

- - Em geral, nos pontos de D em qµe nao sao satisfeitas as con- 
dições acima, não podemos afirmar nem que exista solução, ainda menos que . , . 
seJa unioa. 

I.6 SISTEMAS RE EQUAÇÕES DIFERENCIAIS: DEFINIÇÕES E NOTAÇÕES 

Além das equações diferenciais, podemos ainda considerar sist~ 

mas de equações diferenciais. Um &~tema de equações diferenciais de l~ 
ordem na vari&vel independente x e nas 

seria o seguinte: 
n . , . 

variaveis dependentes 

(I.17) 

F1(x,y1,,,.,yn,Yl1•••1Y~) = O 

F2(x,y1, •.• ,yn,Y{,••·,Y~) = O 

••••••••••••••••••••••••••••• 

F ( X , Yl , • • • , Y , Y ~ , • • • 1 y 1 ) = O n n + n 

onde as funções F
1

, F
2

, •••, 

~n+l. Como acontecia com as 

não ter sentido, desde que 
satisfaçam idênticamente • 

F devem estar definidas num conJ·unto n . 
~ ~ 

equaçoes diferenciais, este sistema 
não haja funções y

1
(x), •• ,, y (x) 

. n 

do 

pOdA 

que e. 

.., 
Como nas equaçoes diferenciais. podP.mos considerar sistemas na 

forma normal: 

(I,18) 

y' l 

y' 2 

= fl(x,y1,•••,Yn) 

= f2(x,y1,•·•,Yn) 

....... ' . 
y' = f (x,y1, .•. ,y) n n n 

e também agora, em certos casos é possível passar d~ um ~iRt.em~ n~ for~ 
(I.17) para a forma (I.18). 

Se considerarmos a notação vetor~, podemos fazer uma analo­ 
gia formal entre os sistemas de equações diferenciais de 1~ ordem e uma .. 
equaçao diferencial de l~ ordem. Esta notação torna-se ainda mais valio­ 

sa quando virmos que a analogia vai além da !orma, incluindo resultados - 
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- como o teorema de existência e un:i~idad-e - e mad.s ainda suas demonstr 

çÕes - com uma simples tradução. 

Passamos, então, a usar as seguintes notaç-õe..s .:. 

Y1 yl(x) 

~ Y2 
Y (x) ~ 2 

y ::: y(x) = ~ 
• • 

Yn yn(x)/ 

(I.19) 

í(x,y) = 

... 
y'(x) = 

fl (x,Y11P· •. ,yn) 

f2(x,yl, •. • ,yn) 

• 

f ( X ' Y1 1 • • • 1 y ) n n 

(I.20) 
':;;1 ~ ..... y = f (x,y) 

y, (x) 
n 

de acÔrdo com a qual o sistema (I,18) toma a forma: 

Note-se a -semelhança entre o sistema (I.20) 

ferenoial (I.4). 

.. 
e a e quaç ac 

t de se esperar, então, que dados X o e o vetor 

o 
Y1 
o 

-+o 
Y2 

y = • • • 
o 

Yn 

existe uma, e Única, função vetorial t(x) - isto é, a função 
y
1
(x),.· •• ,yn(x) que seja solução da equação (I.20) e tal que 

y(x) = 1º o 

, 
isto e, 

Y (x ) = Ynº n o 
, . ,.._ , ~ 

Veremos que isto se d& =~t eonrl1~oes aneloia~ 29 do teorema 

enunciado no Último parágrafo. 

A importância do estudo de uma equação diferencial como 

(I.20) é acrescida com o fato de que qualquer equação diferejcjBl 4, or­ 
dem n pode ser posta sob esta forma. 
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~ De fato, vejamos que, com a introdução de novas variáveis, to- 
da equação diferencial de ordem n 

de n equações de 1~ ordem do tipo 

zermos a transformação 

(I.l) pode ser reduzida a um sistema 

(I.17): de fato, se em (I.l) fi- 

(I.21) Y1 =· y ,. = y 1 , y 3 = y ,, 1 ••• ' (n-1) - y 

teremos 

(I.22) r 
yl - Y2 = O 

Y2. - y3 = O 
............... 

que é um sistema de n equações diferenciais. de 1~. ordem. Mais ainda, se 

a equação diferencial de ordem n estiver em forma normal (I.2), a tran~ 
formação (I.21) nos levará ao sistema: 

(I.23) 

y' = 1 
Y' = 2 ................ 
Y~-1 = Yn 
y~ = f(x,y1,Y2,•••,Yn) 

que é um sistema em forma normal do tipo (I.18) podendo, então, com o uso 
da notação vetorial, ser escrito como em (I.20). 

Para a equação (I.2) o teorema visto deve garantir a existên- 
eia e unicidade de uma solução y(x) desde que sejam dados 
tor ~y i· sto e', t h i d suas componen es que c amaremos aqu e 
- e se exija que: 

e um ve­ 

b , ••• ,b l o n- 

isto é, no ponto 

também de suas 
X o 

n-1 
aevemos determinar nao 

primeiras derivadas. 

y(n-l)(x) = b 1 
o n- 

só o valor da função e om« 

ordem m: 
Podem ainda aparecer sistemas de n equações diferenciais de 

(I.24) 

na variável independente 
i=l,2, ••• ,n 

X e nas variáveis dependentes Y
1
,.,.,yn. 
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Tal sistema diz-se em forma normal se estiver resolvido em re­ 

lação às derivadas de ordem m, isto é: 

(I.25) ( , , (m-1) (m-1) 
= f. x,y1, ••. ,y ,Y1,•••,Y , ••• ,yl , ••. ,y 

1 n n n 

i=l, 2, ••• , n 

Também êstes sistemas podem ser reduzidos a sistemas de 

çÕes diferenciais de 1~ ordem, 

equa- 

Vejamos um exemplo de sistemas do tipo (I,25) de três equações 

de 2~ ordem, que aparece na Dinâmica: se 

i(t) e: ( ;~:~) 

z(t) 

é o vetor posição no instante t de um ponto material de massa m e se 

Fx, Fy e Fz são as componentes de F (campo de fÔrças), tem-se, em fo~ 

ma vetorial: 

(I.26) 

qu~ equivale a um sistema de três equações de 2~ ordem: 

(I,27) m 
d2:y 

= F 
dt2 

y 

d2z F m 
dt2 

= z 

e êste, por sua vez, reduz-se a um sistema de 6 equações de l~ ordem, 

troduzindo-se as v~riáveis: 

in - 

o sistema seria o seguinte: 

• xl = x2 
• F mx2 = X 

• 
(I.28) Y1 = Y2 

o F m.y2 = y 
• zl = z2 

• F mz2 = z 
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e temos então o segui.n te resultado: sob as condições do teorema de exis- 
.. tência e unicidade, fixados o instante t

0
, a equaçao no instante 

t : (x ,Y ,z) e a velocidade nesse instante: (x, y, ! ) teremos o ºº o o o o 
uma Única função r(t) que satisfaça a equação (I.26). 

I.7 EXERCÍCIOS 

1. Mostrar que .. 
equaçao 

X 2. 
y = c e + x + 2.x + 2 

Y' = Y - x2 

2. Mostrar que 

çÕes da equação diferencial 

1 -x y = 2 e 

é uma solução da 

y = 8 
y Ili - y' = o 

- sao solu- 

• 
Mostrar que 

diferencial 

4. Mostrar que 

y 11 + 4y = o • 

1 2 
X=~ (2t + 6t + 7) 

~ - 3x + 2x = t2 • 

y = A sen (2x + B) 

- satisfaz a equaçao 

, 
e uma solução de 

.. 

5. Resolver seguintes - diferenciais: 
as equaçoes 

a) y' = -..?EL 
X •• 1 

2 
b) X +y 

dx + 'l. dy = o e 
X 

e) X y Y' = (x + l)(y + 1) 

6. Idem: 

2 2 
a) X •'• y Y' = - 2 2 X 

b) Y' X + l = 
X - y 

e) Y' - Y. = ~ X 2 
X 

79 Determinar a equação diferencial de tÔdaa as ci~cunferên­ 

cias do plano, que passam pelos pontos (l,O) e (-1,0). 

8. Determinar as trajetórias ortogonais das seguintes famí­ 
lias de curvas, fazendo um esbÔço gráfico: 

a) x2 - y2 = e 
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b) 2 2 c.~, + y ::; l 

c) 3x + 2y == e 

.... 
9. Dada a e q uaç ao y 17 == y y 1 , reduzi-la a um aia tema de 

- de 1ª. d equaçoes orem. 

10. Sendo p um ponto duma curva, na figura, 

y 

•. 
te a curva em P e PN 

a PT. 

, 
PT e a tangen- 

perpendicular 

') / 'T X 

\\,.: (x: y) 

y '\ 

N X 

, 
O segmento PT e chamado segmento da 

tan.g,~!_~te à curva em P, sua projeção 

TM, sÔbre o eixo dos x, é chamada 

E,~2}.~g~_!);!,e; o segmento PN diz-se ~ 

,m~ t.0 _ _2,_~.E_orma'.!:_ à curva eri P e sua 

pr-oj e ç ão MN , sÔbre o eixo dos x 

a ~122:.2~!1:l~l· Sendo assim, determinar 

as cu~vas tais que, em cada ponto, 

suJnormal tenha o valor constante a. 

, 
e 

a 

I. 8 Mt:TODOS ELEMENTARES DE RiSOLUCÃO DE E~UAÇÕES DIFfüt_ENCIAIS DE l '! 
ORDEM SOB FORMA NORMAL - II -·---····---··-·.---·-·-···'·----- 

EQUAÇÃO LINEAR DE l~· ORDEM: 

1~ ordem é uma equação do tipo 

(I.29) y' + p(x)y = q(x) 

que é da forma (Io4) com f(x,y) = - p(x)y + q(x) . 

Suponhamos que as funções p e q sejam continuas num inter­ 

valo ]a,b( de extremidades finitas ou nio. Como, para a equaç;o (I,29), 

tem-se f' ~ - p(x) que é contínua na faixa a< x < b e y qualquer, y 
pelo teorema de exist;~cia e unicidade enun~iado no§ I.5, conclui-se 

que por todo pon~o desta faixa passa·uma, e uma sb, soluçio da equaçio li 

near. 
Vejamos três modos qe àeten . .:.Jna-i:- tais sol uçÕes: 

~. Multiplicando a equaçio dada pela funçio 

Jp(x)dx 
e 

N 

uma equaçao diferencial linear de 

que nunca se anula, teremos: 
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rp(x)dx jp(x)dx 
y' e + p(x)y e = q(x) 

que pode ser escrita como 

J p{x)dx 
e 

d - dx 
então 

Jp(x)dx 
e 

donde a solução da 

(I.30) 

Jp(x)dx j' 
y e = q(x) 

equação: 

y • e - jp(x)dx [ jq(x) 

(I.31) 

Jp(x)dx 
e dx + c 

jp(x)dx 
e dx + 

Estas soluções têm, portanto, a seguinte forma: 

y = e A(x) + B(x) 

e l . 
-jp(x)dx 

A função A(x) = e nunca se anula, então se quisermos 
determinar qual a curva d~ (r.30) que passa pelo ponto (x

0
,y
0

) 

a< x0 < b, basta considerar aquela para a qual a constante e tenha o 
valor o dado por a 

Yo - B(xo) 
co = A(x) 

o 

que está bem determinado, pois A(x0) j O, • expressão (I.3) dá-nos en­ 

tão a solução geral da equa.ção (I.29). A solução geral eob a forma de 

gauchl - explicitamente em têrmos das condições iniciaie: y(x
0

) = y
0 

, 
~ sera a seguinte, como se pode verificar, sem dificuldade: 

(I.32) y = e 

-1?' p(t}dt 
XO 

rx 
1 
i q( t) 
J 
X o 

rt J q(s)ds 
Xo 

e dt 

Como exemplo, vejamos a resolução da equação dife~encial 

4 xy' + ~y - X = 0 

q~e assume a forma de equação linear quando se escreve: 

y, + l y ;: x-? 
X 

A região a ser considerada deve excluir x =o, sendo então o 
plano menos o eixo dos y. 



Aplicando a fórmula (I.30) em que 

tém~se~ como solução geral da equaçao dada: 

4 
X _C 

y = b + 2 
X 

2 p(x) = 
X 

e q(x) = x3, ob 

B. O segundo método para resolução de (I.29) explora as pro- 
priedades de linearidade desta equação. Façamos algumas considerações em 

tôrno disto. Em primeiro lugar, vejamos uma justificação para a denomin~ 
çio que se deu à equação (r.29). De fato, se considerarmos o funcional F 

que a tÔda função 

responder a função 

(I~33) 

y 
F (y] definida como: 

F [y] = y' + p(x)y 

vemos que êste funcional é linear, isto é: 

e F[cy] = e F[y] 

contínua e derivável no intervalo 

em que e é uma constante. 

] a, b [ 

Uma solução da. equação (I.29) será, então, uma função 

que F[y] = q(x) • 

faz 

y 

cor- 

tal 

Como F 
, 

linear, podemos estabelecer analogia e uma com as e- 
- lineares da álgebra tentar aqui ~ faz lá, quaçoes e mesmo que se resolve~ .. ,. 

F [y] o do, inicialmente, a equaçao homogenea = . 
to que faremos. Anteq, porém, façamos uma observação: aso­ 

lução geral da equação (I,29) pode ser obtida como soma da solução geral 

da equação homogênea F[y) =O, com uma solução particular da equação da 

da. 

Comecemos, então, pela equaçao linear homogênea 

y' + p(x)y = O 

que é uma equação de variáveis separáveis e cuja solução geral pode ser 

encontrada como foi visto em I.4.1. 

·Escreve-se: 

donde 

ou 

& = - p(x)dx 
y 

lo g I y 1 = - j p ( x) dx + c ' 

-fp(x)dx 
jyj = e e e> O 

ou 
-fp(x)dx 

J 
y = c e e /. O . 

b 
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Como g(y) ;:; y ,. 

crever, como soluçio geral da 

(I.35) 

, , - a ~eta y ~ O e tamh~m soluçao e 

equ~ção linear homo5êne~ (I.34): 

- Jp(x)dx 

podemos e,! 

(I.36) 

e constante real qualquer. 

Neste ponto, se fÔr conhecida uma solução particular y 4a 
equação dada (I.29), a •alução geral será y • y , onde y é dado em 

(I.35). Caso contr~rio, usaremos P processo da yar~a9ão,4as co~stante~ 
para dete~minar a solução geral procurada. tste processo consiete no se­ 
i;u~nte: em (r.35), admUamqs que e seja uma função c(x) e procuromoa 
as soluções de (I.29) dent~e ae funções d~ forma: 

-Jp(x)dx 
y ::; e (x) e 

mos ter; Do fato, para que uma tal função seja solução de (I,29), devi 

-Jp(x)dx -Jp{x)dx -Jp(xldx 
c•(x) e - c(x)p(x) e + p(x)c(x) e • q(x) 

ou: e 1 (x) = q(x) 
b,< x)dx 

e 

r Jp(x)dx o(x) e; j CJ,b:) e + e , 
donqe: 

que, substituída em (I.)6), reproduz a fórmula (I.30) da solução geral de (I.-29), 

' ... 

Usando as notaçbes de (I,31), podemos ver co~o são estas cur~ 

vaG, 1;teomêtricamente. As soluções 
P I > ; w 

da equação homogênea (I.34) serão 
as curvas y = e A(x) • 

Rec{procamente, dada uma função 

J.(x) derivável em J a, b ( e que 

------ 
' ... .... 
' 

' -- - ~----r----- ... 
' ..... / 

nunca se apule, as curva~ 

Y = e A(x) 
~erão &aluções de uma equação dife­ 
reqcial linear homogênea de 1~ or­ 
dem, De fato, seguindo o que se 

viu no§ I.3 ij equação qiferencial 
da fam!li~ de curvas y ~ e A(~) , 

obtida pe.'.j.a ~liin;l.nação <lo parâmetrq 
e eqt~e a~ equag3es: 



y ::= ç A(x) e y1 = e A'(x) 

então 
e y'-~y;;Q 

, 
e a equaçio da fam!lia, 

qu~ é uma equaç&b diferencial de l~ ordem li~ear homog;nea. 

As soluç3~s da equaç;o linear cam 29 membro (1.29), sio obti- 
das das anteriores y = e A~x) t somando a cada uma delas a f~nç;o 

;B(x) • 
?amb~m aqui, dadas as funçaeij A(x) e B(x) deriviveie 

]a,b( de modo que A(x) nunca se ~nule, ~ família de cu~vas 

y;; o A(x) + B(x) 

em 

tem como equaç;o diferencial a equaçao 

A'(x) A'(x) B() r) s' - A(~) y = - A(x) x + B'~x 

que é uma equação diferencial linear de 1~ ordem. 

Deve-se ainda observar que, em caqa um dos casos acima, dad~a 

x
0

; a< ~o~ b e y
0 

qualquer, existe sempre uma cu~va da famllia que 

passa pelo popto c~º,yº) e esta c~rva é ~nioa. 

e. o terceiro método p~ra re~olu~ão da ~q~~~ão (l,29), c~~sis - 
te em fazermos a introdução de duas va~iâveis dep~nde~t~a u e v tom~n 

""' 
do y oomo seu produto; 

(l,37) 

ou 

y ;::: uv 
.. (I.29) 

~ E.ntão; A equaçao fioí:trç), 

uv' + 'Lt 'v + p(x) uv ;:; q(x) 

uv' + V (u, + p(x)u) ::: q(x) 

- e esta pode ser decomposta em du~s equaçoes diferenciaia, a saber: 

u, + p(x) u = O 

e 
uv' .. q(x) , 

o~de em (I.39) u é uma solução particular não nµla de (I.38). Aa equu­ 

çÕes (I,38) e (r.39) são ambas de var~áveis separ;vei~. 4 equação (l,38) 
é a moama (I.34) e podemos tomar em (I.35) a solução correepQpd~nte a 

ç e; J, ; 

cr. 40) 
n 

~Jp(x)q~ 
u ::; ~ 
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Substitujndo esta em (Ic39) temos: 

Jp(x)dx 
v' -· q(x) e 

riaade 

( I. 41) l' r p(x) dx 
v =. q(x) e + e 

A soluç5o ser& obtida levando~se (I.40) e (I.41) em y = uv e 
teremos, novamente (I.30), 

v o , se 

O 1 ·t ode verificar diretamente, que nada se obt~m de e i, C.~ p 

considernrmos uma o u t r-a solução rwr·ticulHr de (I. 38) ao invéo 
quela escolhida (I.40). 

I, 8. 2 
tipo 

2m que 

Elc{,VAÇÃO DE BEHNOULLI -··-· --- ,····---,_.,. .. _,,,..,, ,... __ I' N 

e a equaçao diferencial de 11 ordem, do 

y1 + p(x) y = q(x) /X cx/011 
ex & um n~mero real qualquer, n&o nos interessando os casos 

q~c a= O (a equaç~o seri.a linear) ou ex= 1 (a equaç~o seria 
hc·1ogêne a), 

" na- 

da ... 

em 

linoar 

Vamos J:'.-ic:;oJ.ver o a t a equaçao, reduzindo-a a uma equaçao linear. 

A.·.é';es disso porcim, suponhamos, como em I.8.1, as funções p 

e q con~1nuas no intervalo ]a,b[ e determinemos o campo de definiçio 
" ( l·>) d a equaçao I. L_ • 

O'. 
y temos que di s tinguir c e i-t os casos: 

Como estamos considerando s;mente valores reais 
de 

l? , 
inteiro > 2 ex 

está definido 
se O'. e um y 

para qualquer ,. 
D de definiçao da H , 

faixa do (corno 

y e o donnnio 
equaçao sera a plano na equaçao linear)~ a < X < b ' y qualquer; 

e y t O 
2? se ex ; um inteiro< O: o domínio D ser, a< x < b 

39 so {X> o 
para y 2 O, logo D . 

sera dado por: 

se O'. < o 
y > o • 

.. 
e um real nao inteiro: 

;; um real não inteiro: 

ycx só estará definido 

y 2: o 
então D , 

sera dado por 

.. Vo j arn 'G i ag or a 9 o probloma da oxist encia e unicidude de aolu- 
Ç OeS, ªPlicando~ equaç~o (Io42) o teorema do§ I.5, em que 

f(x,y) = - p(x) y + q(x) ya. 



logo, 

tais que 
.A função ·f' y 
a < x < 'Q e 

estarl definida e ser~ contlnua no~ pontos (x.y) 
ex-1 y e~teja defin~da. 

No 19, 22 e 49 casos vistos aoima esta derivada estl definida 

e é contínua em todos os pontos da campo de definição. No 39 oaao, po- 
, 1. rem, e preciso fazer uma re~s~lva: s• ex> l a derivada & continua tam- 
, 

bem em todos os pontoa de :P ~ mas se O<~ ( l, tiJUOli3 que ftXClu:J.r de 

D os pontos para Qa q_uais y:;:: O para poder apiicar o teorema de exia- 

tênQia e unicidade. 

Par-a r~so:ivei- a equação (I.42), to~em9~ como nova v~r;ável clf:, .. 

pendente a função ~ ~ y l~cx • Teremos. então, y" ~ yex ~, oomo 

~· ~ (i - ex) y-cx y' 

y' ;:: 1 z' ex 
;L - ex. ~ 

Sub~tituind.o ~a 
~ o,rig:t.nal ( i. 42); equc;t~ao 

1 z a /X + p(x) ex 
e; q(x) ex 

1 - 
z y y 

ex 

que admite a so:;t.1,lçáo 
Supo~do, entio, y ~ O 

y ~· O ~emp~~ que esta o~rva estiver po domínio 

a equaQão se e~creverá. 

D. 

(I.43) 

~XEMPLOS; 
1 1 14 4 

1. Resolv~r a equaçao diferencial y' - y; (l + x) ya . 

N~ste caso, a~ 2 e as funções p(x) = -l q(x) = l + x 
estão definidas e são cont!nuaa em tôàa a reta. Logo Q dominio de defini 

çio da equaçlo dada; todo o plaQo e o teorema de existincia a unicidade 

ee a~lio~ a qu~lquer ponto (x0,y0)• 

façamoe 
l.ogo, 2 y' ;;: ~ z' y 

... 1 e portanto; y ~ z y2 z' = ::.. z :;; i ' 1 - 
2 2 y2 

2 
entao: z' y - z y e; (1 + ~) y 

adnii.te soluções da 
.. 

diferencial y i.; o 1 
as equaçao que, al~m da solu9âo 

l1~ear: ~ i' - z = l + ~ 
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ou 

- uv1 
- v{u1 + u) ~ l + x 

Uma soluçao partic~lar de u: + u = O ., 
e -..x u = e 

... •.X Resta ainda resolver a equaçao - e v' = l + x ou 
v

1 
= - ex(l + x) donde V= - x ex+ e. 

Fazendo as substituiç;es, obtemoe as soluções da equaçio dada: 

y = o e y ::; l 
-x e e - x 

y 

2, Quais as curvas do plano tais que, em c~da ponto P, a 

tangente à curva corta o eixo dos 

y num ponto de ordenada igual ao 
quadrado da ordenada de P? 

,1 

De acÔrdo com as notações da figu­ 
ra, devemos ter OB = y2. 

A equaçio da tangente ' no a curva (x,y) ponto p !! (x,y) " 
y ~ 

e 
y = y + Y' (X - x) -~ 

' donde, fazendo X = o se tira a ' ordenada de B . o X 
•· 

y = )B = y - xy' . 
As curvas que respondem~ questio proposta seriot portanto, ag 

luçÕes da equação diferencial: y - xy• = y2 ou, para x ~ o e y - qualquer1 a equaçao diferencial 

Y' - ! y = - i 
X X 

" ... 
de Bel;'~oulli, 2 Devemos resolvê-la, pondo 

que ~ uma equaçao oom ex. = • -1 
Com as mesmas substituições do exemplo anter:tQr, as 

z ;; y • 
vemos que soluções - o soluções da equação linear: 

sao y = e as 

z• + ! 
X 

l z = - 
X 

Resolvendo esta, pelo p~ocesso B de r.8.1
1 

tem~se: 

A equação linear homogênea 

z' + .! z = O 
X 

tem como solução geral: e z ;:;,:. - 
X e ~eal qualquer~ 
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Tomemos então - linear c(x) na equaçao com 2Q membro z = - 
então, 

X 
e, 

z' 
c' (x) c(x) 

= X 2 
X 

e teremos - diferencial e (x): c' (x) 1 c(x) a equaçao para :;: ou = X + c. 

Temos\ então, sucessivamente: 

Nesta solução, não está incluída a reta 

escrevêssemos a sólução geral como Y = 

z = 
y = o 

X + C e y = X 
X X + C 

obtida anteriormente. Se 
kx 

a solução 

do a reta 

y = o 
y = 

corresponderia ao valor 

kx + 1 k constante qualquer, 

k =O, mas estaríamos perden- 

1, que, acima, corresponderia ao valor e • o. 

I.9 EXERCÍCIOS 

1. Mostrar que, se uma família de curvas, a um pa~âmetro, tem 

uma equação diferencial uma equaçao diferencial homogênea (I.13), a equa­ 

çao diferencial de suas trajet~rias ortogonais~ tamb~m homogênea. 

2. Mostrar que uma equação diferencial homogênea (I.13) se re - 
duz a uma equação a variáveis separáveis quando se consideram coordenadas 

polares. 

- 3. Resolver as seguintes e~uaçoes diferenciais: 

a) sec2x tg y dx + sec
2
y tg y dy = O 

b) dy dx 

Y)2 (coa 
= 2 

1 + X 

e) 2 (x Y 

d) 
sen y__ __ 2 y' cos y + x sen x (sugestão: w = sen y) 

e) y' + 2 
X 

X - 2 2 y = o 
X - X 

f) y' 
2 + 2 - y = X 

g_ + 4 
g) y' = X 

X 

(x2 3 
h) y' - y + +x+l)y =0 

> 
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4. Dadas três soluções particulares y, y
1 

e y
2 

de uma equa- 
N M 

çao linear, mostrar que a razao 

independe de x. 

5. Dar a equaçio das curvas tais que, em cada um de seus poa 

tos, o segmento da tangente (v. exercício lO do§ I.7) é igual à distân­ 

cia do pon~o (O,a) ao ponto em que esta tsng~nte corta o eixo dos x • 

I,10 MtTODOS ELEMENTAS!ê.. DE ~ESOLgÇÃÇl, DE E5IU~ÇÕES ,DIFERENCIAIS DE l f/­ 
ORDEM SOB FORMA NORMAL - III 

I,10,l "~QUAçlq DIFERENCIAL EXAT~ - Consideremos uma equação 
cial de l~ ordem se~ a forma (I,8) 

X ( x , y ) dx + Y ( x 1 y ) dy = O 

dit'eren- 

em que as funções X e Y sejam definidas e contínuas 

plano. Uma tal equaçao diz-se uma ~quação diferencial 

tir uma funçio F definida e diferenciivel no aberto 
cial seja o 19 membro ~e (I.8), ~sto é: 

num aberto D do 

exata quando exis­ 

D e cuja diteren- 

o:. 44) df ( X 1 Y ) = JÇ ( X t y ) dx + Y ( X , y ) dy • 

(I.45) 

Isto equivale a dizer que 

ÔF ôx (x,y) = X(x,y) e 

F é continu~mente diferenciável e 

ÔF ôy- (x,y) = Y(x,y). 

Neste caso, F(x,y) = e 

ção diferencial original (I.8)1 pois 
representa uma integral geral da equ! 

dF(x,y) = O implica F(x,y) - c • 
,. X 

EXEMPLQ: a equaçao Y' = - - (v. § I.l, exemplo 1), escrita , y.., 
sob a forma x dx + y t:ly = O e uma e quaç ao diferencial exata, pois, 

x dx + y dy - d ( ½ ( x2 + y2) ] 

, 
logo, sua integral geral sera com e> O. 

l vista disto, apresentam-se dois problemas: 

19) Dados X e Y, achar uma condição neoess&ria e suficie~ 
te para que a, forma X dx + Y dy seja exata, 

29) Sabendo que essa forma é exata, determinar a função 
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F(x,y) tal que d F(x,_y) =- X(x,y) dx + Y(x:1y) dy • Essa fun-;ão, 

temente, é dete:rminada a menos de uma constante ad:i.tiva. 

e.viden- 

A resposta a e~tas duas questões é dada pelo teorema que se- 

gue : 

TEOREMA I.2 - 
X - e y ........ e suas de- 

riva~ 
e - 

/' oY 
ôx 

sejam d~finidas e continuas no retângulo: R: a< x < b, c < y < d. 
Uma condição necessária e suficien- 

., 1 

:te Eªfª que a egu,a~ao diferencial 
( I • 8) X ( x , y) dx + l( x , y ) ~y ;:; 

0 

~ • 

seja e~ata é que se tenha 
1' j ? 

y 

d R 

e ~~~~~J~~-----:-(-x_
0

_,_Y_
0
_) __ , 

o 

(r.46) 

a b X 

!±éfll disso, nas condições ~cima, a 

função F pode ser determinada a 
; ;"'q •I*! .. ,.... ' 1 1 '. '' 1 t 1 1 1 

l;,ªft~f, q~~ c,~;f~?~~nt~s da e9uação 1 i ,,, 1 

do seguinte modo: 
H ; , ' 

(I.47) F(x,y) a [ 

o 

X(x I y) dx + Y(x , y) dy o 

!m que (x
0
,y

0
) ~ um ponto gualguer de R • 

Demonstração: Vejamos que a condição (I.46) é necessária. De 

fato, supon~amos que a equação (r.8) seja exata, isto~, qu~ exista uma 

fupçio F satisfazendo aij condiç6es (~.45), Entio, eijtando detiniqas e 

sendo continuas as derivadas: 

e 

pelo teorema de Schwartz, elas são iguais e está verificada a condição 

( I. 46). 
Vamos demonstrar a condiçio suficiente construindo uma funçio 

F que satisfaça as condições (I,45) relativamente à equação (I,8), admi­ 

tindo válidas a condição ,1.46). Vere~os que esta função F é aque+a d~ 

qa e~ ,r.47) ~ estará ~ambé~ provada~ s~~u~da pa~te do teprema r.2. Co~ 

t 



efeito, se F deve ser tal que X(x,y) então deve ter a forma: 

(I.48) F(x,y) z r X(x,y) dx + c(y) 
X o 

em que x
0 

é tal que a< x
0 

< b • Como se deseja também que 

ÔF 
~y == Y(x,y) 

calculemos .!lL para F dada em (I.48), tem-se: 
ÔY 

BF f ox c' (y) - ::: 0 Y (x,y) dx + ' ÔY 
X o 

que, levando em conta ( I. 46), escreve-se: 

'ô li' r ê)y 
+ c•(y) Y(x ,y) - Y(x

0
,y) + c'(y) - ;:; J ãx(x,y) dx :::: 

raY 
X o 

e teremos ÔF -= y 
àY 

se c'(y) = Y(x
0
,y) , isto é: 

c(y) Y(x ,y) dy o e < y < d o 

ou qualquer outra função que difira desta por uma constante aditiva. Sub~ 

tituindo esta expressão para c(y) em (I.48), reproduz-se (I.47) e ob- 

tém-ae, então uma função 

respectivamente, X e Y 
F cuj,as derivadas em rel~ção a x e y 

e a equação ~i{erencial, (I.8) é e~ata. 

.. 
sao, 

OBSERVAÇÕES: 

l) O c&lculo que se f~z ~ simétrico em relaçio a x e y 

logo, se trocarmos x e y entre si e X e Y, teremos uma outra ma­ 

neira de determinar uma integral geral da equaçao dada: 

(I.49) F(x,y) .)~ r = X ( x , y 
O 
) dx + Y(x,y) dy 

(x
0
, 1
0
) e:_ R é arbitrário, pois se tomássemos 

tro qualquer para o cálculo, obteríamos um~ função 

uma Q9~~~~te adit~va. lato não a~tera, poie, uma 

2) O ponto ou- 

diferindo desta por 

integral geral da equ~ 
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- ,, çao e dada por 

3) 

F(x,y) ~e, podendo 

nos de constantes aditivas. 

F, portanto, ser determinada a 

As expressoes (I.47) e (I.49) podem ser consideradas 

me- 

como 

(x 'Y) ( ) o x,y 
..... - ... -- .. ------.· ......... -- ... 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

integrais curvilíneas da forma dife 

rencial X dx + Y dy 1 entre os pon- 

tos (x
0
,y
0
) e (x,y) sÔbre 05 

caminhos; 

e 

respectivamcnte. 

Na realidade? levundo em conta o 

teorema de GrGen, poderíamos ter to 

mado outro caminho qualq~er entre ;stes dois pontos contido em R. Lem 

bremos 
O 

Teorema de Green: 11Numa regi~o simplesmente conexa R , tomado 

um c amd.nh o fechado Q 
I 
cujo Ln te ri or Seja a ,•e gi~o G ( Í é orientado 

de modo a deixar G à esquerda), tem-se: 

j) X dx + Y dy 

f 
-· \ \ 

G 

c1L - -~) dx dy 
'() X é) Y 

onde as funç o"'e º ~q_L , e 'à X são de fü1:\.das e contínuas em R "· 
.... X ' y I ÔX "';fy 

Ora, s en do assim, se X dx + Y dy fÔr uma difecencial exata, teremos 

r X dx + Y dy = O 
} 

ou 
I 
a integral curvil fnea de X dx + Y dy , e Ôbre caminhos de 

pende dos pontos inicial e final d~stes caminhos. 

di O teore
ma I.2 é válido quando 

Em vista sS09 

, 
R, so 

(I .. 50) 

R fÔr uma 

de- 

gião simplesmerites complexa 

re­ 

qual- 

quer, d~sde que se substitua (I.47) 

por: 

onde a integral é estendida a um ca 

minha ijURlquer de R com extremos 

(x
0
,y
0
) e (x,y) . 

• 
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4) .A importância da hipótese de que R seja uma região sim- 
... 

pl.esmente conexa :pode ser ilustrada ?+O segui!lte exemplo: a equaçao di:f'e ... 

reno~~, 
X 

T~dy = 
X + y 

o 

t~m coefioientos definidos em 

com derivadas cont:!.~uas nessa 

Nio existe. porlmt uma funçio 

e 

ferenoial eejei. o 19 membro da e qu aç âc dada. 

R (plano menos a origem), deriváveis 

região e satisfazendo as condições (I,46). 
F definida em tô~a a região R e cuja d! .. 

Ist-0 acontece porque R nao 
é simple1;1mente conoxa. Se cons:Lder1;1rmos uma reg;ião ~implesmente 

oQnttda em R, então poderemos determi~ar uma ~ntegral geral da 

dada, De fato1 se constderarmoe a região sim~lee~ente cp~exa d~~a 

~ menos uma semtret~ pel~ origem, podemop ooneidera~ Ae~ta reg~âo 
F<x,y) um ramo da !unQãó ar e tg~ , 

conexa 
., 

~quaçao 
poxi 

como 

.. 
1. A equa.çao 

2 3 ( 2:ic + 3x y) dx + ( x .., 

2 a 'à 3 + 3~ y) ~ 3~ ~ ~~,(~ 

2 3y ) dy " o 

em toc;lo o plano. 

Lo~Q~ sua :integrç1+ geral é dqda p9r ;F;;:; e ' onde F 8~ ç al, C,!: 
la por (I. 47) : 

r~ ( J( 
( 2x + 3x2y ) dx ... 3 2 ál -x.2 + x3y _ y3 f(x,y) ;; J y J = 

J o o 

2~ A oquaçio diferencial 

exata em todo o pla~o, pois: 
e.,..y dx - (2y + xe-Y) d.y = O 

Ô ( '"Y) ~y ~ 
- X e-y) rr e . ... T'" e . ;:: Q'x'( .. ay 

então, fazendo em ( I. 47) , (xo,yo) :;; (o,o) tem-se: 

rx í F(x,y) ::; j e .. y dy - 2y dy :>ç e .. y - 2 e:; y 
o o 

~ogo1 a i~tegra~ gerai d& eq~~çio dada & 
"'Y 2 X~ '"Y :;;;<) 



5) Suponhamos que a equação diferencial (I.8) esteja definida 

e seja exata numa região R. Seja 

mos, em R, um ponto (~1,y1) no 
, ; 

numa vizinhança de x, e possivel 

F(x,y) = e sua integral geral. Tome 

qual Y(x
1
,y

1
) i O. Vamos mostrar qu~ 

definir uma, e uma Única, função 

y = (j)(x) que satisfaça a equaç~o diferencial ddda, e tal que 
I' 

Isto e1 

(r.51) X (xT~(x)J + Y (x,~(x)J ~·(x) - O 

numa vizinhruiça de x1 e 
~ f - Em outras palavras, e possivel explicitar a soluçao. 

De fato, se c
1 

= F(x1,y1) , consideremos a função 

f(x~y) = F(x,y) - c1 • 

Para f? estão satisfeitas as condições: 

e 

então, pelo teorema das funções implfcitas, conclui-se que existe uma, 

uma Única função y = ~(x) , definida e derivável numa vizinhança 

x
1 

, e tal que: 

e 

de 

e f ( x,~(x)] - O 

nesta vizinhança de x
1
• Ou seja: Y1 = (j)(x1) 

donde, por diferenciação, obtém-se (1.51). 

Suponhamos, por um momento, que existisse uma outra função 

y = '-V (x) definida numa vizinhança de x.1 e satisfazendo as condições: 

(I.52) 

Y1 = 1(xl) e 

x l x, f ex) J + Y [ x, 4' (x) 1 41' (x) - o 

nesta vizinhança. 

X ( X 
1 
4J (X) ] + Y LX t ~v (X) ] ~1 (X) 

e F ( x,~(x)] !! c1 

d = dx F [ x, 4'(x) 1 

donde (I.52) significa F [ x, '4J(x) ] 
, 

= constante I isto e, 

Tem-se então que: 
então, pela unicidade garantida no teorema das funções implfcitas, 

f(x, 4' (x)) = O no intervalo em que '-\1 está definida, 
con- 

clui-se que (j) ( X ) :; ij.J ( X ) • 
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Tudo o que foi feito nesta observação é simétrico em 

a x e y, portanto, se num ponto '(x2,y
2
)~R, tem-se X(x

2
,y
2
) j O 

podemos considerar y como variável independente, x como variável de­ 

pendente e obtemos, numa vizinhança de y
2 

uma solução da equação: 
X= <p(y) • 

relação 

6) Suponhamos que a equaçao diferencial (I.8) 

X(x,y) dx + Y(x,y) dy = O 

seja, simultâneamente homogênea e exata. Isto é, X e Y sao funções 

homogêneas de grau a e satisfazem (I.46). Suponhamos, ainda a j -1. 
Nestas condições, a integral geral da equação diferencial dada é 
(r.53) x X + yY = o 

; 
Para demonstrar isto, e preciso verificar que 

a ãx (xx + yY) e cJ "ã7 (x X + yY) 

são proporciona.is a X e Y (com coeficiente de proporcionalidade con.! 
tante). to que veremos. 

Lembramos, antes, X y - funções homogênea de 
que, se e sao 

grau a ' o Teorema de Euler diz que: 

o:. 54) ax rJx ax dY ÔY X-:::--+ y - ;:; e x- + y -- = aY ox ÔY üx 8y 
Calculando: 

2-_(x X + yY) ôx 

levando (I.46) em conta: 

= ~ X t)y X+x-+y- 
f) X ÔX 

ô dX ÔX 
~ (x X + yY) = X + x dX + y ãY"° = (a + 1) X 

por (I.53). 

An.àlogamente, demonstr~-se que 
o que comprova o dito. 

a 
~ (x X + yY) == (a + 1) Y 

EXEMPLO: 

A equação diferencial 

mogênea, com a= 2. Sua integral geral é, então, dada por (1.53): 

3 x2y + y3 = e 

2 2 2 xy dx + ( x + y ) dy = O é exata e ho - 
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r.10.2 FATÔRES INTEGRANTES 

X ( x 1 y ) dx + Y ( x , y ) dy = O 

.. • . I 'ax 1 ôy supondo que ela nao ae j a exata, isto e: à}' ,-. ôx • Pode acontecer 

que, multiplicada esta equação por uma funçao conveniente m(x,y) a equ! 

ção se torne exata, isto é, que seja exata a equação diferencial 

(r.55) 

Consideremos, ainda, a equação (I.8) 

m(x,y) X(x1y) dx + m(x,y) Y(x,y) dy. 

Quando isto se der1 a função m(x,y) 

ll da equação diferencial (I.8). 

A resolução da equação diferencial (I.8) quando seja conhecido 

um fator integrante m(x,y) pode ser feita em três etapas, a s~be~; 

diz-se um fator integrarr 
1 

- determinar uma integral geral F(x,y) = c da equação dife­ 

rencial exata (I.55); 

- as curvas definidas por F(x,y) = e 

duas equações: Xdx + Ydy::; O ou m(x,y) = O 

satisfazem a uma das 

e nós só estamos interes- 

sados naquelas que satisfaçam a equação (I.8). Deve-se então, verificar 

se a curva m(x,y) =O, que é uma integral da equação (I.55), é o~ não 

integral da equação diferencial (I.8). No caso de não ser, devemos ex­ 

clui-la da família F(x,y) ~O• 

- por outro lado, sendo F tal que dF = m X dx + m Y dy , tem- 

-se 
1 

X ( x , y ) dx + Y ( x , y) dy ::; m ( x , y) dF ( x , y ) 

Sendo assim, a~ curvas eventualmente definidas por 

1 - o 
m(x,y) - 

satisfazem também a equação (I.8) devendo ser incluídas ent~e as integrais 

anteriormente determinadas, 

EXEMPLO: 

A equação de variáveis separáveis (I!4.l) pode ser escrita sob 

a seguinte forma: 

(I.56) Â ( X ) B ( y ) dx + e (X) D ( y ) dy = o 

Em (I,4.1) resolvemos tal equação tranafo~mando-a na equação 

de variáveis separadas: 

(I • 57) ~~~~ dx + ~~;~ dy = O 
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A passagem de (I.56) para (1.57) faz-se por intermédio do fa- 
t ( ) 1 

As soluções de (1.57) serão também tor integran e m x,y = B(y) C(x) • 

soluções de (I.56), já que m(x,y) = O não 4efine curv~ alguma. Às a~­ 
luç~es de (I.56) devem, ainda, ser acrescentadas as curvas: 

m ( xl, y) = B ( y) C (X) = 0 

Vimos, de fato, em (I.4.1) que se y
0 

é tal que B(y
0

) = O ª 
~ uma solu~ão de (I.56) n~o obtida em (I,57), SimetricameE reta y = Y 0, e " 

te, as soluçoes x = x0, onde C(x0) = O são soluções de (I.56) onde se 
toma y como variável independente. 

Infelizmente, o problema de achar um fator integrante, em ge~ 

ral1 ; bastante dif!cil. De fato, se m é fator integrante de (I.8), i~ 

to é, se (I.55) é uma equação diferencial exata, seus coeficient~s devem 
satisfazer a condiçio (I.46), donde se conclui: 

í}m âx âm 'ê)y -x + m- = -Y + m- oY ÔY ê)x ,ox 
que é uma equação de derivadas parciais de 1~ ordem, cuja natureza é bem 

.. mais complexa do que estas que estamos estudando. Em geral, a equaçao 

(I.58) não pode ser resolvida por meio de quadraturas. Há, porém, certos 

casos particulares em que se pode achar um fator integrante. Perguntemo­ 

nos, por exemplo, quais as equações diferenciais que admitem um fator in­ 

tegrante que dependa sàmente de uma variável. No caso da equação difere.a 

cial (I.8) admitir um fator. integrante m(x) que só depende de x, a 

relação (I.58) satisfeita por m(x) se simplifica d~ndo a seguinte: 

( ) ÔX ( ) ~(x) ( ) dY m x f[y" x,y = dx Y x,y + m(x) dX (x,y) 
ou: 

(I.59) l dm ( ) l [ â X ô y 1 iiitiJ dx X = Y(x.yJ ay (x,y) - ?ix (x,y) 

isto é, a função do segundo membro da relação acima seria uma função 
mente de x. Reclprocamente, se a função 

.. 
ao- 

(I.60) l(h - ".y l y ôy rx 
depende só de x a equação diferencial (1.59) pode ser inte~rada e deter 
minamos um fator integrante da equação diferencial (I.8) que depende só 
de x, a saber: 

(I,61) 
m(x) = exp J-½- <!~ h) é) X dx 
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A condição de que (I.60) seja função somente de x 

to, uma condição necessária e suficiente para que a equação 

(I.8) admita um fator integrante depend~ndo só de x. 

, 
e, portan- 

diferencial 

Novamente, o que se fêz aqui é simétrico em x e y e pode­ 

mos dizer que uma condição necessária e suficiente para que a equação di­ 

ferencial (I.8) admita um fator integrante dependendo só de y é que a 

função 

(I.62) 

seja função só de y. Neste caso, um fator integrante da equação (I.8) 

é dado pela expressão: 

(I.63) m(y) a exp f i ( f; - g ) dy 
EXEMPLOS; 

~ 
1. Dada a equaçao diferencial 

(3x + 

sendo ÔX 
0 y = 6x + 6y e 

6xy + 

ÔY -- é} X 

3y2)dx + (2 2 3 )d O X + XY Y = t 

4x + 3y - , - ela nao e uma equaçao dif~ 

rôn~ial exata. Tem-se, no entanto, que a função (I.60): 

'1 
li 
:1 

.1 :, 
·.1 

'':! 

~ y ) = 1 
ÕX X 

depende só de x. A equação diferencial admite, portanto, um fator inte 

grante dependendo só de x, dado por (I,6i): 

m(x) 

Resolvemos, então, a equação diferencial exata: 

(3x2 + 6x2y + 3xy2)dx + (2x3 + 3x
2
y)dy = O 

que tem como integral geral F(x,y) = e , onde: 

F(x,y) = [ox2 + 6x2y + 3x/)dx = x3 + 2x3y + ix2 y2 
o 

) 
, , 

Verifica-se que a curva m(x = x = O e tambem solução da ~ 

quação original não precisando, portanto, ser retirada da integral geral 

da nova equação. Como m(x~; O não define curva no plano, a integral 
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, 

geral da equação dada e: 

x3 + 2x3y + Í x2y2 = e • 

2 .. 

exata, pois 
A equação diferencial y(l + xy) dx - x dy = O .. , 

nao e 

grante: 

h _ 1 + 2yx Õy 
-1 e - - . 3y - õx 

t:. ( é)y .ôx) g_ esta .. 
admite o fator int.2, 

Como ::; 1. equaçao X é) X ~y y 

m(y) = 
-Jldy 

e y 1 
= - 

y2 

Resolvamos, então a equação diferencial exata: 

cl + x) dx - y 
X -dy = o 
y2 

Sua integral geral será dada por: 

X I (½ + x) dx = 
o 

X 
y y = e 

As integrais da equação dada 
1 solução y = O proveniente de m(y): 

çÕes da nova equação, pois m(y) t O. 

2 
serão estas: ~+~=e mais a 

~ y y 
O. Nao foi preciso excluir solu- 

3. O leitor pode verificar que a equaçao diferencial linear 
de 1~ ordem (I.29): Y' + p(x) Y = q(x) escrita sob a forma (:t:.8) , 

[q (x) ... p (x) y J dx - dy = O admite como fator integrante a função de x: 

m(x) = exp J p(x) dx • 

Em I. 8. 1 o método A para resolução desta equaçao cons:t.stiu, e­ 
xatamente, na utilização dêste fator integrante. 

4. Fica como exercício para o leitor mostrar que se a equaçao 
diferencial (I.8) é uma equação homog~nea, ela terá, então, um fator int!. 
grante dado por: 

µ(x,y) ~ ~ ~ 
X X + y'[ 



I.11 EXERCÍCIOS 

- - Verificar que as seguintes equaçoes diferenciais sao exa- 

tas e resolvê-las: 

a) (y2 2 (2xy 3 
3x y + l)dx + - X - l)dy = o 

b) y(y + cos xy)dx + x(2y + cos xy)dy = o 

2 2 2 2 
e) 4y - 2X dx + 

8;y - X d = o . y 
L~xy 2 - x3 4x3 - x

2y 

.., 
2. Resolver, dentre as seguintes equaçoes diferenciais, aque- 

las que são exatas: 

a) dx + dy + y(y sen x dx - e c o s x dy) = O 

b) 
2 2 ( xy + 2y ) dx + x dy = O 

e) 3 cos 3t cos 2-9 dt - 2 sen 3t sen 29 dQ = O 

3. Demonstrar que, se AD - BC ~O, a equação diferencial 

xp (.Ay dx + Bx dy) + yq (Cy dx + Dy dy) = O 

j 
'I 

') 
·1, ,, 
,) 

,) 

'í :, 
·.e 

1·1 
í 
e 

admite um fator integrante da forma 
r B 

X y 

4. Achar um fator integrante e as soluç~es das equaç~es dife- 

renciais: 

a) x ( y dx + x dy ) + 2y
2 

dx = O 

b) (2y2 - 3x2y) dx + x3 dy = O 



r.12 M!:TOBOS DE RESOLUÇÃO PARA. ALGUMAS ESUA.ÇÕES DIFERENCIAIS DE 1~ 
ORDEM, NÃO NECESSÀRIAMENTE EM FORMA NORMAL. 

Consideremos equações diferenciais de 1~ ordem na forma (I,3): 

F(x,\Y',Y') = O • 

Tem-se &gora que, para um mesfuo ponto 

nhum, um ou mais de um valor para y' tal que 
(x0,y

0
), pode haver ne­ 

F(x ,y ,y') = O, o o 

Vejamos alguns casos em que se pode estabelecer um roteiro pa­ 
ra a resolução da equação diferencial (I.3), 

I.12.1 - Quando a equação diferencial (I.3) pode ser reduzida, trivial- . .. 
mente a uma ou mais equaçoes diferenciais sob forma normal. 

Por exemplo, se a função F admite a seguinte decomposição: 

a resolução da equação diferencial (I,3) fica reduzida à resolução das n 

equações diferenciais sob forma normal: y' ~ fi(x,y) , i=l, ••• ,n, 

EXEMPLOS 

- 1. A equaçao - y2 -- ( X + y ) 2 d po e ser escrita como 

(y' - x·- y)(y' +X+ y) = 0 
1 . - 

e esta equivale as equaçoes diferenciais em forma normal: 

y' =X+ y 

y' = -x-y 

cujas soluções são, respectivamente, as duns famílias de curvas: 
X 

y = c e - x - 1 e -x y = c e - x + 1 

2. 
do§ I.l, que pode ser escrita como 

ly• - /1 - 2 
1 ly• + Í1 - 2 y y 

equivale .. - diferenciais forma as equaçoes em normal: 

.. 2 2 A equaçao diferencial y' + y = 1 , 
dada no exemplo 2 

= o ' 

= J 1 2 
= - J l 

, 
Y' 2 - y e Y' - y . , 

foram estudadas I.4,1 cujas soluções - da fam:l- 
que Jª em e 

ªªº Gl,S curvas lia y = sen (x + c) e as retas y ;: 1 e y = -1 



r.12.2 

(I.64) 

(I.65) 

e ~ - dx - 

(I.66) 

Quando a equação diferencial (I.3) tem a forma 

y ;:: f (y') • 

Neste caso itit~oduzi*os o parimetro p = y' e temos: 

y d f(p) 

p, donde se tem dx = ~ p 

X : J % = ~ + j í dp 
, logo 

= flli. j'!iE.2. + 2 dp 
p p 

+ e • 

As equações (I.65) e (I.66) dão-nos a expressao paramétrica da 

famflia de curvas soluções de (I.64): 

(I.67) 

X = ilil +Jf(â)dp + c 
p p 

y = f(p) 

.., 
Podemos reescrever as equaçoes acima, fazendo p = t 

X = 

y = f(t) 

onde, para c~da valor de e , as equaçoes (I.67) descrevem uma curva solu 
... 

çao. 
No caso em que seja poss1vel eliminar o parâmetro t entre 

as equações (I.67) teremos uma família de integrais O(x,y,c) = O da e­ 

quação diferancial (I.64). 

O t;rmo II integral geral II ou II solução geral II da e qua ç ao dif e­ 

rencial (I.3) nio foi definido e deixamos d~ faz;.10 pois para isto seria 

necessária uma análise mais profunda de tais equações. 

EXEMPLO: ... 
Resolvamos a equaçao diferencial 

Fazendo y' = p, como vimos acima, teremos 

Quando a função f(p) é derivável, o que se f;z acima para de 

terminar x como função de p, cor+e~ponde a derivar a relação acima 

como faremos a seguir: 
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y' = p = 2 p ~ + 6 p2 ~ 

que nos d& P = O - e a equ~çao diferencial em x 

dx = (2 + 6 p) dp 
e P 

cuja sol~ção geral é: 

2 X=2p+3p +C 

t - , Temos assim a fam1lia de soluçoes em forma parametrica: 

r - 3 2 X= c:.p + p l y = p2 + 2 p3 

ou, tom8.Jldo t como parâmetro: 

[ : : :2t : : t:2 

+ e 

+ e 

e a reta y =O, obtida, por substituição, de p =o. 

r.1a.3 
(I.68) 

e 

(I.69) 

~ -· p dx 

Quando a equação diferencial (I.3) tem a forma 

X= f(y1) 

Também aqui fazemos y' = p e temos: 

X= f(p) 

donde dy == p dx ou 

(I.70) 
y = J p dx = p x - j x dp + e = p f(p) - J f(p) dp + e 

De (I.69) e (I.70), temos uma representação paramétrica 
as soluçaes de (I.68): 

! X= f(p) 
l y = pf(p) - Jf(p)dp + c 

ou, chamando de t o parâmetro p 

para 

(I.71) { : : f(t) 

tf(t) -Jf(t)dt + c 

que, para cada valor de c, representa uma curva solução de (I.68). Se, 
em (I.71), fÔr possível eliminar t , obtendo.se ~(x,y,c) = O esta se­ 
rá uma famú1a de integrais de (I.68). 



EXEMPLO: 

- Resolvamos a equaçao diferencial x = y' sen y' • 

Fazendo y' = p, como vimos acima, teremos: 

como em 0:.70): 

x = p ae n p e, 

y = p x - j x dp + e = p2 s e.n p - j p sen p dp + e 

donde 
2 y :;: p sen p + p co s p ... sen p + e 

e a fam!lia de soluções em forma paramétrica: 

1 : : 
t sen t 

t2 sen t + t cos t - sen t + e 

Na realidade, o caso r.12.3 

De fato, na equação (I.68) se to~~rmoa 

x como variável dependente e troc~~mos 

podia ser incluído no caso r.12.2. 

y como v~ri!v~i indep~n4ente e 
p po~ q ~ ! , teremoa: p 

l 
X = f (x7) = g(x') 

donde, fazendo q ~ x' e repetindo o que se r;z em (I,12,2), teremos a 

família de soluções em forma paramétrica: 

X= g(q) 

y :;; ~ + J_ghldq + ~ 
q q 

voltando ao 
,. l . 

ou, paramatro p :; q . 

l X :; f(p) 

y ::; p f(p) .. f f(p) dp + e 
.J 

que, escrita em têrmos do parâmetro t = p ' reproduz (I.71). 

r.12.4 

(1.72) 

EQUAÇÃO DE CLAIRAUT 
, ... 
e uma equaçao da forma 

y = xy' + g(y') V: , J' ( 1 ) y ·1 _ 
g , deriv&vel e com deriva - 

' i 

onde g é uma função de cla$se e' (isto á, 
da contínua em tôda a reta ou num intervalo ]a,bl ). 

Admitamos que a eolução y ~ y(x) de (I,?~) ~eja d~a~ 

continuamente derivivel e derivemos~ ~quijçio (l~72), Obtém~~e 

,., 
vezes 
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. ou 

y r = y t + X y li + g 1 (y 1 ) y ti 

Y" [x + g\y•)] = O 
.. 

que dá lu~ar a duas equaçoes diferenciais: 

\ 
\ 
\ 

j 

(I.?3) 

(I.74) 

y li = o 

X + g(y 1) = Ü 

e 

4 equação (I.73), dá-nos y' =e. Êste valor substituído em 
(I.72), leva-nos a uma família de retas 

(I.75) y = ex + g( c) 
.. 

soluções da equaçao dada. 

t claro que se a família (I.75) admitir uma envoltÓria, esta 

envoltÓria será ainda uma solução da equação diferencial original. Proc~ 

remos, portanto, a envoltÓria das retas (t.75), lembrando que, a envoltÓ­ 

ria de uma fam:Ília de curvas F(x,y,c) = O é obtida pela eliminação de - e entre as equaçoes 

(Io76) 
[ F(x,y,c) = O 

F' (x,y, e) = O e 

As equações (I.76) podem também ser tomadas como representação 

paramétrica da envoltÓria, onde se toma, t =o. Relativamente à famí­ 
lia (I.75) as equações (I.76) são as seguintes: 

C X + 

X + g1 (e) :::i 0 

que definem a envoltÓria das retas (I.75), em têrmos do parâmetro t = e, 
pelas equações: 

{I.?7) { ; : : g' ( t) t g t ( t) + g( t) 

Esta ~, também, uma solução da equação de Clairaiut. 

Vemos agora que, consideradas a segunda equação diferencial 

(I.?4), obtida por derivação, e a equação original (I.72) e eliminando y' 
entre estas duas, isto é, se consider~rmos y' = p (ou t) como parâme­ 

tro nas equações (I.72) e (I.74) obtemos, novamente, (I.77). Isto mostra 

que a eoluçio de (I.74) que satisfaz ta~bim a (I.72) i exatamente a envo! 
tÓria das retas (r.75). 



EXEMPLO: .. 
A. e quaç ao de Claira,ut 

çÕea u tam!lia de retaa: 

y 

y = xy' + y' + y'2 tem como solu - 

>. ' ~ '/ o 
I ._ 

' 

2 y = C X + c - e 

e sua envoltÓria, que pod e ser o't>ti 
da pela eliminação de e entre as .. 
equaçoes: 

' ' 02 y = C X + c - 
X + 1 - 2c = o 

/ 
/ Levando na l<t- - val.or equaçao o 

X + 1 e = 2 

X obtido 2~ chegamos • .. 
na a equaçao da 
, 

envoltoria: 

(x + 1)2 
y = 4 

As soluções da equação dada são a parábola e suas tangentes. 

Verifica-~se então que por todo ponto (x0, y O) d& região "exte:;-pa" à pa- 
, , 

rabola, isto e, tal que 

y < o 

passam duas retas soluções. Por todo ponto sÔbre a parábola passam duas 

soluções com a mesma tangente: a par~bola ~ a reta qµe ihe é tangepte no 
referido ponto. Pelos pontos II internos" à pa.rÉfpola, isto é, da região 

( 1)2 
Y > X + 4 

~ão passa nenhuma sol~ção. De fato, a equ~ção dada é uma eq~ação do Z9 
grau em relação a y' cujo discriminante é: 6::: (1 + x)

2 
- 4y • Logo, 

para que haja valores reais de Y1 

q, + x)2 
y ~ 4 

, , . 
e neces~ario que 

(I-78) 

E~UAÇÃO DE LAGJYU:!GE OU D'ALEMB~RT 

y == f (y t) X + g(y 1) 

.. - H e uma equaçao da for=a 

em que f e g são funções de classe C' e f(y') t y' , pois, do con­ 

tr~rio~ a equação diferencial (I.78) seria uma eq~açao de Clair8.J.:lt. 
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Admitamos, novamente que a •olução y = y(x) de (I.?8) seja 

duas v~zes continuamente derivável e derivemQs a ,quação (I.?8). Obtém­ 
-se, fazendo y' = p 1 

, - . , . que e uma equaç~o dife~encial n~s var~ave~~ x 

como variável independente e x como função de 

y 
1 

::; p = f (p) + X f 1 (p) + g1 (p) p 1 

creve-ae como: 

e p. Se tom~rmos 

p, a equação (I.?9) 
p 

(I,80) 
[p - f(p)] ~ ::; xf1(p) + g'(p) 

que é uma equação diferenci~l li~ear de l? ordem e está definida nos pon­ 

tos em que p - f(p) ~O• De acÔrdo com (I.31), a solução ge~al da equ! 
ção (I.80) é da forma 

(I.81) x::; e A(p) + B(p) 

Fazendo, na equação original (I.78) y' = p e substituindo x 
por sua expressão (I.81), tem-se 

y = e t(p) A(p) + f(p) B(p) + g(p) 

que, juntamente com (I.81), d& a representação paramétrica de uma família 
de s9luçÕe.s: (p = t) 

o:. 82) f x :i e A( t) + B( t) 

l y ;;:: e f(t) .A(t) + f(t) B(t) + g(t) 

Observe-se que se p0 é tal que p
0 

- f(p
0
)::; o, então ----------- 

é também uma soluçlo - esta pão está contida na família (I.82). Verifi­ 
ca-se que (I.83) ê solução de (I.78) por subst~tuiçao. 

EXEMPLO: 

g:range. 
Ã equação diferencial Y'

3 - Y + x =O, é uma equação de La­ 

façamos Y' ~ P: P
3 
• Y ~~~O ~ derivêmo-la: 

3 Pz * - P + J. = o 

que é uma equação a va~iáveis separáveis em 
mo em I.4.1, pondo: 

X e P, que se resolve, e~ 

quando p - l ~o, logo: 

7; 2' 
dJÇ :;i; < p dp 

p - l 



X = 3 [ log j p-1 j + j> + f l 
que, junto com a equaçio de partida, 1& a representaçio param~trica de 

uma famllia de soluções: 

X = 3 ( log j t-11 + t + ~
2
] 

3 ( t2
2
] y = t + 3 log I t-11 + t + 

Analisemos agora o que acontece quando p - l = o • Então 

l temos, substituindo na equação dada: 1 
, 

realmen- p = e y = X + que e 

te, solução da equação diferencial corresponde ' solução (r.83). e a 

I.12.6 - Tudo o que precede é caso particular do seguinte programa para 

resolução da equação diferencial (1.3): 

F(x,y,y1) = O • 

Introduzimos a variável p = y' - e derivamos a equaçao (I.3) 

em relação a x. Obtemos, assim uma relação nas variáveis x, y, p e 

p' 

(I.84) G(x,y,p,p') = O 

Se for possível resolver a equação diferencial (I.84) em rela - - 
ç ao a p , seja 

(I.85) H(x,y,p1c) = O 

uma fam!lia de integrais de (I.84). 

Temos, agora, um sistema formado por (I.3) e (I.85) 

l F(x,y,p) = O 

H(x,y,p,c) = O 
i 

do qual, sendo possível, tirar!amos uma famllia de soluções em forma par~ 
, 

metrica: 

(I.86) { : : f(p,c) g(p,c) 

ou, eventualmente~ se fÔsse possfvel eliminar p entre estas - teriamms 

uma fam!lia de integrais da equação diferencial (I.3): 

(I.8?) !P(x,y,c) =O. 
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Em geral, porém, não é posslvel integrar a equaçao diferencial 

(I.84). 

OBSERVA9,._lQ: tudo o que fizemos acima, valeria, por simetria, se conside­ 

rásaomoa y oomo variável i~dependente, fizéssemos y' = 1 e derivásse­ q 
mos a equação obtida em relação a y, etc. 

Vejamos um c~so em que se aplica o programa acima. Tentemos 
... 

resolver a equaçao diferencial 

(I.88) y = f(x,y1) 

t\ 
V) 
::-J 
' u. 

:?" 
o 
a 
~ 
:..J 
JJ 

Seguinda cs passos.do programa exposto, temos que derivar em 

relação a x a relação: y = f(x,p) , o que dá: 

p = f' (d,p) + f1 (x,p) ~dd 
X p X 

ou, nos pontos em que f' to p 

~ 
dx 

p - f 1 
X 

= f' ·p 

., , .. 8 '·' A equaçao diferencial acima e um caso simples da equaçao (I. ~, 

pois não aparece, explicitamente; a variável y, Suponhamos que 

H(x,p,c) = O seja integral geral desta equação diferencial. Se, de 

H ~O, pudermos tirar p ~ h(x,c) , substituindo na equaçio diferencial 
' ... ( original teremos a familia de soluçoes y ~ f x,h(x,c)). 

Se, ao invés qisto, de H =O, pudermoQ tirar x; cp(p,c), t~ .. 
remos, juntamente com a equaçao diferencial original, uma famllia de aolE 

çÕes em forma paramétrica: 

f X ::; cp(p,c) 

l y" f(cp(p,c),p) = ~(p,c) 

ou, tomando como parâmetro t = p 

:e cp(t,c) 

= ljl(t,c) 

EXEMPLO: 
2 x2 

y = y' + 2xy' + 2 

Stg~mos o prQgrama exposto, começando por fazer y' = p na 

equ~çio dada e derivando esta em rel~ção a x: 

.. 
Resolver a equaçao diferencial 

p ;:: 2 p· p 1 + 2 p + 2 X p + X 
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ou (p + x)(2p'+ 1) = o 

p + X = Ü 

que nos dá duas equações diferenciais: 

e 

- A primeira destas equaçoes, 

x2 
y=-z+c 

~ + X Ü dx = nos dá 

que, substi tu!da na equ·ação diferencial de partida, determina para a cons 

tanta e o valor zero. Tem-se, então, a solução 

2 
X - 2 y = 

A segunda das equações diferenciciiS obtidas, 2 Px + 1 = O 

tem como solução geral p = - Í + e que substituída na equação diferen­ 

cial dada nos leva à famllia de soluções: 
2 

X 
y = - T 2 

+ex+ e 

Esta família não engloba a solução y = - - 2 achada anterior 

mente, mas sua envoltÓria é, justamente esta curva, como o leitor pode ve 

rificar, sem dificuldade. 

I.13 EXERCÍCIOS 
- 1. Resolver as seguintes equaçoes de Clairaut: 

a) ,2 - xy' + y = o y 

b) ky'2 onde 
, 

y ;: xy, + k e uma constante 

c) xy' 
-y' 

y = + e 

- 2. Resolver as seguintes equaçoes de Lagrange: 

a) y = y'3 + 2 X y' 

b) 
2 xy, y = y' - 

e) 
2 2 y'2 2y = y' + 

d) 2y = x:y' + 2 y' 3 .. 
3. Resolver as seguintes equaçoes diferenciais: 

2 y y' = l ---~ 
y'=xJl+y•2 

a) 2 l b) xy' = 

e) y' )1 2 d) = y + y' 

e) 3 2 o X y' - y y' + l ;::; 

f) Y' (x y' - y + k) + a = o t 

• • • 

onde a e k 
.. 

sao 

constantes • 
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CAPÍTULO II ~ IEonm!1As DE EXISIÊNCIA, E UNICIDADE DE SOLU~ÕES 

No cap!tulo I, vimos alguni casos em que a equaçio diferencial 

(I.4), y' ~ f(x,y) , podia ser integr~da elementarmente1 ou seja, era 

possível determinar a familia de suas soluções por meio de funções eleme~ 

tares ou de primitivas desta~ !unções. Isto, no entanto, está lon5e de 

ser válido em geral~ Pelo contrário, equaçoee bastant~ ijim~l~~ n;o a~mi~ 
tem uw tal tratamento, como, por exemplo, a equação diferencial 

' 2 y' .. 1 + x.y 

Vimos tamb,m, no§ r.5, o enuncíado de um teorema de 

unicidade das soluçõee da equação diferencial y' = f(x,y) oia e 
parágra!o enunciaremos e demon~tra~emop u~ te9rem~ ~m ppu~o mai~ 

A I. H _, 
que aquele. .AAtel:3, porem, 4aremQ~ umi3- e qu açac diferenc;lal que n ao 

ae~ta unicid~de de ~oiu9Õea. 

,. 
existen- 

Neste 

geral, 
apra .. 

Da fato, se prpcurarmos a ('lolução d.a .equaçao diferencial 

y' :; y~/3 

y(O):; O, chegamos a duas eolu~ que paaae pe La <u.·:i,g~m, :i,sto t, tal q,µe 
.., 

çqes; 
y(x) ;:: o 

y(x) 
x3 

;: -- 27 

Façamos alg~mas considerações nec8seárias ao enuncia~o do teo• 

rema. Suponhamoe que a equação diferençial (I.4) seja da4a num aberto c2 
nexo D do plano, isto é, $aja t definida em D. Tomamos um ponto 
(x ,yº) E D e perg1,.mt~moe se existe solução p.o ('.i:,l.f) por êste ponto, isto 

é,
0
tal que y(x

0
) ~ yº • E, no caso de exiijtir, se esta é Única. Pod~ 

moa çonaider~r um retângulQ cpntid9 ~m D, com ~entro no ponto (x ,yº). o 
Isto é, tomamos a e b t~ia q~e o ~e~ingulo 

(II.l.) R lx - X i < a \y o 
o - y 1 < b 

esteja contido am D • 

Suponha.mos que f seja contlnua R. Então f 
, 

limitada em e 

neate retângulo e ~aja H tal que; 

j:t'(x,y)j ,5M tJ (,ç,y) ~- R , 



53. 

D 

o X - à'-......_ X O 
o ----- 

X +a o 

DEFINIÇÃO: Diz-se que a fu~ção f satisfaz, no retân~lQ R, a condi- 

1ão dq L¼Pª~~~~z (relativamente à vari~v~l i) se ex~stir uma çonstante K 

tal q~e, para q~~isquer y', y"Ç(yº•b,y
0
+b) , ~e t~nna: 

(II.3) lf(x,y') - f(x,y" )1 S Kly'-y" l x E. (x .. a j x -b] o o 

TEOREMA DE EXISTÊNCIA E UNICIDADE (II); ~!!R?nU~U\~~,q't~,ft,f';1Jl~~8 $_ ~e~ 

contínua e, satisfaç
1
a

1
, a, qºA~~~~º 11~e1 ,;1:.i¼J;ª.~fi~~~ ,!i\~,,J'~t~,~ES:.!,~~ ~ , de modo 

.9E.! 
(II.4) a.K < 1 e aM< b - 
~ a, b, M .! K são, def~!;,tà:ªª como f~, LF ~¼ t.*'~~,· 
função y(x) de~~niqa,,no ~.n,~e,11

1
v;a.l.,g lx,-x01 .$ ~ 

difer;enc:ial, (I.4) 1 ist? é, ,teJ <Ult? * ~ !(x,y(x)) , 

EfAªS~ pe},o ,popto (xQ,y0), i,sto i, y(:,c0) 
o ::; y , ~. esta ~<>~u~ã~, é ,~nica. 

OBSEBV•i~EiS: 
1. A aolu~ão y(x) 

ly(x) - yºI ~ b , para todo 

,,. 
fie~ no retangulo 

x : [x - x l < a o - 

R, isto é: 

2. ÃS condições (rr.4) não são restritivas, isto é, sendo f 

continua num retingulo R e satisfDzeµdo, em j, a oopdiç&o ~e Lipschi~, 

é p~ssível tomar ~m retângulo - mijnor ~o que R, ee preciso !Ôr ~demo~ 

do a que se ve~ifiq~em ~s con~~çaes (JI,4). 

3. Na equação diferenciai y' = y2/), dada acima como contra.- 



-~xemplo, a funçto f = y213 não satisfaz a condição de Lipschitz em ne­ 

nhum retângulo em tôrno da origem. 

4. CONDIÇÃO DE LIPSCHITZ: Na eq4ação l~near (I.29) 
( 

y' = -p(x)y + q(x) , p e q contínuas numa vizinhança de 

dição de Lipschitz é fàcilmente verificável, em que se toma 

X o 
a constante K 

a con- 

do seguinte modo: 
K :; max I p ( x) 1 

lx-x l<a o - 

poüi então: 

1 f(x,y' )-f(x,y") 1 = lp(x) 1ly'-y111 < K ly'-y" 1 V- x ( [x -a,x +a) o o 

O mais comum, no entanto, é que esta condição é de diflcil ve­ 

rificação. Daremos, então, um critério para verificá-la, que nos servirá 

para as equações diferenciais abordadas neste curso. ÃO mesmo tempo, es­ 

taremos ligando o Teorema de existêncta e unicidade I, enunciado no §I.5, 
ao Teorema acima enunciado, de modo que o Teorema I passa a ser uma cons! 

quência do Teorema II. 

PROPOSI~foO II.~ - Se, no retângulo E, a função f fÔr derivável em r~ 

laçio a z, com derivada continua (basta que seja l~mitada), entio ! 
satisfaz a con,di9ão de Lip$chitz em ~ • ~ ,~ais, 1 se 

lt: (x,y)I :S K V (x,y)CR 

então f satisfaz a condição de Lipschitz com a mesma constante K. 

to, se 
Média: 

Demonstração~ t imédiata a partir do Teorema da M~dia. De f~ 
x E: [x -a,x +a) ij y,y"f. [y0-b,y0+b] t e mcs pelo Teorema da o o 

onde y é um valor compreendido entre 

y' e y" • 

Tem-se, portanto, tomando-se 

os valores absolutos: 

y 
. y' 

y li 

R 

Ôf _ I lf(x,y') - f(x,y")I = 'ay (x,y) ly'-y"I ~ K ly' - y"I 

A proposição II.l fornece uma condição suficiente para que a 
função satisfaça a condição de Lipschitz. tste critério é Útil, já que 

as funções com que li~amos são, em geral, deriváveis, 
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DEMONSTRAÇÃO DO TEOREMA DE EXISTÊNCIA DE UNICIDADE II: Mostremos que o 

problem~, dito problema de Cauchy, de encontrar uma função y definida 

num intervalo (a,~l , que seja, neste intervalo, solução da equação dif~ 

rencial (I.4) e que passe pelo ponto (x
0
,y

0
) , a< x0 < 0 , isto é 

tal que: 

(II.5) e y(x) o 
o = y CX < X XO _'.S (') 

é equivalente ao problema de encontrar uma solução da seguinte equação in - 
tegral: 

(II.6) y(x) = yº + j.x 
X o 

rlt,y(t)I dt 

x passa-se de (II.5) a 
o 

(II.6), levando em conta a continuidade das funções y e f. Reciproc~ 

mente, derivando (II.6) verifica-se que y(x) ~ soluçio de (I.4) e com a 

substituição x = x em (II.6) sai imediatamente y(x) ~ y
0 

o o 

De fato, por integração a partir de 

CX < X < 0 

Para demonstrar o Teorema, podemos então mostrar a existência 

e unicidade du solução da equação integral (II.6). É o que faremos, com~ 
çando pela unicidade: sejam y(x) e 

z(x) duas soluções da equação 

(II.6), definidas no intervalo 

[x -a,x +a), sendo estas funções o o 
contfnuas no intervalo fechado 

y(x) 

·"------·- ( X Os y O) 7 
~ .. ~ 
.~ .. ~-- 1 ..___ 

: ---- " z(x) 

X -a o 
X +a o 

(x
0
-a,x

0
+a], podemos tomar x um 

ponto em que a diferença 

ly(x) - z(x) 1 

·· assuma o máximo d • Suponhamos 
, 

que, d >O, isto e, suponhamos 

que as funções y(x) e z(x) sejam 

distintas e, portanto, que a solução de (II.6) não seja Única. Ora, se 

y(x) e z(x) satisfazem a (II.6) teremos, fazendo x = x e calcuiando 

a diferença d = ly(x) - z(x)I: 

d:; ly(x)-z(x)I == 

,x 

J { f[t,y(t)J 
X o 

f[t,z(t)] l dt 
Como f satisfaz a condição de Lip8c~lt7,. rodemos majorar 

função integranda, na expressã0 "l.cirriA. c o.s o s e gue : 

lf[t,y(t)) - f(t,z(t)]I ~ K/y(t) - z(t)I < Kd 

a 
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Então: 

d = ([rlt,y(t)] - f[t,z(t)]}dt 
X o 

< 1 x-x I Kd < a K d < d o - 

po:1.s aK< 1 (II.4), o que é absurdo. Logo, d = O e a solução de 
• I r • (II.6), se existir, e un10a. 

Mostremos agora a exist~ncia da solução: construiremos, para 

isto, uma eequ;ncia de funções cujo limite será a solução procurada. A 

sequência de funções seri definida da seguinte maneira: 

yº(x) e yº 

+ IX 1 ) o Y (x "Y f(t,y0(t)) dt 

. . . . . . . . . . . . . . . . 
suponhamos definida a função ym(x) e definimos 

o y 

etc •••• 
, 

Logo apos, mostraremos que a integral no 2~ membro tem sentido. 

lo 

o 

o - A Vamos mostrar, 1. que estas funçoes tod~s definidas no interv! 

[x -a,x +a] ; 2~ que esta sequência converge uniformemente; 3~ que 
o o m 

y(x) e lim y (x) é solução da equação integral (II.6). 

19 mostremos que as !unções ym(x) estão tÔdas no retângulo, 

isto é: jym(x) - y01 ,::; b para lx-x0l :_::; a 

Mostraremos por i~dução. 

Vejamos que se 

tângulo, então 

R 

:---~ 
; Ym+l(x) 
1 

tará, isto é, suponhamos que 

, 
esta no r~ 

também es- 

para todo x lx-x 1 <a. o Então 

pode-se definir 
Ym+l 

pois a função f é contlnua em R 
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e tem-se 

m+l isto e, y 

As funções 

ra todo X 

também está no retÔ.ngulo. 

y0(x), y1(x), ••• , ym(x), ••• 

do intervalo lx - x 1 <a. o - 

estão, portanto, definidas pa- 

29 Vejamos que a sequência acima definida é uniformemente con 

vergante no intervalo [x -a,x +a) o o 
, . 

Para isto, consideremos a serie: 

(II.7) 

cuja m-ésima reduzida é a função ym(x) - y
0 

• Mostremos que a série 

(II.?) i uniformemente convergente (e absolutamente), por meio de uma 
,, 

serie majorante. De fato, tem-se 

e veremos que, em geral tem-se: 

(II.8) m=l,2, ••• 

Mostremos (II.8) por ~ecorr~ncia. Suponhamos válida para me 

calculemos a diferença para m+l i 

Jym+l(x) - ym(x)I < [{r[t,ym(t)J - f[t,ym-l(t)]] dt 
o • 

suponhamos, por enquanto, x ~ x
0
, então podemos majorar a integral aci­ 

ma, levando em conta a condição de Lipschitz para f: 

X l (f[t,ym{t)] - f[t,ym-l(t)l) dt 
XO 

< 

, 
de indução: e' levando em conta a hipotese 

r l M 
IK(t-x ) lm M 

1 K(x-x ) 1 m+l 
Klym(t)-ym-l(t)ldt < K .l Q dt o 

K m! 
;;: 

K (m+l) l 
X XO 0 
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o qu e p:t-ova. (II.8) para X < X • Anàlogamente, se faria para X > X • - o o 
Tem-se, então, para a série (II.7): 

j (yl(x)-yº] 2 1 - (ym(x)-ym-l(x)] + ••• 1 < + [y (x)-y (x) j + ••• + 

CD 
CD ~L IK(x .. x )lm L m rn-1( )I < o < jy (x)-y X 

m! = 
m=l m=l 

M (eKlx-x0l - l) < M (e aK l) = - K - K 

Donde a série (II,8) converge uniformemente no intervalo 

fx -a,x +a) , ou seja, a sequência ym(x) - y0, e portanto a sequência o o 
ym(x) converge uniformemente no intervalo lx-x

0
l < a. 

Seja y(x) = lim ym(x) • 

39 Vejamos que y(x) é solução da equação integral (II.6). 

Dizer que y(x) é o limite (uniforme) de ym(x) equivale a dizer que 

dado t > O , existe um :Índice 

lym(x)-y(x)I ~ t ~ para todo 

m
0 

tal que, para 

X(, [x -a,x +a] • o o 

m > m - o se tenha: 

Partindo daqui, verifiquemos os seguintes fatos: 

i. .. 
te para a funçao 

dente, pois ! 

a sequência de funções f[x,ym(x)J converge uniformemen­ 

f[x,y(x)] no intervalo lx-x 1 <a. Verificação avi- 
o - 

satisfaz a condição de tipqchitz; de fato: 

jf[x,ym(x)) - f[x,y(x)J! ~ Klym(x) - y(x)I < K t 
para m > m e lx-x l < a 

- o o - 

ii, lembramos também que, se num intervalo qualquer 

sequÔncia de funçÕoa hm(~) oonve~ge uniformemente para a função 

então tem-se também que a sequÔncia de funções 

O'. i X 

(a.,(~] a 

h(x) , 

converge uniformemente em la.,~l para a função 

g(x) 
riX 

= J h(t)dt 
X o 
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Fazendo hm(x) a f[x,ym(x)] , o ra~ultado ii. nos diz que 

f ' f í t , ym{ t ) 1 d t r f(t,y(t)] dt 
X X 
o o 

uniformemente lx-x
0

1 Somando o ' funções para < a • y ij.S acima, temos: 

o y 
o -, y f(t,y(t)j dt 

X o 

uniformemente em lx-x
0

l <a, ou seja, 

Y
o + j'x f[t,y(t)] dt 

x o 
, ~ . 
e o limite (uniforme) da sequencia 

e êste limite nos já o chamáramos de y(x) , donde: 

y(x) e y0 + r f[t,y(t)] dt 
X o 

isto é, y(x) é a solução da equação (II.6). 

OBSERVAÇÕES: 

1. Suponhamos que s função f seja continua em todo o aberto 

limitado D e que cada ponto de D seja centro de um retângulo em que 
f satisfaz a condição de Lipschitz. 

Nestas condições, a função constru! 

da no intervalo lx -a9x +a] pode- o o , , 
ra ser prolongada ate a fronteira. 

··-- -'>~v-----==-~ ' - '//) 
·--- ···T-~- ; ---· __ _; __ ~_;. __ , 

' . ' . ' ' : . 
. . ' 

' 1 
' 1 
1 1 

1 

Basta repetir o 

ponto (x
0
,y0), 

to de partida 

que se fâz para o 

tomando-se como poa 

(x +a, y(x +a)) o o 
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~ contre ap.Lí.c ado ate que a curva en " ftste pr oc.e aso pod e ser ,. ., de "parar 
fronteira, pois ele nao po 

d D já que, se no interior e t no a D 
( ) fÔsse um ponto in ar 
x1,Y1 strulda 

"" d curva con e de acumµl~çao ª ~i 
( o) a continuidade da de .... de x
0
,y , 

vada y' ~ f(x,y) no ponto·" 
unicidade da soluçao 

(xl,yl) e a ,. to implicam 
que passa por esse pon 

0 " ao pont qu e a curve que "chegou so 
rte da - (:,ç ,y ) coincide com ª pç3. ), 

1 l to (x ,Y1 lução que pqssa pelo pon l 

alquer, 
a< X< b e Y qu seja uma faixa, 
- - < X < bl e se em tÔda faixa ª1 - - d' 

a con 2:- (a > a bl < b)1 valer um . ps 
1 sma co - ção de Lipschitz com uma me rá 

,# pode 
tanta k , então a soluçao ron 

l , t ar a. f - ser prolongada ate encon r n 
, toticame_ teira ou ela tendera assin 

te a esta, 

a 

No caso em que D 

a b 

2, pEPENDtNCIA CONTÍNUA DA SOLV.S:JQ._DO VALOR INICIAL: 

· al - d'ferencJ. Se duas soluçaes y(x) e z(x) da mesma equaçao i , l 
.. ., possJ. ve x ::;: :x:

0 
, en t ao e 

se Mais precisamente, 

y' ~ f(x,y) est;o a u~a certa distância para 

majorar esta distância em todo ~etSnguio R. 
lyº - zºl < A então, 

ly(:x:) ... z(:x:) 1 S l ... A aK 

· dera.- .., consJ. De fa~o: verifioa~se, sem dificuldade, por induçao, ~ ao 
das as sequ;ncias ym(x) , zm(xl con~truidas como na demonstraçao 
Teorema, que se tem, para todo m: 

donde segue o nosso resuitado fazendo 
m --..x 

çilo do 
8, .. P . . " d monstr 3. or fim observamos que O metodo empregado para e ~i 

..ia.e: aP~ leorema de exist~nQia e unicidad~ é O método de Pie~~~ .. 
" --------- arª ~~ces@iva~, tste metodo us~ a condição de Lipschitz tonto P 
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provar a unicidade quanto paro provur u e;x:iste""n,.1· a.. Exd, +- v ~~ syem, no entanto, 

me í.ca de demonstrar a exiijtênciu de solução exigindo soment(;j o. contirmid~ 

de da função f. 

SISTEMAS DE ESQAÇÕES, pIFE~,E~qI.JtfS ~E ,t ~ , 9~DE,M, EM FORMA NORMAL . . . ' ' ' 

com a notaçio vetorial dada em (I.19), em qµe a funç3o vetorial tem Qomo 

oomponentea n fu~çÕes definidos num aperto do Jil+l. Neste ao~~to con - 
Q º) ,. (x

0
,y

1
, ••• ,yn , em tovµo dP quul, tom~mo~ o ~etâpgulo 

no aberto): 
sideramos o pQnto 

R (aind~ contido 

Se admitimos a convenção; 

li y - yº 11 = f? u V l Y . - Y ~ 1 
1.9,:fn 1 

l. 

tomando como distância entre dote vet~r~~ a máxtma ~~Rtânc~~ entre su~P 

(I:r,.9) 

i;:;; l,z, ... ,n 

componentes, 0 retângulo F pode se~ descrito, Qomo no p~r;grafo 

rior, do seguinte modo~ 

ante .. 
' ' ; 

" 

IX . .,. X 1 < l;J. 
o - 

Podemos, então, ada~tar as 
ante:riox- ~ equação (r.,ao), ob.tendo um 

~ 
para soluções de sistemas de equaçoes 

normal. 

condições e construções do Teorema 
Teorem~ qe ex~stência e unicidade - 

a diferenciai~ de 1. ordem, em forma 

Dizer que a função 1 (x,y) 
, ~ , 
e continua em R e dizer que 

euas componentes 
O 

são. Vejamos qual se~ia ~ coµ~ição de Lipschitz para 

U t 1 · f "'"'ªl te"'emos·, se -,y' e ..,.Y'' "' ma al função: fazendo a ann og~~ 0~~~, ~ eao 
tai1:3 que lly' ... 'yºII $ b Ili" - yºII $ b , então de ve mo e t e r-: 

(II.1,0) 111(x,y') _ 1(x,y'') li .$ K lly' .. Y" li V~ : lx-.}(:01 ~ a 

Ou seja.: 

lfi(x,Y') .. fi (x,Y") 1 S K aup jyj - ;tj' 1 
l,$j_$µ 



- . ' Nestas condiçoest enunciariamos o 

~ ... 
TEOREMA DE EXISTÊNCI4 E UNICIDADE III : Supon~~~os que ~~x1y) seja cc~ 

t!n~l e satisfaça a condiç;o de Lipschitz (II.lOl em S, de modo que. 

ak < 1 e aM < b , ~ M ~ sup 111(:x:,y) li . Então,·' existe uma, e uma 

s6i funç;o vetorial 1(x) , R definida no intervalo l~ - ~ 1 < a 

].~~~ll~º. vai.";;;., 0111 IIY - Yº li ,$ b e, s,ati~fazendp a e9uaç~9 difer~nc~al , .• 
(1.20). 

te~ 

detnonstI'aç;o 
~ exatamente ~nal.oga {i. " anterio.rmetl"" .t.. e qu~ se tez 

.... 
Mostra .. se que o ~:roblema de enopnt;rar y(x) tal que 

d.... -; y(xo) 
-l'Q *;:; 1cx,y) e ;;; y a < ;lC .$ ~ 

é O mesmo que d~r uma ~olução da equação integral 

.... ~q y(x) ;:i y + J
:x: 
1[t,y(t)] dt (X < X < ,~ 

~ a demonstração prossegue e sempre que se deva considerar 1 1 

no ci:3.SO de vetores tom,a ... se li li • 
Examinemos mais çie pertq ~ condição de I.,il)sch~tz (II,10) para 

funçÕea vetoriais, Veremos que é sut~oiente que as funções ti sejam d~ 

riv&veiij em relaçio a todos os y1 e com derivadas limitadas em todo o 
... 

ret~ngulo. 
~ 4 

Se ~oda~ aa derivadas forem +illlitadap ~or L, então f sattf 

faz a cond:Lção (II.20) com K:: nL • Como il~stração, tomemos ul)la função 

g(x,y,z) derivável em reiação a y e a z e de m~do qµe 

e 

no retângulo R: lx•x0l ~a, ly~yºI ~ b 
que g satisfaz a condição de Lipschitz: 

e lz.,.zºI < b • V~jamos 

de tato, podemos escrever; 

lg(x,y1,z1) - g(x,y",z")I ;r;; le;(x,y',z') - g(x,y",z') + g(41y11
1z1) ... 

.. gCx,y",z")l ,S lg(x,y',z') .. g(x,y",z')I + jg(x,;,",z') ... g(~1y11,z11)I 

S lt:<x,y,z•)\ly' - Y''I + \~~.(x,y11,i)\lz1 
- z " ] < 

$ 2 L sup { 1 y' - Y 11 1 , 1 z' - z '' 1 } 

onde se ~piioou o teQre~a 4a média um~ v~z ~m r~l~çãp a y 
... c;ao a. z. 



II.3 Temos, então, um teorema de existênóia e unicidade também para 

soluções de uma equação diferencial de ordem n em forma normal (I.2): 

(n) , (n-1)) y = f(x,y,y , ••• ,y 

De fato, aplicando o que se fêz no par~grafo anterior ao sist~ 

ma (I.23) que é equivalente à equação (I.2) temos um teorema de existên- 

eia e unicidade desde que se fizem, para um ponto X 1 OS o valores: 

y'(x)' ••• , o 

Quanto à condição de Lipschitz, sendo a função 7(x,°':]) no ca­ 

so do sistema (I.2) dada por: 

1(x,y) = 

\ 
• • r 
Yn 

f(x,y1, •.. ,yn) 

as componentes t
1 

= y
2 

, ••• , fn-l = yn, sendo lineares satisfazem a 

condiçio de Lipschitz (com constante 1), basta, portanto, exigir que 

f ; f satisfaça a condição de Lipschitz em relação às variáveis 
n 

• * * 

I 
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CAPÍTULO III E~UAtÕES DIFERENCIAIS LINEARES 

III.l 
... , .. 

Uma eguaçao diferencia\ linear de ordem n e u~a equaçao 
rencial da forma 

dife - 
(III.l) ... + ~n-l(x)yl + '-n(x)y:;; B(x) 

onde suporemos que as funções •, A1, ••• , A e E sejam contínu~s num o ·n 
intervalo a< x < b (finit~ ou não) e que 4

0
{x) ~ O para todo 

X€) a1 b [ • 

No§ I.8.1, vimos um exemplo: a equação (r.29) 

y' +p(x)y :;;q(x) 

que é uma equação linear de lt ordem, com A
0
(x) ~ l. A.inda na parte B 

de I.8.ls demos uma juatificativa do têrmo linea~ aplicado à equaçãq dif~ 

rencial (r.29). lste fato se generaliza para a equaçio (III,l), de ordem 

n • 

De fato, se considerarmos o espaço ceCn)(]a,b[), das funções n 
vêzes, c ont.Lnuamen t e., difer&nciáveis no intervalo 1 a, b [ , podemos defi­ 

nir o operador L que a cada. função YE.'6(n)(]a,b[) faz corresponder a 

função L(y] f l!, ( 1 a, b 1), continua no inte~valo ] a, b [ , definida como: 

(III,2) L[y] = A
0
Y(n) + -'J_Y(n-l) + ••• + An_

1
y1 + Any 

A equação (III,l) escreve-se, então: 

( III.3) L fy] = B 

e diz-se line~ porque o operador L acima definido é um operador linear, 

De fato, se y, r1, 12 são f~nçÕeij co~t!~q&a em ]a,b[ e e é ~ma 
constante (real ou complexa), defin;i.mos a função aoma y

1 
+ Yz e a fun­ 

ção e y , p ondo t 

(yl + y2)(x) = yl(x) + Yz(x) } 

Vx: a < x < b 
( cy )( x) = e · y ( x) 

Munidos destas operações, o_s espaços óCn\]a,b[) e t(]a,b[) .. 
aao espaços vetoriais. O leitor pode verificar que, em cada um dos espa- 

ços, as operaç~es d,finidas em (III.4) satisfazem as condiç~es de espaço 

(III,'+) 

vetori~l: pro~riedades de grupo oom~tativo em relação à soma, o 

po~ eeQlãlar é dietributivo em relação à soma de funções, etc. 
produto 



O operador L t6Cn\)a,b[) 16 (J a, b () 
, 
e um 

linear, pois: L(yl +y 2] = L[yl] + L[y2] e L[cy] = e L[y] ' 
conclui da definição (III.2) de L [y] 

,.. 

' onde todas as operaçoes 

das (derivação, produto por funções à..(x) , ••• ) 
1. 

- sao lineares. 

Em vista disso, aplicam-se à equação (III.l), os resultados já 
conhecidos em llgebra Linear para equações lineares, como, por exemplo o 

seguinte: 

PROPOSIÇÃO III.+ O co~junto das so*uçÕes da equação linear 

homogênea 

(III.5) L [y] = O 

forma um espaço vetorial - sub-e.§..E_aço do espaço vetorial 

ticula.r de 

operador 

o que se 

envolvi- 

1 _ _p(n) (] [) v a, b • 

Em outras palavras, a soma de duas soluções da equação (III.5) 

é aipda soiuç;o, também o produto de uma solução por uma constante qual­ 

quer é solução da equaç~o homogênea (III.5). 

Êste fato, que é de verificação direta imediata, é um caso par - ., 
situação mais geral: se E e F sao dois espaços vetoriais, 

é um operador linear, então o oorljUhto 

E
0 

::: [ y t. E L [y] = O } 
, 
e um sub-espaço vetorial de E• 

PROPOSIÇÃO III.2 Conhecidas as soluções da equação homog~- 

nea (III.5) L[y] = o e uma sol~ção ~articul~r p da esuação não homo­ 

g~nea L(p) = B, estio determin~das t8da! as ,ªP!u95es da equação não ho- 
' ) .. 

mo,senea 

( III. 6) L[zJ = B 

estas soluções são as funções y + p, em que y é uma solução da equa­ 

são hom05ênea (III.?~· 

Êste também é um fato geral da Álgebra Linear e de verificação 

imediata, graças à linearidade de L • 

III.2 EXISTÊNCIA E UNICIDADE DAS SOLUÇÕES 
1 

De ao~rdo com as notaç3es do§ I.6, a equaçio diferencial li­ 

near (III,l) pode ser escrita, como em (I.23), sob a forma do sistema de 

equações diferenciais de l~ ordem, em forma µormal, do seguinte modo: 
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(III,7) 

y' - 

y' = 1 
.......................... 

y' n 

Y~-1 = Yn 

A1(x) A2(x) An(x) 
= - A. (x)Yn -A (x) Yn-1 - ... - A (x)Yl 

o o o 

A êsse sistema podemos aplicar o teorema de existência e unic! 

dade exposto e~ (II,~). De fato, as funç~es, y2, y3, ... , yn satisfazem 

a condição de Lipschitz com constante L, e a função 

- ... - 
9m como derivadas em relação às variáveis yi as funções 

A . 
1
(x) 

n-1+ 
A (x) 
o 

que são contínuas no intervalo Ja,b[ e, portanto, limitadas em qualquer 

y intervalo fechado [a
1
, b

1
1 e [a, b] • 

Isto quer dizer que f satisfaz a 

condição de Lipachitz para 

al ~X~ bl (a < ª1 < bl < b) e 
-+- y qualquer, então, dados XO 
a < X < b e qualquer sequência o 

x ) 
••• t b 1 n- 

existirá uma, e uma só, solução 

y(x) de (III.l) tal que y(x) 

b (n-1) 0 

y'(xo) = 1' ···, Y (xo) = 

::; b o 
b n-1 

1 

~// /: 
,./ : 

' ,.,./ 1 1--- 

E mais, como em c~da faixa 

ª1 ~ x ~ b1 e y qualquer, a con~ 

tante de Lipschitz é uma só, entao 

esta solução estará definida em to­ 

do o intervalo }a,b[ , de acÔrdo 

com observação feita no capítulo an 
terior. 
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III.3 SISTEMAS FUNDAMfNTAI~ DE, -~q,bUÇÕES, DE UMA EQUAÇÃO LINEAR HOMO­ 

GtNEA: Recorde~oa algumas definições e alguns resultados re­ 

ferentes a espaços vetoriais antes de estudar um pouco mais o espaço vet,2 

rial das soluções da equação linear homogênea, 

Num espaço vetorial E, m elementOF·, y1,y2, ... ,ymE.E , di 

zem-se linearmente in~e~en?e9tes se uma relação da forma 

+ ••• + e y = O mm 
escalares (reais ou complexos), 

implicar 

contínuas): 

Por exemplo, se 
2 1 1 X t X ,•••, 

= ••• =e = O m 

E. ~(Ja,b() , os m+l elementos (funções 

xm sio lipearmente independentes, pois 

Se y
1

, ••• ,ym n;o são linearmente independentes, dizem-se en­ 

tão linearmente dependen~3!• Isto é, se y1,•••,Ym são linearmente de­ 

pendentes, existe uma sequência de escalares c1,,,.,cm, não todos nulos 

e tais que 
e y + c

2
y2 + ••• + e y = O l l m m 

Uma base de um espaço vetorial é um conjunto de vetores linear - mente independentes, tal que todos os vetores do espaço possam ser escri- 

tos como oombinaçio linear d;stes vetores, Isto é, y1, .•. ,ym dizem-se 

uma base de E se são linearmente independentes e para todo y € E tem-se 

(III.8) 

Observe-se que se { Y1, • • • ,Ym} 
para cada y E é Única. 

é uma base a expressao (III.8) 

Sabe-se que todo espaço vetorial admite um~ base e que se uma 

base tem m elementos tÔdas as outras terão também m elementos. Diz-se 

entio, que a dimensio de E ; m se E tem uma base com m elementos. 

Escreve-se dim E = m • Sabe-se também que, num espaço de dimensão m 

todo conjunto de m elementos linearmente independentes é uma base. Ob­ 

serve-se que um espaço vetorial pode ter dimensão infinita. É o que acon 

tece com o espaço das funções contínuas '6(Ja,b[) cuja dimensão deve 

ser maior que qualquer natural m, pois como vimos anteriormente as m+l 

funções 1 , x, ••• , xm são linearmente independijntes. O mesmo se dá 

com o espaço vetorial r&(n)(]a,bl) poi6 êle contém também as funções 

l t X t ••• t 
m 

X 
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Voltando à equa.ção linear homogênea (III.5) Lly] == O vimos 

na Proposição III.l, que o conjunto de suas soluções é um espaço vetorial. 

Demonstremos que êste espaço vetorial tem dimensão n (== ordem da equa­ 

ção). 

Para isto, é preciso constr~ir um conjunto de n soluções li­ 

nearmente independentes e das quais qualquer outra solução seja uma combi .. 
naçao linear. 

Construirem9s tais soluç5es usando o Teorema de Existência e 

Unicidade. De fnto, fixemos x
0

: a< x
0 

< b e seja y
1 

a solução de 

(III.5) tal que y1(x0) = l, Yi(x
0

) =O, .•• , Yin-l)(x
0

) ==O. A exi~ 

tência e unicidade de y1 está garantida pelo Teorema de Existência, on• 

de se toma b0 = 1, bl ==O, ••• , bn-l == O. Em seguida, tomamos b
0 

= O, 

b1 == 1, b2 =O,.,., bn-l == o, e construimos a solução y
2 

tal que : 
L[y2] = O , y2(x0) :;:; O , y2(x0) ;:; 1 , y2•(x0) = O , ••• , y~n-l) (x

0
)::: O. 

E assim por diante, até construirmos a solução y
0 

tal que 

(n-2)( 
Y (x) == o, y1(x) == O, ••• , y x) == O, n o n o n o 

ConstruÍd~s t~is funções mostremos, primeiramente, que elas 

são linearmente independentes. De fato, sejam c
1

, c
2

, ... , cn constan­ 

tes tais que: 

y(x) = xlyl(x) + º2Y2(x) + ... + e y (x) o - n n 
... 

então: y(x) y, (x) = Y(n-l)(x) o particu- tem-se - - ••• - donde, em 
lar, y(xo) :;; y' (x ) ; .... = y(n-1\x ) = o . Um pequeno cálculo, em o o 
que se levam em conta os valores de y1, ••• ,yn e suas derivad~s no ponto 

x , levam-nos a: o 

e ( n-1) ( ) = y X n o 

donde 

independentes. 

••• = e = O n e as funções são linearmente 

Mostremos, agora, que qualquer outra solução pode ser escrita 
combinação linear de Y1,•••,Yn· De fato, 

, 
solução de como se y e uma 

L[y] :;;: o t estará definida no ponto X ' sejam então o 

b 1 = y(n-l)(x) 
n- o 

Consideremos a função 



que certamente é também solução da equação diferencial linear homogênea 

(III.5). Ora, um c~lculo direto nos mostra que: 

z(x) = b = y(x), z'(x)::: b
1 

= y'(x) , ••• , z(n-l)(x )=b =Y~-l)) 
o o o o o o n-1 (Xo 

isto é, em x
0
, as soluções z e y satisfazem as mesmas condições ini 

ciais devendo, portanto, coincidir em todo o intervalo pela unicidade de 

soluções. 

Fica, então, demonstrado que a ~imensão do espaço das soluções 

de L(y] = O é n. Uma base de tal espaço chama-se sistema fundamental 

de soluções da equação linear homogênea L[yl =O. É suficiente, então, 

conhecer um sistema fundamental de soluções, ou seja, n soluç~es linear 

mente independentes. Em geral, no ~ntanto, é trabalhoso verificar se n 

funç;es são, ou nio, linearmente independentes. Veremos como se contorna 

esta dificuldade, com uma condição para verificar a independência linear, 

chamado Critério do Wronskiano. 

Em geral, dadas n funções y1, ••• ,yn ~ &(n-l)(Ja,b[) , defi­ 

ne-se o dete_rminante de Wronak;z: ou o Wronskiano destas funções (que se in 

dica com W[y
1

, ••• ,yn] ou W simplesmente) do seguinte modo: 

yl(x) 

y1(x) 
... 
... 

• • 9 • • • • • • e 1t • r • • • • • • • • • • • • • • • • • e • • • • • • • • • 

(n-1)( ) y X 1 
(n-1) ( ) Y-:, X 
i;;. 

y (x) n 
y, (x) 
n 

PROPOSIÇÃO III02• Se as 

são linearmente dependentes, então 

funções y
1
,. ••,Yn E:. t<r:i-l)(]a,b[) 

W[y1, ••• ,yn](x); O. 

existem constantes 

Se y
1
,y

2
,.,.,yn são linearmente dependentes, 

e não tÔda~ nulas tais que: º1., e 2' • • • , n ' .... 

(1) 

e, então, também, suas n~l primeiras derivadas, isto é: 

(2) ... + c y' (x) - O n n 

. . . . . . . . . . . . . . . . 
(n) + ••• + 

. . . . . 

As equações (1), (2), ••• , (n) formam, para Ccida x, nao tri­ 

viail e isto se dá, quando, e somente quando, o determinante da matriz 
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dos coeficientes f~r nulo, isto~, W(x) 5 O. 

A recíproca, em geral, n5p; verdadeira, como se pode ver no 

exemplo seguinte. S~jam ~s funções 

X < Ü o 
_,. 
/ 

/i1(x) 
Y:i, <x) F l - - X e 

...... ;::·;;m::::i:õ ( ( 
e 

j l 

-~x) 

X e 
y2(x) = l o 

o 

X > 0 

X ( 0 

X > 0 

estas funções são infi~itamente deriváveis, seu Wronakiano ~ idênticamen­ 

te nulo, mas se c
1
y
1 

+ c2y2 ~O, tomando para x valores negativos 

tem-se: o
2 

= O e tomando valores positivos tem-se c1 =O, isto é, y1 
e y

2 
sio linearmente t~dependentes. Acontece, eqtretanto, que se as n 

funções são soluções de ~ma equ~çªo d~ferencial linear homogênea, de or­ 

dem n, então vale a recíproca da Propoqição III.3, ou mais exatamente: 

,: 4- S f .. ,;(n) - _!:R~POSf,9~~ I~I~ ... ; e n ,un9oe,~ yl, ... ,yn E. 1J (]a,b[) ~ 

so:\;uGÕes de, uma, mesma eguasão lin,ear ,hogogênea ~e ,o;r:~em, ~sto é, 
L(yi] :: O , ;ii:;_1,z- ~ H ,n • Ent;ãp,, ,:5~ r1 ,12, •,. ,yn são linearmente inde 

pendentes,, seu V~ro,n~kia9p ~~o se auu~iJ.ffo ~~" to,1,º ,o,,in,trr:~alo ) a, b L , ~ 
to é: - vv(x) -J, o ·V x : a < x < b 

Sob as 
nhamos 

Demons\ra9,ã.,9,: façamos a demonstr~ção por r~dução ao o.bsurdo. 

hipóteses acima, s~ponhamos ~ue n~m pon~o x
0 

a< x
0 

< b , te- 

W(x) ~ O , entio o sistema linear nas inc~gni·t06 • o ... c1,c2,··,cn. 

( III. 9) 

clyl(xo) + º2Y2(xo) + 

clyl(xo) + c2y2(xo) + 

. . . ' . . . . . . . 

••• + e y (x) = O n n o 
•• , + e y'(x) ~ O n n o 

• • . . . ' . . ' . . . . . . 

admite uma eolução não trivial 

Coneideremoe então a tu~çãpi 

••• ' o n 
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:m que c
1
,c

2
, ••• ,cn Ó a soluç40 não trivial de (III.9). A. função y(x) 

e soluçio da equaçio homog;nea e mais: 

y(x ) :;: O , 
o 

y'(x ) = O o ' ... ' 
donde, pela unicidade da solução com tais condiçÕeB iniciais y(x) E: o 
(pois a funçio id;nticamente nula; soluçio de L(y] = O que em x o 
sume, ela e suas n-1 primeiras derivadas, o valor zero). Sendo 

lin~armentij indep,ndentes, conclui-se que y(x) 

::; e 
2 

to, 

~ O e Yi,•••,Yn 
= ••• =e = O o n 
vi(x) ~ O • 

que é u~a contradição, 
º1 = 

Devemos ter sempre, porta~ 

Desta demonstração oonclui-9e, imediatamente o seguinte: 

as- 

COflOLÁRI~: S~ as funções y1, ... ,yn s;~ soluções da eq~a9ão 

difer7ncia~ lj.riear homo5ênea ,de ordem n e se eeu ivronskiano ~ diferente 

§~ zero nu,ll! pont,o ,,do ~a~x.rvl;).1-.,~ J a, o l , ,f.,Ux~R, o,,~,rons1c~ano ~erá ~ão nulo 
ªfll tod,oa 9s, pontos d~ ] a, b [ ~ as f4e961s, s~rÃo l~n~armente inde;eenden- 

tes. --,.... 

Um resultado um pouco mais forte que êste corolário é o Teore­ 

ma de Liouville, que ve~emos ~ ~egµir ~ pelo qu~l ije pode calcular o va­ 
lor de W cm qualquer ponto sendo conhucido seu valor num ponto de inter ... 
valo ] a, b [ • 

_ção 
TEOREMA DE LIOUVILLE: 

' '' ' 4/ (\ 

dif e,rc,no~al, l~ne\~~ fº!Aº.&~n~ 
W(yl ,Y2, • • • ,yn) t t~s,.se, ,par"} 

S/d*3;m 
t (;y J ;:; 

Y1,y2,•••,Yn 
O de ordem 

soluç~es da equa- 
' 

n • 

w ;;; e - 

(III.10) r 
..- 

"' A1(t) 
- 

w<x) d(x) dt 
.;: exp z 7- l""Z t) _,, 

o o < 
X o 

,/ 

Demonstração: 
' 

Sendo 

yl. Yz ... Yn 

y' y' ' ' . y' 

w 1 a n 
;:: .................... ,.,,, .... , 

(n-1) (n-1) (n .. 1) 
y+ Y2 ... Yn 

calculemos sua derivada, que serl a soma de determinaptes, cada um dos 

quaia obtido ~e W pel~ de~iv~Qâo deu~~ +inna, O~ª' as parçelas obti• 

das poia derivação ~a lf, ~f,,,, <n~1)~éstw~ li~has ~erio nula~ pois 6~ 
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d l. has iguai0 Temos, então: rão determinantes com uas in w• 

w = 

.. ' 
y' n 

••• ,. •••••• ' •••••••••••••• t •••• 

... 

Sendo Y1,Y2,•••,Yn soluções de Llyl = o ' podemos substituir: 

(n) Al (n-1) Â2 (n-2) Â n y. = y. y. - ... - yi 1 A 1 A 1 A o o o 

e, novamente, obtemos W' como soma de n determinantes, dos quais, os 

(n-1) Últimos anulam-se por terem duas linhas proporcionais, resultando o 

seguinte: 

y' 2 y' n 
• t • • • • e e e • li CI • e • • • • e • e e • • • e e • • • 

(n-2) 
Yn 

(n-1) 
yn 

isto,, W ~ a soluçio da equaçio diferencial 

W 1 (x) = 

... 

A
1
(x) 

W(x) - A (x) 
o 

a < X < b 

que no ponto x0 assume o valor W(x0) • Tem-se, então, por integraçao, 

a fórmula (III.10), o que prova o Teorema. 

n 
A fórmula (III.10) prova, mais uma vez , que o âronskiano de 

soluções de (III.5) ou é idênticamente nulo ou nunca se anula (neste - 

Último caso, as n soluções formam um sistema fundamental de soluções). 

Mais ainda, mostra que O vvronskiano não depende do particular conjunto de 

soluções que se tome, mas apenas do valor dêste wronskiano num ponto do 

intervalo. 
de modo que 

, 
Isto e, se Y1,.,.,yn, z1,,,.,zn são soluções de (III.5) - 

então teremos: 
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O Wronskiano nos permitir,, ainda, dizer quando é possível 

construir uma equação diferencial linear homogênea de ordem n que tenha 

como sistema fundamental de soluções um conjunto de n funções dadas pri 

viamente. Isto faremos na proposição seguinte: 

PROPOSIÇÃO III.2: Dadas n fun~Ões n vêzes continuamente 

diferenciáveis em ]a,b(: y1, .•• ,yn € '6(n (]a,b[) a condição necessi 

ria e sufipiente para que exista uma equação diferencial linear homogênea 

de ordem n da qual as n funções acima sejam um sistema fundamental de 

soluções ê que W(y
1

, ••• ,yn](x) /:. O para todo x, a< x < b. 

Demonstração: Que a condição é necessária já foi visto na pr~ 

posição III.4. Vejamos que é também suficiente, supondo 

•iJ [ y l , • • • t y n] ( X ) /:, 0 

e construindo uma equaçao L(y] =O, de ordem n, da qual as funções 

Y
1

, ••• ,yn sejam soluções e, então, pelo Corolário da Proposição III.4 

elas formarão um sistema fundamental de soluções. 

Definimos L(y] do seguinte modo: 

L[y] = 

... y 

y' 1 
y' 2 

... y' n y' 

•••••••••••••••••••••••••••• o, •••••••••• 

(n-1) (n-1) (n-1) (n-1) 
Y1 Yz ... Yn y 

(n) (n) (n) y(n) 
Y1 Yz ... Yn 

L[yJ está bem definida, pois as funções y1, • •• ,YnE: ~n\la,b[). 

A. equação di-feP-encial li-n-ear homogênea L[y] = O 

já que, para a< x < b, se tem: 

A 
O 
( x ) = W [y 1 , • • • , y n] ( x ) 

, 
e de ordem n 

pois êste é o coeficiente de 

A
0
(x) j O, a< x < b • 

nante que define L[y] 

(n) y no desenvolvimento de L[y], e então 

.Uém disso, fazendo sucessivamente, no determi- 

y - Y1, y = Y2, ••• t y = y ' tem-se que n 

L(y2] = o ' ... ' L [y ] :;:; o n 

o que demonstra completamente a proposição III.5 • 
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EXEMPLO: as funções x e sen x , que são infinitamente de r:'. 

w 
X sen x 

7 .,_ COS X 
= x cos x ··- sen x 

Como W(x) = O x =O, podemos construir, para x / O 

uma equaç~o diferencial linear homog;nea de 2, ordem da qual x, senx 

sio um sistema fundame~tal de soluç;es. - , Esta equaçao e: 

X sen x y 

1 COS X y' = o 
o ..., S0:J. X y:1 

ou: 

(x c o.s x ... senx) y:' + (x s e n x ) y' ·· (se:::ix) y = O 

r, r• ·" 

Qualquer ao Lu ç ao d2 e quaç ao ac í.taa ae r a , portanto, da forma: 

III.4 ABAIXAMENTO DA ORDEM DE UHA E;~u~c.íio DIFERENCIAL :,:aJ&lR HOMOGÊ- 
NEA NA 3UA RESOLD(!P.0, V:Lnos que conhecido um sistema funda- 

mental de s o Luç oe e da e q u aç ao Lá.n e a.r hc;:nogÔ"·"r.rn T,[y] = O , estão c onh e c.i : 

das t~das as suas soluç;es. At; aqui, no entanto, não se viu nenhum m;tE 
do para determinar um sistema fu~damental de soluç~es. De fato, no caso 
em que os coeficientes ~ ,A,, ••• 1A o ... n 
mesmo1 métodos elementares que resolvam o problema em sua generalidade. 

" 
nao sejam constantes nem existem 

Tem-se, no entanto, o seguinte resultado: 

PROPOSIQ_Á'.0 III.6~ Conhecida_uma soluç_ão I>ª!ticular y
1 

~ 

e~~ação (III. 5) L (y] = O , de,. ordem n , P!?Lmeio_ de upi.a transformação t. 

é pos~~..Y!3-~ reduzir a i~eE,'J~.uçao desta eg,uação à __ J:_esolu5~A--ª~-~~~ª-~-~_as~º­ 
diferencial linear. homog~ea de 0Tdem n-1 . 

Demcn s t r aç e.o: _s __ , ,.,_._,,,..,.,_ 
como: y = Y1V 
= o . Têm-se, 

de (O) 

(l) 

e z = v' 

Co~siderarnos as vari~veis 

ent;o, por derivaç~es sucessivas: 

V e z definidas 
~ .. 
e a soJ.uçao p ar-t í.c- . .üar de L[y] = 

y = Y1V 

s ' "'Yi Y + Yl[z] 
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(2) Y" = Yf v + ~[z,z1
] 

••••••••••e•••o••••,••••••••••••••• 

(n) 
(n) (n) () [ , (n-l)] Y = Y1 v + ~ z,z , ••• ,z 

em quê i
1
[z1 1-z[z,zt] , •. .,_ in[z,z', ... ,_z(n-l)] são expressões li­ 

neares em seus argumentos, com coeficientes dependendo da x. Multipli­ 

cando a relação (O) por ~n , relação (l) por Ji.n-l , (2) por An_2 , etc 
etc,,,, atl a relaçlo (n) que deve ser multiplicada por A0, somando 

as relações obtidas, obtém-se: 

L [y J = L [y 1] v + L [z] 

em que L(z] 
ordem n-1 • 

é um operador linear envolvendo as derivadas de z até 

Tem-se ~ntão o seguinte: 

L (y J = O 

a 

~z=~·> i[z] ::; o 

Isto é, resolve~qe a equaç;o difer~ncial q~ ordem n-l 

soluções da equa9ão L(yJ ~ O serão d~ forma 

y = Y1 r z dz 
em que z é solução de L[zJ g O• 

:í: [zJ = o e as 

Consideremos o operador 

(III.11) 

em que 

+ A 1y 
1 + A y n- n 

são constantes (reais ou complexas) e A -/. O. 
0 

A 

... equaçao 

(III.12) L[y] = O 

será, entã.o, Ulllé,l. equação diferencial linear homogênea, de ordem n ~ 

coeficientes constantes, 

Sendo A
1
(x) a Ai constante, os coeficientes de (III.12) 

funções definidas e continuas em tÔda a reta. De acÔrdo çom o qµe foi 
., 

visto no§ III.2, port~nto, esta equaç- diferenci$l Jdmite sol~ç~es 

bém definidas em tÔda a reta. 

- sao 

tam 

.. 
No capo J?artioul~r em ~u~ n ~ l , tem~se a equaçao de 1~ or- 

dem 
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s ' + â..y = O 

cula ac.Luç áo ge r a.l , c.on f oz-me o que se viu no 19 capitulo, é da forma 

y(x) ·-~ = e e 

Insp:i.rados neste caso, procuremos soluções de (III.12) da for- 

ma 

(III.13) 

Sendo 

tuição: 

Como 

À.X y = e 

(k) k ?\x y = ~ e para k ~ 1,2, .•. , tem-se, por subst! 

[ ÂxJ [ "'n í\n-1 '\. ~x L e = A0A + A1 +, •• + Ân-l~ + An] e 

À.X .L d e ,~ O para to o x 9 tem-se: 

L ( ~ ~=] e :.:, 

, 
função /\ JC ,•,, 

ao Luç ao da 
.. 

diferencial isto e, a e e equ.açao 

somente quandc~ " fÔr raiz do po1inÔ .. -:i:i o e ,., 
L [y J = O quando, 

(III.14) 

" 'I obtido da equaçao quando Ge troca 7 por A e ordem de derivaçio por ex- 

poente, O polinÔ::u:i.o L(À) d e f'Lna do ern (III.14) diz-se E.?linÔmio caracte 

r.1stico ga_ e_g,Aa,_ç~o A~J~:r:§.~S):..ê1 L[y] = O e a e qu aç ao L(/\) = o diz-se 

eqU!:,9.ii'2.. ca:,:·act2.r:f.s_tica da e quaç ao j_iferer:.cial L[y) = o • 

Sendo assim, conhecida uma raiz ~o do polinÔmio caracteristi 
M ~0x - 

cotem-se a soluçao y = e da equaçao diferencial (J:rr.12). Veremos 

que o conhecimento de t~das as ra!zes de L(~) = O permite a construçio 

de um sistema fundamental de soluç5es de L[y] = O e, consequentemente , 

ficam determinadas t5das as so:uç~es da equaçio dada. Distinguem-se dois 

casos: 

III.5 .. 1 - O º., -~ nÔ··~io caracterlsti~n tem n p _,_ .... , , ..... 

~- da equaçao 

distintas, 

então, Â~ ~ Ã2 ,•o•~ Àn as ~ 

caracterlstica L(~) =O~ e suponhamos que sejam duas a duas 

isto~~ ~- J ~J. se i # j • Pelo que vimos anteriormente J. 

f 
raizes distintas: Sejam, 

r~{~es (reais ou complexas) 

as n funções 

/\2X 
e , • • • , 

À X n e 
H H ~ 

sao s:.,luçoe,~ da e qu aç ao diferencial (III, 12): L [y] :; o • Demons·.:.remos 
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que estas funções são linearmente independentes formando, portanto, um 

sistema fundamental de soluções da equação (III.12). Isto encerra, neste 

caso, a resolução da equação diferencial L[y] =O, pois teremos então 

que Y será solução de L[y] = O se, e somente se, y fÔr da forma: 

(III.15) 
'\ X i,n 

+ ••• + c e n 

De modo mais geral, mostraremos a seguinte proposição: 

ES,.OPOSIÇÃO III.7: 
complexos) t_&s que À.~ À. 

l. J 
:>..1x 

e 

Sendo ~l , Ã2 r•••, Ân 

para i ~ j , então as n 

~2x 
e , • • • , 

I\ X n 
e 

números (reais ou 

funções 

- sao lineaz:.m_!:)_p._te independentes. 

Daremos duas demonstrações: uma delas aplicando o critério do 

~wronskiano e a outra diretamente pela definição de independência linear. 

1~ demonstraçª9.: calculemos o Wronskiano das funções em ques- 

tão: 

ÂlX -,,2x /\ X n 
e e e 

'A X 'Ã X li X 

\e 
1 ).,e 2 

"' e 
n 

n 

~l X ?-, X] "' 

w[e , • • •, e n = ')1.2 
/llX 't,,2 "2x 11.2e 

Ànx = 
le 2ª n 

• • • . . . . . . . . . . . . . . 
)-1 X 

~-le 
À2x Ân-le 

>, X 

~n-1 
n ... 

1 e n 

1 1 1 

~ '. 

,.n-1 
1 

?f-1 
2 

n-1 
~ 

... 
e este Último 

donde, como 

, 
é o determinante de Vandermonde dos numeras 

~ + A + ... + À = - A1/ A0 , temos: 
1 2 n 
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W [e\ x ' • • ' • , e Àn x J = e TT 
i>j 

(À. - /1.) / o 
J. J. 

já que, por htpÓtese 

Pelo corolário da Propo.sição III. 4 , fica visto que as n fu!! 
.., 

'i oes )ilx 
e ' • • • ' 

~ X n e 

são linearmente independentes. 

2~ demonstraç~o: faQ~moNla por in4µção sÔbre n. Se n; 1 
, ' "' ~X tem-se uma unioa funçao e que é linearmente independente por não ser 

nula. 

Suponhamos a pro~osição damon~trada para 
. , 

n-1 , isto e, 
..., ., 

.•. , µ l sao numeros distintos dois a dois: n ... 
então as funções 

u. -/.u. 
l. J 

se 

se 

t • • • t 

U 1x n- e 

são linearmente independentes. Mostremos, então, que êste resultado é V! 
lido também para as n funçÕe~ 

),.. X n e 

em que ~1, "2, •••• , ~n 

fato, suponhamos que c1, 

(III.16) 

- , sao numeras tais que ~i /. Àj 

c2,,,,, ºn sejam tais que 

+ • • • + 

tem-se, então, multiplicando (III,16) por 

(III.17) 

-\x 
e 

- o 

( ~ -À )x 
e e n 1 
n 

para i /. j • De 

- o 

e, por derivação: 

(III.18) 
(À -1\ )x 

+. • •+ O, -À )e e n 1 
n l n - o 

Sendo ).1' "'2' À dois a dois 
, . ' . ' n distintos o mesmo se dara 

n•l " "a .. Àl com os numeros: lJ,l ::. t µ~ = À - À 
3 1 , ... t 

u l = ). - Àl e' pela hipótese de indução, as funções n- n 
(i-.. .. >._,)x 

e 2 J. ' . . . ' 
(>-. -A )x n 1 e 
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são linearmente independentes, donde, valendo (III.18), temos: 

( '...\_ - À ) c = • • • = ( À - À ) e = O 
2 l 2 n 1 n 

que nos dá, como para i t l 1 
••• ::: e = O n 

Se:.dq assim, de (III.17) tiramos a í.nd a c1 = O donde se con­ 

clui, finalmente, que as fuílções 

À X n 
e 

sio1linearmente independentes. 

EXEMPLO: _ .. _ Resolvamos a equaçãQ diferencial linear de 3~ ordem: 

y Ili + y li - 2 y 1 = o 

cuja equaçio caracterlstica 

zes: Ãl = O , Ã2 = 1 e 

t( + f - 2À 
i\3 ;:; ... 2 

= o tem as seguintes ral- 

.. , 
A soluçâo geral da equaçao diferencial dada sera, portanto; 

As constantes c
1
, c

2 
e c

3 
podem ser determinadas se exigir­ 

mos que a solução da equação diferencial satisfaça às condições iniciais: 

y(:x: ) :::: b ( ) 11 ( ) b . d 1 .. d 
0 0 

, y' x
0 

== b
1 

, y x
0 

= 
2 

por meio a resa uç ao e um 

sistema linear de 3 equações nas 3 incógnitas c1, c2, c3. Esta solução, 

certamente, será Única • 

.Q.b~Y-~-q_~_(l__]~ra ç__ca~.2....~JB que os coeficientes 

.ê.~j~odos reais~ tudo o que se fêz até agora é válido ----~-···- real ou complexo, ou seja, os coeficientes da equação diferencial podem 

ser complexos, e suas soluções podem também a~sumir valores complexos. 
Ali" _, · /\X "' as, as soluçoes determinadas acima, da forma e sao, em geral, fua 

çÕes com valores complexos, pois II é raiz de um :polinÔ.nio. 

A,A1, .•. ,A. o n 
tanto no caso 

M , 

No caso em quij a equaçao diferencial seja real, isto e, tenha 

todos oa coeficientes reais, sendo preciso, é poss!vel obter da expressão 

(III.15) uma outra que dê as soluções f2~i~ da equação diferencial. 

Si:,.:pm .. ,!,u.mos, então, que os coeficientes A0, A1, •.•• , An 

L [y] = O se ja.m todos reais e seja t.0 = a + i b uma raiz complexa 

real) do polinÔmio caracterletico L(Ã) • Vej~mos que também T o 
de L(~). De fato, sendo r~~i~ QS coeficientes temos °A:= A. l J. 

i = 0,1, ••• ,n , donde concluímos: 

de 

(não 
, 
e raiz 
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__,._..,,. -n -n-1 - 
O = L ( 1,~ ) .: A Â. + A1 À + • .. + A l ,\ + A = L ( 'A ) 

o o o o n- o n o 

Temos, entio, neste caso, duae soluç~es da equaçio diferencial'. 

y = 
e 

y = 

ÃoX a:x:+ibx e = e 

ax-ibx e 

Sendo y e y soluções, qualquer combinação linear destas 
duas também é soluç;o, assim sendo, ~s funções Y e Z definidas abaixo, 
são também soluções da equação diferencial. 

y 1 - ;::: 2 (y + y) 

e 

z = }i (y - 'y) 

= ax 
e cos bx 

ax = e sen bx 

As soluções Y e Z são funções com valores reais. Deixamos 

a cargo do leitor ver~ficar que seu~ conjunto de funções que inclua as 

funções y e y é linearmente independente e mesmo se dá com o conjunto 
obtido dêste pela substituição de y e y por y e z. 

Em resumo, se os coeficientes da equação diferencial L(y] .: O 
são constantes reais, a cada raiz complexa 

ter!stica L(~) = O corresponde uma outra 

À X o e 

~ não real da equação cara~ o 
~ e as soluções complexas o 

e 

podem $er substitu1d~s na expressão (III.15) por outras duas com valores 

ruais, de modo a formar, ainda, um sistema fundamental de soluç~es. 

EXEMPLO: - Resolvamo~ a equaçao diferencial 

y "' + 3 y o + 3 y 1 - 7 y :-:: o 

que tem como polinÔmio caracter:f.stico: .,,\3 + 3,,f + 3). _ 7 

- __ 11 = -2 + i J3 e À
3 

;:;; ~
2 

= -2 - 1· ./--.3 sao .Âl 1 , 2 

f , cujas raizes 

Da expressão (III~l5) tem-se a solução geral: 

x (-2+i J3 )x (-2-i /3 )x ele + º2 e + c3 e y = 

Se, porém, procuramos soJ.w:;ÕAi:; .i."'e~ai~, devemos considerar a so­ 
lução geral noutra forma, de acÔrdo com a observação acima: 
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Esta segunda forma da soluçio geral apresenta vantugem sobre a 

primeira. D f t t t t e a o, enqu&n o as cons an es c1, c2 e c3 assumem valores 

reais na segunda forma da solu~io geral t;m-se t3das as soluç~es reais da 

equação diferencial, mas se admitirmos para c1, c2 e c3 valores comple­ 

xos quaisquer teremos, novamente, tad~s as soluções obtidas na primeira - 

forma. 

III.5.2 O olinÔmio caracterfstico tem raizes mÚlti las: Sejam, en- 

tão, >-1' À2' •••. 1 '\i 
dades 

as raízes de 

respectivamente. 

L(Ã) = O 

t claro que 

com multiplici:_ 

"i + ••• + mr ::; n • 

Lembramos que À ! raiz de L('.l\) , com mul tiplicictade m se, 
o 

e somente se, podemos escrever 

(III.19) 1(11) :; ('A .. "o)m 11 (À) 

onde 11 ('Ã) 
, 

polinÔmio tal 1/\) /. o Equivalentumente, 
e um que . 

, somente 
e raiz de L( ',>,.) com multiplicidade Ili se, e se, 

(III.20) L(" ) o 
:::L1(Ã)= 

o 
... e 

Sendo Â uma raiz de L(~) com multiplicidade ro, procure­ 

º mos soluções de L[y] = o entre as funções da forma: 

y = p(x) 

Calculando as derivadas sucessivas de 

grade Leibnitz temos: 

p(x) 
ÀX 

y :;: e 

y' ÀX( ), p') = e p + 

y" :::; /xcp1 + 2p'À. + p" ) 

. . . 
(n-1) 

y 

(n) y 

. . . . . . . 
ÀX 

== e 

. . . . 

= 
J\X 

e 

y = p(x) 
/\X 

e pela re- 

. . . . . . . . . 
+ ••• + 

[ 
n (n) , n-1 (n) 

pÃ + 1 p /1 + 2 

(n-1)7 p J 

11 n-2 p i\ + ••• + 

que, substitu!das na equação diferencial 1[y] =O, nos dão: 

L(p(x) e~·x] = 01\.X[p(x)L().) + p1(x)1'(À) + fr p11
(x)L"(\) + 

1 (m-1)( ) (m-1)(').) + _mlJ p(m)(x)L(m)("') 
+ (m-l)! p x L ,, A 

• • • + 
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Fazendo, agora, 

tem-se: 
A= ~ raiz de L(A) , com multiplicidade m, o 

.. \,X1 
t[p(x) e + ••• + 

donde 

L(p(x)/ox) = O = ;Jr /ml (x)L (m) ( \) +- • •+- ¾; /nl (x)L (n) ( ;\,l ~ O ' 

e esta Última condição estará satisfeita se, por exemplo, p(x) fÔr um 
polinÔmio qualquer de grau no máximo m-1. 

Conc.Luã.mus , então, que se '>. é uma raiz de L( >.) = o ., com 
o >-ox ,.. multiplicidade m a função y = p(x) e , onde p(x) é um polino- 

m:Lo de grau < m-1, é solução da equação diferencial L[y] =o. Uma 

raiz \ de m~ltiplicidade m dá, portanto, lugar a m soluções linear­ 
mente independentes1 bastando que para isso se tomem m polinÔmios li• 

H ~earmente independente$ (de grau 5 m-1), o que é posslvel pois a dimens~o 

do espaço vetori~l de tais polinSmios ~ m. Por exemplo, as m funç~es: 
'A X o e 

/\ X o 
X e ' . . . ' m-1 X 

À X o e 

são m soluções linea~mente independentes ~a equação diferencial L(y]~~ 

Voltando à hipótese do início dêste parágrafo de que 

~l , ~2 , ••• , Ãr seja~ aq raízes de L(Ã) ~ O com ~ultipliciqades 

ml, m21 ••• , mr, respectivamente, a caàa Âi çor~espondem as soluções 

~ix 
pi (x) e 

em que pi seja um polinÔmia de grau ~ m1-1, para i; 1,2, .•• ,r. 

mo m + m + ••• + m ~ n, co~str~imos com o processo ~cima n l 2 r 
çÕes da equação diferonci~l linear homogénea, com coeficientes constantes, 
L[y] ~O, a s~ber: 

À1x e 

solu- 

"lX 
X e , •• o ' 

Co - 

À2x >--2x m2-1 À2x (III,21) e X e ' ... ' X e 

• • • • • • • • • • • • • • • , • • • . . 
/\ X '\X m -1 À X r r r e X e ' . ~ . ' X e 

Teremos resolvido, completamente, a equação diferencial 

L(y] ~ O se moatrarmos que as n fuµçÕe~ em (JII,Zl) s~o linearment~ 

i~d~pendentes. Tendo mostpadp isto, em (lll-21) te~emoe um sistema fund! 



mental de--~"'u.ç.o"' "'S. e. d d ~-""'+- = - po emos izer que 

formal 

(III.22) 

L(yJ ::: o 
I se, e eo s e., 

"2x e + ••• + p (x) r· 

>-_ X r 
e 

y fÔr da 

Pi são poli,r+Ôm;i.os de grau. ~ m1.,1 , i = 1,2, .... ,r • 

A ~idependincia linear dae soluç6es {III,21) ficar, provada 

com a seguinte proposiçio~ 

em que os 

complexos) 
quaisquer, 

p~qf,Oyf Q~2 ,JI~ \ ~ 
tç1,;i.s que \. ~ Ãj 

então 

.. Sendo )111 "2,, • •, \, números (reais ou 

vara i ~ j e Pi~ Pz,···, p~ pol~nÔmiOij 

p (x) !! O. r 
,P.;'f.!}9:Sf!ltr~g2?: Ser& fE;iita por ;i.p.du9éo sÔpre r , De fato, p&,. 

r~ r ~ l a proposição é ve+dade~ra porque 

p(x) e~x ~ O ~~=•• p(x) e O. 

SupQµ.bamos o :r;"eç;ul 1:ia.qo vàl4,iio Pª-"1;1. rrrl , :l,.sj!:o é,, se 

µl' µa' ,., , µr•l são distintos dois~ dois e ao 41, 42 ,,.,, 4r-l oão 

Polinômios dg modo que lJ. X 
;r ... l i= o 

e - 

e~tão oc polino~-4os q q '"' ~ 'l1 t 2' • • ·' r 
_, ,. 

sao tod9s identicamente nulos, 

Mostremos então que a proposição vale para + • Sejam, portan 

to, Àl, >-
2
, ~ 

1
., ".r nt1merQ$ ~a:i.'3 que /\i /, Àj para i F- j e 

Pi, P
2
,~·,1 pr po~i~ômios taia que 

(IIJ:.23) 

Se s é o ~rau de p
1
\x) e s~ derivamos a reiação (III~23) 

s + l vêzes obtemos ~ma expressão da for.ma; 

(III.24) 

em qu~ 
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porque envolvem derivadas de pi , somente, logo qi tem o mesmo grau 
que Anlicada, então, a hipótese de indução, de (III.25) conclufmos pi. J:' 

que os polinÔmios q2, •• ,qr são idênticamente nulos, logo também são i­ 

d~nticamente nulos os polinÔmios p2, ••• ,pr. Levado ~ste resultado em 

(III.24) conclui-se também que p1 s&ja idCnticamente nulo e est~ prova­ 
da a Proposiçâo III.8. 

EXEMPLO: Resolver .. 
a equaçao diferencial 
(4) 

y - y" = o 

Sua 
... 

caracter:1.stica, ~4 -/ o tem raízes: 
equaçao - = as 

o multiplicidade llll 2 ( 

simples Â l 
), = ' com i:;; 

' e as rai.zes = 1 
2 -1 A solução geral, de açÔrd.o (III.22) 

, 
da forma: "3 = • com sera 

y = 
, 

em que p1 e de grau < 1 , p
2 

ção geral pode ser escrita como: 
e - sao de grau 

-x e 

O, isto 
, 
e, a sol.!:!, 

y = 

Observação para o caso em que os coeficientes A ,A, •.. , A ---· - ' o 1 n 
cejam todas reais: Cabe aqui a mesma observação feita anteriormente 

pois, ainda quando a equação diferencial dada tenha coeficientes todos 

reais, a expressão (III.20) pode dar soluções com valores complexos. É 

fácil verificar que o mesmo raciocínio usado anteriormente pode ser aqui 

aplicado para obtermos soluçÕe~ ~eais quando os coeficientes da equação - 

dada foram todos reais. De fato, se L(Ã) = O é uma equação com coefi­ 

cientes reais e se \ .:: a + i b é raiz de L(/\) com muJ,tiplicidade m , 
então vê-se imediatamente ~e (III.20) e porque 

i = 0,1,2, .•. 

" = que 
0 

cidade 
a - 

Se '--o .. 
soluções da equaçao diferencial 

m • 

ib 
, , 

sera tambem raiz de L(Ã) = O , , 
e um numero complexo não real, temos, então as 

e com a mesma multipli- 

2m 
L [y] = O : 

(III.26) 

~~ /\OX 
m-1 /\ X o e X e ' .... ' X e 

- -.- - ~OX \.X 
m ... :i Â X o e X o ' •••• ' X e 
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Substituímos, anàlogamente ao que se f~z atrás, cada par 

k 
X 

Â X o e (k = 0,1, ••• ,m-l) 

pelo par de soluç;es obtidas como combinações lineares das anteriores: 

k ax cos bx 
b ax sen bx 

X e X e 

Temos, então, as 2m soluções 

ax bx 
ax bx 

m-1 ax bx 

(III. 27) 
e cos ' 

X 0 cos ' 
... ' X e cos 

ax ax bx 
m-1 ax bx 

e sen bx ' 
X e sen ' ... ' X e sen 

,· 
e as combinações lineares destas, com coeficientes reais, dão: 

ax p(x) e coa bx 

onde p e 

ax q(x) e sen bx 

Ainda aqui, se num sistema fundamental de soluções trocamos as 

sol .. uçoes (III.26) pelas soluções (III.27) ficamos ainda com um sistema 

fundªmental de soluções. 

q são polinÔmios de grau < m-1 • 

Repetindo o raciocínio para todo par de rafzes complexas conj~ 

gadas de L(Ã) obtemos um sistema fundamental de soluções reais. 

EXEMPLO: 
- Ao resolver a equaçao diferencial 

y(4) + 2 y(3) + 3 y" + 2 y' + y =o' 

cujo polinÔmio caracterfstico é: 

com d~as raizes duplas: 

= - 
e 

1 
2 

i u. 
2 

(~ = m2 = 2) temos a solução geral 
t 

l fi.)x l 
r-, 

(- - + i 
(- - - i 'º-)x- 

p(x) 
2 2 q(x) 

2 2 
y = e + e 

p e q polinÔmios 1~ grau. Â solução geral real • 
do 

sera por tanto: - 
l 

C06 f X+ r ... 
--x 

y 2 (p(x) q(x) sen -f x "j 
= e 

com p e q polinÔroios de l <? grau ou: ' 
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J. --x 2 y = e 

em que tomados c1, ~2, c3 e c4 reais temos t;d4s as soluç5es reais, mas 

admitindo para estas constantes valores complexos quaisquer temos t~das 
as soluções. 

III.5a3 - Em gue se ~~tuda ,a e
1
9ua

1
ção diferencial linear de 21:f ordem: 

(III.28) a y" + b y' + cy ;:;; O 

homogênea, com coeficientes constantes e tais que a> o, b > O 
e > O • 

e 

N 

Esta equaçao diferencial aparece, por exemplo, no estudo das 

oscilações de um corpo suspenso por 

uma mola, levando-se em conta a r~ 

sistência do ar. A variável x = t 
seria o tempo, y o afastamento do 
corpo da posição de equilÍ.brio 

o a = m a massa dêste corpo, b co~ 
f:i.ciente ligado ' .. 

do ar a resistencia 

y 
e e coeficiente ligado à eletric1 
clade da mola. 

A equação caraoteríst~ca de (III.28) é: 

2 
aÀ +bÃ+c:::O 

' .. cujas ra~ze~ sao 

Façamos b 
h = - • 2a 

- b ,:!;. Jb2 - 4ac 
2a 

Distinguem-se 3 casos: 

jb2 - --, 
19 caso: b2 - 4-ac > O~ Inq.icamos 4ac 

k e ter --- com ' Âl 
2a - mos as duas r-aa z e e simples: ::: .. h + k e À = - h - k A soluçao 2 . 

geval sará da forma; 

(-h+k)t (-h-k)t ( e-2kt) (-h+k)t y = º1 e + c2 e = cl+c2 e 

que terá uma d~s formas abaixo, confo~me a expressão 
anule, ou não, para t > o .... porque h > k, logo 

-2kt cl + c2 e 
- h + k < o : 

se 



8'1 
1 ' 

y y 

t 
t 

ou, ainda , o simétrico dêstes (em relação ao eixo 
t). 

tste caso equivale a uma resistência muito grande. 

2~ caso: b2 - 4aq = o ~ Então "1 = " = - h . A solução 

-ht 
2 

geral terá forma ( cl º2t) 
cujos gráficos 

{' 

y ;:: + e ' 
sao analogos a·.,~ 

anteriores. 

~0 ca · b2 - 4ac <O• ~." so- 
as duas raízes (complexas) da equação 

'Âl = - h + i k 

j 2' 
k 

4ac - b 
"" 2 a 

caracter:istica: 
Pomos 

A solução geral real da equação diferencial (III.28) 

e temos 

e ~=\=-h-ik 
, 

sera, des 

ta feita: 
y = (c

1 
cos kt + c2 sen kt) 

-ht 
e 

Em geral, ao invés das constantes c1, c2 consideram-se nove"'. 

constantes A e 
de modo que se tenha: 

;:; A sen <.p 

= A coo <.p 

e a solução geral toma a forma: 

Estas soluções descrevem oscilações de per:f.odo T = 
2
: e.;; 

tando freque"nc1.· a k o 'fi d m d s"- s f •· t 2n . grGi co e u a e "ª unçoes em o seguinte 

aspecto: 

y = 
-ht ( ) A e sen kt + <.p 
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y 

t 

,; 
.. ,. 

tst.e caso é o chamado das oscilações amortecidas (b J, O) • 

fizermos 

... 
A. equaçao diferenci(:ll a y 11 + e y ::: o 

" de (III.28), em que b =O, so apresenta o 3~ dos casos anteriores. 
<;aso particular 

Se 

teremos 

ou 

e a Polução geral será 

y • c1 cos kt + c
2 

sen kt 

y = 4 sen (kt + ~) 

III.6 ~ EXERCÍCIOS 

.. 
diferencial linear 

ÍU!! 

Achar uma equaçao 
da qual as seguintes - sejam um sistema fundamental de soluções: 

çoes 

l. l ' 
x2 

' coa x 

x2 
2. X ' e 

X .. X 
-5x 3. 2 ' e e e 

4. 5 sen2x CQS 2X 3x ' t e 

Achar as soluções reaie das seguintes equações diferenciais, 

5. Y"+4y• +5y == O 
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6. y"' - 5 y" + 6 y' ;: o 

7. y(4) + 4 y(2) + 3Y ::; o 

8. y(5) + 5 y(3) + 6 y' = o 

9. y(6) (4) o ... y ::i 

10. y(5) 2 y(3) :;: o 

III,? - E:,l.UAÇÃO DIFERENCIAL LINEAR NÃO aoMOGÊNEA - MtTODO DA VARIAÇÃO 
• i • 1 

DAS CONST.ANTES . 

(III.29) 

Sendo 

( 
(n) ( ) (n-1) L z1 = A/xlz + A:i_ x z ... ,+ '-n•l (x)z' + An(x) z 

passemos a considerar a equação diferencial li~ear com segundo membro: 

(III.30) 
em que supomos A

0

, Ai• ... , •n, e a funções definidas e continuas no 

intervalo a< x < b e também A0(x) ~O• 

L [zl :::: B(x) 

H ,- 

Â equaçao homogenea 

(III.31) 
diz-se equaç;o homo~g~;~n~ª~ª~ª~ª~ª~º~º~i~a~¾-ª ~ equaç;o (III.30). No infcio 
capitulo vimos que, como consequência da linearidade do operador L, qual 
quer solução de L[z] = a pode ser obtida como soma de uma solução part! 

f# .. ,. 
e uma soluçao da equaçao homogenea associada 
também que uma equação diferencial. linear homogê- 

(III.3l), admite sempre um sistema fundamental de 

L[y) = O 

cular z o 
L(yJ ::. O • 

de (III.30) 
Ora, vimos 

nea de ordem n, como 
soluções e se y

1
,y

2
,.,.,Yn é um sistema fundamental de soluções de 

(III.31) tinhamos: 

em que º1'º2•·•Q,cn 
.. constantes. Tem-se, então, que 

, 

sao 
se z e uma 

solução 

o 

particular de (III.30), isto 
, L (z 1 B então 
e, = , 

o 

(III.32) L[z] == B 4= ~ z::; ll,0 + olYl + º2Y2 +• '.+ ºnYn 

Neste e no parágrafo seguinte, exporemos métodos para obtenção 

de uma solu9ão particular z de (III.30). o 
Ã exemplo do que se :r;z na parte B de I.8.l para a equação d!, 
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ferencial linear de Ji ordem, sendo y1,y2f•••,Yn um sistema fundamental 

de soluç5es da equaçio homog;nea associada Lb] =O, tentemos uma solu­ 
çio de L[z] = B(x) 1 entre as funç~es da forma 

(III.33) 

em que se tomam, como coeficientes, funções çl(x), ••• ,cn(x) ao invés 

das constantes. Mostraremos que sempre é possível achar uma solução z(x) 
da forma (III.33). 

PROPOSIÇÃQ..._~II~2 - 
satisfazem o seguinte sistema de e~uaçÕes: 

(III.34) 

c{(x)y1(x) + ck(x)y
2
(x) + 

c1(x)y1{x) + c2(x)y2(x) + 

. " . 

... 
+ c'(x)y (x) = O n n 

+ c'(x)y'(x) = O n n 

• . . . . o . e . o • • . . . . • • . . . . • . . • . . 
(n-2) ( ) e i (x)y(n-2\x) c'(x)y(n-2)(x) c1(x)y1 x + +' •• + ;::; o 2 2 n lJ. 
(n-1)( ) c2(x)y~n-l)(x) e' (x)y(n-1\x) B(x) CJ_(x)yl X + + ••• + ;:; 

4'. (x) n n 
o 

a < X < b ~ 

c2(x) ,~··, 

,eo, c'(x) n 

~~tão ~nçao z(x) definida.em (III.33) - em que c
1
(x) 

cn (x) .ê.ãº..1- resEe9.tiva1E_~11,~e1~J?rimitivas de c1 (x) , c2(x) , •• 

é s_~J:~~~2-<!..~a~âo di_f erencial L [z] = B • 

Observação: O determinante do sistema (III.34) de n equaçoEB 

nas n incbgnitas o{, c~,··0~ e~ ~ justamente o Wronskiano 

W[y1, ••• ,yn](x) que é diferente de O para cada x(]a,bl, pois as 

funções y1,y2, ••• ,yn formam um sistema fundamental de soluções. Ãssim 

sendo, as funções (contínuas) c{(x), c2(x), , •. , c~(x) são univocamente 

determinadas e suas primitivas c1(x) , c2(x) , .•. , c
0
(x) são determina­ 

das a menos de constantes aditivas. 

DEMONSTRAÇÃO DA PROPOSIÇÃO III.9. - Admitindo z definida c2 
mo em (III.33), em que as funções c

1
, 

(III.34) e calculando ~s derivadas de 
º2' •••, C0 satisfazem o sistema , 
z JbtP-m-se, sucessivamente: 

z(x) ;,; c1(x)y1(x) + c2(x)y2(x) +or.e+ e (x)y (x) 
n n 

z 1 (x) = c1(x)y1(x) + •• ,. + e (x)y'(x) + c1,_(x)yl(x) + ••• + c'(x)y (x) = n n n. n 
= c1(x)y1(x) i- ... + e (x)y'(x) n n 
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z"(x):i. c1 (x)yi'(x) +• •• + 

::::. c1 (x)yi' (x) + • H 

. ' . ~ 

z(n ... l)(x) = 
• • 

ºn (:x.)y~' ('){) + c1 (x)y1 (x) 
+ e (;x) y" (:x:) n n 

. . . . . . . . . . . , , 

( ) (n-l) ( ) ºl X Y1. X + ••• + 

( ) (n-2)( ) 
+•••+ c1 X y X ~ n n 

• º1(xlr}nl(x) +,,,+ ºn(x)J~n)(x) + •{(xlr}n·ll(xl 

+ c~(x)y~n-l)(x) • º1(x>rinl(x) •···• ºn(x)y~n)(x) 

e, daqui, pQr substituição chegamos a: 

• • . , . 

+ ••• + c'(x)y'(x) ,:: 
n n 

,, ,, . . . . . . . , 

+ ••• + 

B(x) 
+ A'.~ e x'Y 

B 
L[z) e ctL

1
[y1) +•••+ cnL[yn] + 40·~ = B 

i•
t
o ;, z ~ uma oolução de (J;II,30) e eat' provada a proposição, 

EXEMPLO: ConsideremQp a equ~ção diferencial linear 

:X: Z '' .,. Z 1 
::i; XÍ:! 

. . . 

~~e. ~&s semi-1,etae: ] ... <X>, o[ o~ )o, + e.o( , Y!.!. 1 
a.eaociada é x y" _ y, :;; o ou -;;-r ~ "T' , do?lde y X 
ou Y' ;lõ ex ou aind~ y :.: c1 + c2 x

2 
• Aa~im é que 

eistema tund~men~al de eoiuçÕe~ da eqµação hQmogê~ea, 

riação 4~s const~tes z? o1(x) + c2(x) ~Z é µol~çãQ 

deede que c
1
(x) e c

2
(x) sejam t~~s que; 

2c1 X = 4 

O\\ ~~ja, O 1 ;; 

( 
X l 

o~ x) = 2"' ka 

X~ 
... T 

e , 

ºi + º2 ~2;:: o 
x2 
- :: X 
:X: 

l 
e' i:;; - • 2 2 

f:j.naimeitte, 

z ~ (- f + kl)l + <i + k2)x2 

Donde se tiJ:>a 

iog y' ~ log x + e, 

l , x2 formam um , 
Pelo m~todo da V~" 

da equação dada 

e 

o,.p 

que; a sol~ção geral da ~qu~ç;o não µp~o~ên8~• 
O m&tp~o acima ij~pQ~to ~~iica-aij a ~yalqµ~~ equ~ção dife~en~ 

0ial l~~e~ (oom çg~f~çi~~t~ij oo~atantee, ~u n&QJ) à~gd~ que ~eja ço~ueci 
. ..., 
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do um. sistema fux:idaU1ental do soluções ela equação homogênea as eo c Lad a , To 
davia, ;ie ~, em geral, bastan~e tpabalhqso clependendo da resoluçio de um 

sistema de n equaç~e~ a n i~c6gni~as e mais n quadraturas. No prb- 
~ (t rl ,., ximo paragrafo, veremos outros me OH-QS que, na.o obstante, se apliquem a 

oasoéi mais particulares são, muitas vêzes, bem mais simples. 

IXI,8 - ~R,_~_.;_9 _ _pIFERENClAL LIN~.li...,ÇOM COEFICIEFTES CONSTANTES, TENDQ 
COMO 29 MEMBRO UM SEMl-POLINÔMro; 
--....,...- · .. -.-- ~""'" . - ... i ",. ......,.... __ ...., _____ 

Uma funç~o diz-se .ê.tT!::P .. ºlf,,n~llliO qu and o é uma soma de produtos 

de exponencial por·:,pol;LxiÔmio, rna;Ls pracis1;1mente1 um semi-polinÔmio é uma 
fu~ção da ae gud.n t e forma: 

(:I:~I.35) B(x) ;:: 

':. ... , ( em que n1 suo numeras quaisquer reuis ou complexoa em g0ral) e 06 

são poli:ri,ÔmiQEl• 

CrII,36) 

.. 
Consid~remo$ a equaçao diferencial linear 

L [z.] ~ B(x) 

em que B(x; é o semi"polinÔmio ~XXI,35) e mostremop que ela admite sol~ 

çSes çom uma forma especial poden~o ser determinadas com c~lculos mais 
simples que os do método anterior. 

À-X 
Vejamas antes :i. 

então, que se Bi ;;i; ~ Qi (x) 1 

B2 +. ~. + B ~ B i::: B1 + e, graças a liµ.earidade de L ' podemos reduzir a E3 
resolução de (III.36) ' reeo;I.uç5o das ... a eq~açoes mais simples: 

L [z ] = B 
n n 

pois se z1, z2,, •• , zn 

e~tão z i::: zl + z2 ~ ••• + 
I 

~ssim e que ~os basta achar uma soiuç~o particular de uma equ~ 
H 

çao diferencial do seguinte tipo: 

s;o soluç3es, respectivamente, destas equaç5es 
I ., 

zn e soiuçào de L[z] ~ B. 

I.(z) .:: ei..x Q(x) 

em que À tum número complexo qualquer e 

p ~ ,&< p ) \ ;ij) 0+-a, se 
I • I f 

fereno;l..avel e i e ~m nulll.~xio 
iou em III.5, tem-se, 

Q um polin~mio de grau k • 

5 qma fuQçio n v;zes continuamente d! 

Qom~le~q qij~~que~, conforme o que se calcu- 



93· 

(III .. 38) L(p(x) eÃxJ::: e~x(p(x)L(~) + 

+ l , (m-.1)( )L(m--1)('\) 
(m-1) J p X /\ 

+ (n~l)! p(n-l)(x)L(n-1)(~) 

forma 

p'(x)L'(7\) + ••• + 

+ ~ /m\x)L(m) ( Ã) 
m .• 

+ tf /n>(x)L(n)(Â) J 

* • • • + 

Vejamos se~ possível encontrar para {III,37) uma solução 

p(x) /'x • 

da 

!~ oaso ~ Se L( ) /. O , isto é I se 11 não é raiz da equação 
.g_araoter!sti' 'd -: ,. ..,. ' ' ~ ~;:,;;;.,;:;;.-:;_..;:..;,;..;;;.;.;...~_,;....,.__._ __ 

• .. , ca a, e9, u_eç ';'? homo~~.'!.º'; ,.q,s~p ciad)! L [y J a o : neste e aso, ve- 

r o mos que a oquaçâo diferencial (IJI.)7) 
• ÃX L[z] = e Q(x) 

Pora isto devemos distinguir dois casos: 

admite uma solução da forma 

(IlI.39) z::: p(x) 

em que , P e um poliµÔ~o de gra~ k <~ grou de ~ ). 

um polinÔmio e~)~ H 
e L ,, F O, a expressqo entre çolchetes em 

De fi:lto, se 

(rrr .4o) 

).x 
e 

( III. 38): 

serà . ,. um pol~nomio de mesmo grau de P • 

polinÔm;i.o de grau k: 

l (n)c )T(n)('\) íi"i p X ~ ,. 

p 

, 
Assim e que, se tomarmos p 

um 

p ( X ) ;:: ~ O + ªl X + • • • + ¾ :X:k 

e . ). impusermos L[p(x) .~x) ~ex Q(x) , da identificação de ~(x) com 
polinÔ,uio {III,40), obtemo• aa ~++ rolaçSes nocessir1as à dctorminação 

dos e f oe icientes de 

o 

p • 

~.XEMPLOS: 
1) Consideremoa a equação diferencial 

Z 11 • 7 Z ' + l2 Z = X 

que 
, 

N caracterís 

8 da forma (III,37), onde À;::! o 8 Q(x) ;:;: X • A equaçao - 
tica. da equaç;o homogênea associada, 

l- ;::: o 
N admite ). :::; o 

- 7'>-- + 12 nao 

como raiz~ Estamos, del.i;lt~ f~it1,1, no çaso precedente, onde k == l • 

k ~ l,) : 
Z ( X ) ::a a O + a1 X 
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e então z' = a1 1 z 11 ~ O e, por substitu;ição, na equação dada, teremos 
... 7a1 + 12 a0 + l.2 a1x = x , que nos d~ as r~lações -7a

1 
+ 12 a

6
::; o 

7 1 lZ ªli:; l que de t e rmd.nam os c oe f Lc.í.en t s a : a
0 

;::. ffi ,ç,l = 12 e, en- 
tio, a 'aoluçio particular da equaçio dada; 

7 X 
zº ::; m + 12 

Como a solução g~ral da equl;l..çao nomqsên~a í:lSSociada é 
3x 4x 

y ;: º1 e + cze 

(caloul~da de acgr~o com o§ III,5), tem~se a solµção geral da equação di 
ferencial com 29 membro: 

2) A equação diferencial de 3E;- or~em: z "' + z 11 :: 3 x ex 
da forma (III,37), com ~::. 1 e ~(x)::: 3x • Ora, esta~os novamente 
oaeo estudadq, pots À::; 1 n~o & soluçãq da equaç&o car~cterística 
'A.3 + ·/ .=. O • Como k ;:; 1 , devemos tomar uma solução da forma 

X z = (a
0 

+ a
1 
x) e 

e, en.tão, z' ;;:; (a0 + çi,l + a1x)ex z" .. (a
0 

+ Za
1 

+ a
1
x)/c e 

z 111 ;;; ( a0 + 3a1 + a1 x )eX, A substi tu;i.ção na equação dada leva-nos a: 

(2ao + 5al + 2al x)ex ::: 3 X ex 

no 

... 
~ªo 5a1 ;;; o 2al 3 donde as r e Laç o e s r + G ;:;; e daqui se ooncLuã r - *( 1 Uma 60lução particular , a - ' ªi ::;; 2 e' portanto, o 

z ;:;:; - ~ ~ ~ o 2 

Sendo Y ~ ~l + c4x + 

~ea aGsoc~~d~ (c~~cula~a segundo 

equação d~ferencial dada: 

z ~ - if' + ~ + cl + c2~ + C3e-x 

... x ,.. ,. 03e a solu~ao g~ral da cquaç5o homog~ 
o§ III.5), tem-se a soluç;o geral da 

2Q oaso ~ ~ /\ é raiz da e9...\!E:ção cD-racterÍstica 
; ' _ .. 

,!tomo&ênea u~c:,_9_:!.~, c~m ,!11u.l_tf.14J.ic;i.dad2 m 1 ;isto é 
11 

se 

L(~) ~ ~'(~) = ••• = L(m~l)(~) = O 
e ... 

.. 
da equaça2,_ 
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(III.41) 1 (m)( )L(m)( ) 1 _ (n-1)( )L(n-1)( ) rol p X + .. .+ (n-1) 1 p X + 

Se p é um polinÔmio, a expressão (III.41) será um polinÔmio 

de mesmo grau q ( rn) · t ' · d d d ue p , is o e, m uni a es menos que o grau e p. 

Tentando, então, uma solução de (III.}7) da forma z = p(x) eÂx dev! 
mos identificar (III.41) a Q e, portanto, tomar o polin~mio p de grau 

m+k: 

( ) 
m-1 m n 

p x = a + a
1
x + ••• + a 1x + a x + ••• + a x o m- m n 

de ordem 

podemos, 

(III.41) 

Em (III.41), entretanto, só estão envolvidas. derivadas de J? 
e 

~ m, isto é, os coeficientes 

portanto, tomá-los todos nulos. 

da, k+l .. relaçoes que determinam os demais coeficientes. 

- a ,a
1

, •.• ,a 
1 

nao aparecem 
o m- 
A identificação de ~ e 

A.band,2. 

nando estas notações, podemos resumir dizendo que, no caso em que Â seja 

raiz da equação característica oom multiplicidade m, devemos procurar 

uma soluçio particular de (III.37) da forma 

(III.42) z = xm p(x) ÀX 
e 

em que p &, outra vez, um polin~mio de grau k (= grau de Q). 

É:XEM.PLOS: 

1) 
.. 

Consideremos a equaçao diferencial 

que é da forma (III.37) com Â = O e k = 1. A equação característica 

',\4 + '\3 + ,._2 , "' A admite Â = O como raiz dupla, isto e, estamos no 2<t caso 

Tomemos, ~ntão, uma solução da forma (III.41) Cm= 2 , em que 

k = 1 1 

e daí: 

z(4) = 

m = 2 • 

" = o) : 

z' = 
e 

o • 

Substituindo 
,. .. l partida teremos: 
estes dador n a equaçao l.,L\, 

6a1x + 2a. + 6a1 = X + 4 
o 

donde: 681_ 1 2a
0 

6a1 4 portanto, a J ª1 
1 

= ' + = e, :: 
2 = b o 
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~ soluçia particular ~· 
sera: 

' .. 
ge r a L da equaçaq homogênea associac,ia: qUG t somada a soluçao 

X 

COS II. X Ji. x) - - 
y = º1 + o2x + e 2 ( o + c4 sem 3 2 2 

nos dá a solução geral da equação diferencial acima: 

X 

z ;:; ,c2<i + ~) + c1 + c2x + e ... 2 ( c3 c o s [f. x + c
4 

sen [f x) 
N 

2) Consideremos a equaçao diferencial linear 

z" + 4 z' + 4 z ;;; z e--2x 

também da forma (III.37), ~esta feita com ~ = -2 

;::; ( I\ + 2)2 , tem ... se que À = --2 

ent~o, a fórmula (III.42), em que 

Sendo o polinÔmio característico L(),) 2 = Â + 4À + 4 = 
(m = 2). Apl~quemos 

p seja um polinÔmio de 1~ grau: 

d on de 

[2 ( 3 2 ) 2 - 2alx3j e .. 2:x: z' = ªox + ª1 - ªo x 

z" • [zao + (6al - 8ao)x + (-12al + 4o.o)x2 + 4alx3] e -2x 

que substitufdos na equ~çio nos levam~ relaçio: 

e 

A solução particular 
A ~olução geral será (somando a 
y " + 4y , + 4y ;:: o) ; 

, 
e , 

z o 

-2x -2x e = x e 

Logo~ os coeficientes de p devem ser; 

-2x e 

a = O , o 

f;lritão; z = 
o 

a solução geral de 

-2x e 

z ;;; -2x x3 
e ( b + º1 + o 2x) • 

Observação: Comparando os dois casoG acima estudados e as ex 
' - 

preasõijs (III.39) e (III.42) que, ~m cada um dos casos, apresenta uma so- 

lução particular d~ ex~ressio dtte~enoial (III.37), vemos que ;les podem , 
ijer considerados oomo u~ so. ~emos ~s~im que a equação diferencial 
(I:tI. 3?): 
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L(z] = e)ix Q,(x) 

(com coeficientes cor:.stai:.tP.s) admite sempre uma solução particular da fo:r 

ma 
(III.43) z:.: xtl p(x) 

?,.x 
e 

em que p " e um polinÔmj_o de ne smo grau que o 
N 1, nao for raiz da ser tc,·.aado como O quando Â 

caso) e quando ;. f Ôr raiz de L(Ã) , m 
, 
e a 

polinÔmio ~ e m deve 

equação ca~acterística (1~ 

multiplicidade de Â • 

Veremos um outro caso de equação diferencial linear, com coefi- 

cientes constantes, nip homog;nea e cuja resoluçio pode serre- 

duzida ao É caso anterior. o caso da equação diferencial 

(III_<> 44) ax [ ] L[z1 = e Q,(x) e o a bx + R(x) s en bx 

onde em L[z] 
fórmulas 

os coeficientes A .A
1 
.•.•. A o' · · n 

são constantes. Usando as 

ibx -Lbx e + e 
cos bx = --------- ?. 

ibx -ibX 
e - e sen bx = .;:;._--2-i..;;...-- 

ª equaçio (III.44) 

(III.45) 

pode ser escr~ta da seguinte maneira: 

L[ 1 
_ (a+ib)xs( ) (a-ib)xT( ) 

,ZJ -· e X + e X 

onde S e T sio os pol~nÔmios; 

(III.46) S(x) 
R(x) .. i.- 2 

T(x) g_(~ 
= 2 + i 

A resolução da equaçé:o (III.45) pode ser desdobrada na resolu- 
.. çao de duas equações do tipo (III.37), cada uma das quais admitindo uma 

solução particular do tipo (III.43), onde para k podemos tomar o maior 

dos graus dos polinÔmios Q e R. 
OBSERVAÇÃO SÔBRE O CASO RE~L: os processos vistos nos parágr~ 

fos III. 7 e IIIº 8 para deterJrl.n2 ç âo de ut'P :,oJ.uç ão -particular são tais 

que, sempre que a equação dada fÔr real (coeficientes e 29 membro com va­ 

lores reais), então a solução particular obtida é também real. No proce~ 
so descrito neste parágrafp a solução particular obtida pode ser complexa, 

ainda que a equação dada seja real. Vamos mostrar que quando a equação 

(III• 44) é real podemos achar uma solução particular real e vamos obter 
Suponhamosi pois, que em (III.45), 

uma expressão para esta se-lação real. 

os coeficientes 
a , b e 

os polinÔmios Q, 

, 
A
0
,•••;An sejam reais, assim como os numeres 

e R, êstes de grau ~ k • 
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~=a+ ib, a equação (III.45) pode ser escrita como: 

r J ?ix ( ) e~x ~s x L z ~ e S x + o~xJ 

cuja soluçio z pode ser obtida como a soma z
1 

+ z
2 

de duas soluç~es 
das seguintes 

(III.48) 

(III. 49) 

... 
equaç oe s: 

L [z1] 
ÀX S(x) = e 

L[z2] 
Ax 

S(x) ::: e 

(III.43): 

(III.50) 

A equaçio (III.48) admite uma solução particular como em 

m '>,x m 
[u(x) iv(x)] e ÀX 

z1 = x s(x)e = X + = 
= xmeax[ (u(x) cos bx - v(x) sen bx) + 

+ i(u(x) sen bx + v(x) cos bx)J 
em que o grau de 

é também < k. 

, , . 
s e, no maximo, 

k e portanto, o grau de u e de 
V 

Ora, senào os coeficientes de L[z] raai~, tem-se: 

isto é, se z1 é solução de (III.48) então z
1 

será solução de (III.49) 

e z = z1 + z1 (= dÔb~o da parte real de z1) será solução de (III.47) 
e, portanto, da equaçao diferencial dada (III.44). De (III.50), vemos 
que é da forma: 

(III.51) ) m axr ( z0(x = x e p x) cos bx + r(x) sen bx~ 

.. " de (k , em que p e q sao polinomios grau .$ k = maximos dos graus de Q R)' m deve ser tomado como o quando Â ib - fÔr 
e e 

::: a + nao " característico L(;.) ,.. 
raiz do polinomio 

' e, quando, 1\ = a + ib for L(Â) 
, 

a multiplicidade desta raiz. 
raiz de ' m e 

EXEMPLOS: 

1) Determinar a solução geral da equação diferencial 

Z
1 + Z = X COS X 

Esta é uma equação (real) do tipo (III.44), e~ que a= O 
b = 1 , k = l • O polinÔmio caraoter!st:t.co Â + l não admite /\ = i 
como raix, de modo que devemos procurar uma solução do tipo (III.51) com 
m = O : 
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Donde z' = (a.. + b
0 

+ b
1
x) cos x + (b a a x) .L l - o - l 

do êstes dados na equação tem-se: 

sen x • Substituin- 

r ªo + ~ + b O + (al + bl )x] COS X + [b O + bl - aO + ( bl - a1 )x] sen X ::: 

= X C0.6 X 

Identificando os polinÔmios coeficientes de cos x e sen x 

8 os coeficientes dêstes polinÔmios têm-se, finalmente: 

a + ª1 + b ::: o 
o o 

b + bl a = o 
o o 

bl .. ª1 ::: o 

ª1 + bl = 1 ... 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

Daqui tiramos: bl 
1 b 

1 donde solução 

ªo = o ª1 = = e = 2 1 a 

' 2 o 
particular 

z (x) 
X (! 1) sen X = 2 

cos X + 
o 2 2 

e a solução geral, obtida da soma de z com a solução geral de 
o 

Y' + y = o . . 
z(x) 

X (! - 1) 
-x 

= - cos X + sen X + e e 
2 2 2 

Observe-se que esta equação, sendo de 1~ ordem, poderia ser r~ 

solvida por um dos processos vistos em r.8.1. L&, no entanto, seria pre­ 

ciso calcular uma integral não imediata, enquanto aqui a resolução, con- 

tanto trabalhosa, depende só de processos algébricos. 

2) Determinar a solução geral da equação diferencial: 

-x z 11 + z = x e sen x 

Esta é uma equação (real) do tipo (III.44), em que a::: -1 
polinÔmio c~racterístico Â

2 
+ 1, não admite 

como raiz (m = O). Devemos, portanto, procurar 
b = 1 1-c = 1 • o ' Â- a + ib -1 i ::;; ·t 

solução da forma: 

uma 

3) Determinar a solução geral de z li + 4z. ::= X COS 2x 

Aqui temos: o 
,. caracteristico 

a = ' b = 2 e k = 1 • O polinomio 

L().) == À2 + 4 tem Â :e 2i como raiz simples, Então m = l e devemos 

procurar uma solução da seguinte forma: 
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III,10 - EXERCÍCIOS 
- /4 ·--~·- ... --. -·- 

Dar a sol.0.çã:) geral real de cada uma das equações diferenciais 

seguintes: 

1. 

2() 

6. 
7 .. 
8. 

9. 
10. 

11. 

J.2. 

13. 
:;_I, ' 

15 .. 

z ,, 9z 
X .. = e 

z I" 4z 2:r.: 
+ ·- e 

z li + 2z' + z ::: 5 
2z1 ••X +X 

5 z': + + z -- e + e + 
z Ili z' z 3x 

+ + = e 

2z' 4x 2 -x z li + + z = X + e + X e 
(4) z(3) z l X 3x 2 z + z = e + - 

z i! + z ::;: se:i. X 

z li + 2z' + z == cos X 

z n 11 + z ·+ z = cos 2x + 3 
z f1 + 4z = 5 sen ~~X + cos 3x 

F' 
.. :;,e 

z + z ::: <;; sen X 
.., X z + z -- Yi: ,.,. cos X 

z' é1Z 
e .se;:~ 1:"· ::: )j.., 

z' 2 ax 
bx :i: e cos 

(nos exercícios 15 e 14, a e b 
- sao constantes reais) 

III.11 

L[y] - O 

(III.51) 

em que 

E9,U ... 4.Ç~O DE EULlIB_ - passamos a estudar a equaçao de Euler, que 
& a equaçio diferencial linear homog~nea, de ordem n, 

em que o ope r ad or- L tem a seguint.e f or ma t 

a dn·,r n-J.. dn-1 -ª,'[ L[yJ ... A X .. , ...... ,•-1. ... + A1x 
__ :f.. 

+ ••• + Â X A ny ;) ::1 n-1 n-1 dx + dx dx 

A -/ O , o 

Esta equaçao deve serconsiderada, como equaçao de ordem n ,n~ 
ma das duas semi-re·!~as: J- oo,P[ 

( n ) • " n à o se a,:.,_;:). a • de y º ~ox n. . 

A equaç~o de Euler, que nao e de coeficientes constantes, pode 

ser transforme.da numa e quaç ao com coeficientes constantes, por uma mudan­ 

ça da vari,vel independente1 conforme ser& demonstrado a seguir . 

ou 1 o,+ 00 [ ' 
. ~ pois ai o coeficiente 

.!:,B.,9.~Qi?.J:SJ;Q .. .!!~·lQ - ~~-mi-reta ]O,+ co ], , a transformação: 

(III.52) s 
X = e S::: log X 

N M 

.r~duz a equaçao de Euler a_ um8: .. ,equaça.o ~!!1 co~~:i:?iel_'l:.~~-s_y_~_nstantes. 

ü;§_SEFVAÇ_}:Q.:. Na semi-.reta J- co, O[ deveríamos considerar a s~ 
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guinte mudan~a de v~riáveis: 

(III. 52') 
6 

X ;; - 8 

D
l ... 
emonstraçao: 

rijlação à variável s : 

Com efeiio, calculemos as derivadas de 

~-~~ :::: &· ~-~ 
ds - dx ds dX X 

... x dx - ds 

d2I .. d2y__ x2. &. • ~2 ~~:/.- ii ~ 

ds2 dx2 
+ dx x. •• 

= 
ds2 

ds 
dx2 

y em 

do mesmo modo, temos: 

9_3,;r ::i §:..3 Y. x3 + 
ds3 dx3 

~2Y., 2 ~ 2 3x + dx x 
dx 

!2.Y., - ~ 3 2 ds 
ds 

. .. 

e assim por dia.i\te, 

(III,53) 

k = 1.,z, •• ,n 

Efetuando em (III,5l) est@ suost~tuição, teremos uma equação 
ºndª os números 

da forma B &+By::O 
n-l da n 

em que 

sição. 

B ::A /.O o o 

.. sao constantes, o que prova a prOP2 

um sistema 

§ III.5. 

deduzir a 

uma raiz 

(III,55) 

A equação (III,54), sendo de coeficiente• constantes, admite 

fundamental de soluçõàs, ouja forma nó• já eotudamo• no 
Assim é que, utilizando a propooição III,lO, poderemos também 

forma da so~ução gófal da equação de ,EulEÍI.· De fato, se Â é 
da equação caracte;!stica de (III,54) com multiplicidade m, 

n n-l " B o A + Bl 'X + ••• + Bn-l" + Bn ;; o 

tomos as soluções (linearmente independentes) da equação diferencial li- 

near h " 
omogenea oom qoeficientes constantes (Irr-54): 

(III,56) Pm_
1
(a) .~s 

I 
p~~

1
(sl = polinÔ~io do grau m-l ou 

(III.56') 
ÀS e 

~\S m ... l '1\6 
s e ,·• •• , s e 
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Fazendo a aub~tituiçio (III.52) teremos, correspondendo~ raiz 

\ (da equação caracterist~ca de (~lI,54), as ~oluçÕes da equação de Eu- 
ler: 

(rrr. 57) 

(IIl,57') ' .... ' 
ou 

( X)m-1 XÀ log 

No caso em que a equação dada fÔr real - isto é, no caso em .. que os coeficientes A0~ A1, ••• , ~n d~ (III.51) forem reais - a equaçao 

(III,54) também o se+á - pois cada Bj é combin~ção dos A
1 

com coefi­ 

cientes tnteiros ~ será, então, possível tomar somente as soluções reais 

e & qisto que estamos 1nteressadoe, Assim~ que se a raiz~ de (III.55), 

com multiplicidade m, fÔr complexa Â =a+ bi , teremos as soluções 
de ( III , 54 ) ; 

as as as as e co s b s , e sen b s , s e e o s b s , s e sen b s , •••. , 
m-1 as m-1 as s e oos bs 1 s e sen bs , ou 

eª
6(pm_1(9) cos bs + qm_1(s) sen bs] 

~m~l e qm"l poiinÔmios de g~au m~l. Nov~mente, com a transformação 
(II!,52), teremos, a partir destas, as soluç;es reais de Equaçio de Euler 
(real): 

(III.58) 
ou 
(III.581) xªoos(b log x) , xªsen(b log ~) , a 

X log x cos(b log x) 

xª log x sen(b log x) , •.• , xª(log x)m-lco~(b log x) , 

xª(log ~)m-l sen(b iog x) • 

A proposição III.10 ;fornece-nos um modo de resolver a Equação 
da Bular. Na pr&tica, entretanto, nio; preciso efetuar a transformaçio 

(IIi.52), basta observa~ em <III.57') que a eqµação de Euler admite sol~ 

çÕes da formç4 :,e~ em que ~ é X'ç.;i,z 4~ U!Ila p~~ta equação algébrica. Para 

Para achar esta equação algéprica, substituímos, y ~ x, diretamente na 
~quaçâo de Euler e obtemos; 

(III,59) A"(Â-l) ••• (i>i-.n+;L)+ ... +A. li\ +A. ;::Q o n- n 

EXEMPLOS: 
... 

Constderemos a equaçao diferencial 

xz_ y 11 - XrY 1 + Y "1' O , 

q"e é um~ equação de Euler de a~ ordem, Relativamente a esta, a equação 
(IXI,59) é a segu~~te: 

l) 
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ou ~2 - 2 ~ + 1 = O 

cuja raiz é Â = 1 com multiplicidade m = 2. A solução geral da equa­ 

ção dada é, portanto: 

y(x) = c1x + c2x logx = x(c1 + c2 log x) 

2) 
, ... 

diferencial x2 
, 

Tambem a equaçao y li + 3xy' + 2y = o e 

uma 
N 

de Euler de 2': ordem. .A equação ( III. 59), 
, 

equaçao e, neste caso, a 

seguinte: 

í\(~ - 1) + 3/\ + 2 = O ou cujas 

raízes são Àl = -1 + i , Âz = ~ = -1 - i 

= 1) • Temos, então, a solução geral: 

y(x) = ½ [c1 cos log x + c2 sen log x] 

ambas simples (m1 = m2= 

- O exemplo anterior, da equaçao de Euler que, por meio de uma m~ 

dança de variáveis, reduz-se a uma equação com coeficientes 

constantes, sugere que se proceda dêste modo também com outras equações - 

de coeficientes não consta~tes. À êsse respeito, tem-se o resultado se- 

III.12 - 

guinte: 

PROPOSIÇÃO III.11 - Se existi~a transformação de variáveis 

(III.60) s = g(x) 

que reduza a eguação diferencial linear homogênea (coeficientes não cons­ 

tantes) 

(III.61) 
n n-1 dv d Y A ().2.il () ~ + A... ( x) 

1 
+ ••• + A 1 x, dx + A x y = O 

dxn -·i dxn- n- n 

r, H 

e equaçao com coeficientes constantes: 

(III.62) 
~..°...Y. dn-ly_ d 

B ----+ +B ~+B y =0, 
dsn + 1 dxn-1 ••• n-1 dx n 

s = e f ;/ An ( x ) dx 

Demonstração: De fato, suponhamos que a equação (III.61) se 

reduza à equação de coeficientes constantes (III.62), por meio da trans­ 

formação s = g(x) , e seja x = f(s) a transformação inversa desta, is 

(III.63) 

to é: 
f (g(x)] = X e g[f(s)] - s 
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são, portanto, v~lidas as seguintes relaç~es: 

(III.64) de:;: g1(x)dx e 1 fl = 
g' 

C&lculando, sucessivamente, as derivadas de y em relação a 

6 têm-se: 
5!l_~_g_! :!l 1 
ds - dx ds = dx g' 
d2y d2y f12 + ~ f li :r:: 

d2y 1 
ds2 

= 
dx2 dx dx2 ,2 + ... 

g 
do mesmo modo: 

d3y d3y ...L = + ... 
ds3 dx3 g'3 
, 

e assim por diante, ate: 

dny 

dsn 
+ " •• ~ 

06 t;rmos nio escritos envolvem sÕmente derivadas de y em relaçio a x 
de ordem sumpre menor que o primeiro. 

- Substituindo estas derivadas na equaçao (III.62), temos: 

...L dny 
+ ••• +By:::::O 

g'n dxn n 

os têrmas não escritos envolvem ~s deriv&daij 

Esta equação escreve-se também como: 

n-1 d y 
dxn-1 ' ... ' ~ dx sÕmente. 

dnl n 
. + ••• + B g' y = O 

dxn n 

e esta deve ser a equação (III,61), donde se tira: 

e= ~i; ou, pondo (constante): 

g 1 ::: e 'V .An (-x-) 

tem-se finalmente, ds = e 

e e-amo ds :;: g' (x) dx (V• (III. 64)) ' YAn (x) -, 
dx e . . 

dx o que prova a proposição. 

OBSERVAÇÃ,O: Note-se que a proposição III.11 dá uma condição 

necessária para que uma mudanç~ de va~~ávei~ transforme a equação (III.61) 

numa equaç~o a coeficientes constantes, es~a não é uma condição suficien~ ... 
te! - 
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EXpjPLOS: 

l)° Equação d e E"4lei- - o que ~~ fêz no § lII. 11 para a s quaç ao 

de ll:uler foi aplicar a. tJ:'ansfor!ll~Qão (IIIl63), De fato, na f'or-ma (III,61), 
a equaçlo de Euler escreve-se como: 

2) 

dx Jdx e - ,l. X 

... 
Conside~emos a equ~çao diferencial 

y•• ~ ½ y' + 4x2y ~ o 
Se exiettr uma t~ansformação qu~ a reduza a coeficientes cons­ 

tantes será da se~u~nte forma: 

~ • o J J t;,l d~ • 

Tomemos -1 l fa~amos .~ mudança de 
. , . 2 

Q e var1ave1.s: 6 :: X 

Temo~: 
~- ~2 dx ... ds X 

d 2:y: - 2 
4x2 .& ~ 

dx2 - ,2 + 2 ds 
~s 

G f 21' dx 

;;;: 

;:;: 

subatitu!das na 
.. qada,, dão: que, t:1quf,l.çao no s 

2 d2y U 4s + 4sy ;:: o ou + y = o 
d~z ds2 

, 130].ução geral 
, 

que e de coeficientes constantes e cuja e: 

y(s) ~ º1 cos ~ + c2 sen s 

donde, 
, 

n~ variavel X . • 
y(x) 2 + c2 sen x2 :: cl coa X 

III.13 - Co~side~emoa a equação l~near de 2~ ordem 

y 11 + ¾ (:X:) y f • p.2 ( X ) y ::: O , 

e vejamos que a mudanç~ de va+iáveis (depeijdentes): 

(III,65) y = µv ,. ~111 que v(x) ~ exp [- ½ J Ai. (x) dx] 
reduz a equação d~da nu~~ equaç;o d~ fo+~a; 
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(III.66) u ti + B( X) u ;; o 

(em que não mais aparece a derivada primeira). 

De fato, de 

y" = U II V + 2u I V 1 + U V 
11 

y = uv têm-se: y' = u ' v + u v ' 
e 

N e a equaçao dada toma a forma: 

uºv+ u'[2v' + A1v] + u[v" + A1v
1 + A2v] = O , 

e em (III.65), a função v foi tomada como solução de 2v' + 41v = O 

de modo a anular o coeficiente de u' e tal que v-/. O .:.. podemos, então, 

escrever a equação acima do seguinte modo: 

V " + Al V 1 + A2 V 
u li + ----------- u = o V 

e esta é da forma (III.66). 

Esta transformação, em geral, de nada adianta para a resolução 

da equação pois, nem sempre se conhece um sistema fundamental de soluções 

de (III.66). Contudo, na impossibilidade (ou dificuldade) de determinar 

as soluções de uma equação diferencial, procuramos conhecer-lhes proprie­ 

dades qualitativas. Para êste estudo qualitativo das soluções, a equação 

sob a forma (III.66) pode ser mais conveniente. 

Isto se generaliza para ordem n, na seguinte proposição: 

PROPOSIÇÃO III.12 - Dada a e~uação linea~ homog~nea, de ordem 

n (III.61): 
dn_y dn-l 

+ A1(x) l + ... + A 1(x) ~ + A (x) y = o 
dxn dxn- n- dx n 

a transformação: 

(III.67) y = U V com ~ v;::;: exp 

reduz a equação dada a uma equação da forma: 

u(n) + B (x)u(n-2) + B (x)u(n-3) 
2 3 

# (n-1) 
a~·gue nao aparece a deri~ada u . 

A demonstração fica a cargo do leitor. 

l • ¼ J"i (x) dx ] 
+ ••• + B (x)u;::;: O n . ' 

EXEMPLO: 
N 

Consideremos a equaçao diferencial 

2 Y 11 + - Y' + y = O X (x J O) 

Se fizermos y ;;:: u v , com 



v(x) = 
-lJ-ª dx 2 X e l 

;::: - 
X 

a equação ficará reduzida à segui~te: 

:" + U (X~ - ~•½ + ~] = 0 

ou u li + u = o • Ppr coi~cid~ncia ~µão ~ fato feral!), esta é uma equa- 

ção com coeficientes constantes e sua solução geral é: 
u(~) = c1 cos x + e~ sen :x: 

Logo, a solução geral d~ equação dada é: 

cos x aen x 
X + ºz X 

IIIol4 - EXERCÍCIOS 

Achar a solução geral, rea,l. das s~guin-t;es 
.., 

de Euler: 1. equaçoes 

2 y" ... xy' + 5y o ae X - 
b. xç y" - xy' + 2y ;i:; o 
e. x2 s" ,. 3xy' + 4y ;; o 
d. 

2 y li - 5:x:y' + 9y o X = 

eolução 
... 

2. Achar a geral :real da equaçap d:i.terencial 

y li - ~ y' + (2 + .'ª-.) y ;: o (sugestão: usar 
X -x.ª (I:t:I.67)) 

* * * * * * * 
"' * * "' 

* 

/M, 




