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Seja f : [a,b] - R, derivavel em [a,b]. Pelo teorema do valor médio (TVM),

temos que para qualquer intervalo [c,d] contido em ([a,d], existe T em (c,d), tal que
f1(@) = 84z,

d—c
Suponhamos ainda que exista f’(a) e que f"(a)# 0.

Decorre da formula de Taylor (aplicada ao ponto a} que:
Lel=fe) - fi(a) _ f"(a)

Lm =

r—ay z—-a 2 B (1)

Por outro lado (aplicando o TVM ao intervalo {a,z]), segue que:

Ml!—[(ﬁ) —_ ! 1 — t
Km I—a f(a) = lim f(I)—'f(a)

’
r—ay r—a I—a, I —a

onde T € (a,z). Mas por (1) temos que:

iy 1) = £1a)

I—ay T —a = zlint?.'. I—a .3“'0 2
=Y _ F? =y _ #t
Como l.im f(I_)- f(a) = ljm f (I_). j (a) — fﬂ(a) #a’
1—ay I—a F—ay I-a

IT—a T—a

segue que (_lim

E=—ayu T — a

) . f'(a) = %f”(a) e, portanto, lim

I—a4y I — Q4

_1 d
=3 c.q.d.

Suponhamos agora f : [a,b) — R de classe C?. com f”(a) # 0. De f(3) =
f(z) ~ f(a) f(z) = fla)

Ir—a z—a

, segue que Z(z) = f (=D

J. A fungio T estara bem definida

numa vizinhan¢a de a na qual f' seja inversivel, o que sempre é possivel nas hipoteses
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consideradas { f”(a) # 0 nos assegura que f' seja injetora numa vizinhanca conveniente
de a).

Calculemos o quociente

I—a

H(z)—a _ JASD [ﬁit&&l] .

r—a zT—a ' (2)
Como a fungio Z(y) = f (-1 IM é continua em [a,z] (definimos Z(a) = a)
y—a
e derivavel em {a,r), podemos aplicar o TVM ao quociente (2) para obter:

z(z) ~=(a) = 7'(y), onde ¥ € (a,z).
z—a
Vs #(5) = L G- fal
fn [fr(—l)[ i:a a H (y - a)
1=y — [ —=f(a)
ou seja, T (y) = ! . @) —= (3)
fu [f(—l)[ﬂ‘% -_-.;“d)” y—a
- Passemos agora ao limite:
I(z) —a e -
lim = lim ¥(y), onde § € (a,z)
I—ay4 I —-—a I—ay4
lim '(y) = _lim 7'(¥) .
r—ay y—o4
Utilizando a identidade (3), temos que:
z 1 f.(?) _ f{y)—fla)
lim = 1 D =
S I (y) '_..[‘111.,. { f [f (1) L(D;L(El]] y—a }
fm 1 N D O WA =l
v—'a+fuf( ]| ]] va+ y—a y—1

i a
" ffla)y _ 1
EORUCRE N A
Concluimos, portanto, que

Z(z)—a lim T'(y) =
t—ay I—a y—ay

I
=
i

7'(a)

o~
0
=
o,
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Este resultado nos mostra que o ponto Z do TVM tende a dividir o intervalo (a, z)
em duas partes iguais, & medida em que z tende a “a”.

A segunda versao da demonstragao deste resultado é menos geral que a primeira, pois
exige a continuidade de f"”, o que nos permite definir e manipular a fungao 7(z), dando
a demonstragao um carater mais formal e rigoroso. Tal fato, entretanto, nio invalida a 1a.

versao, onde o resultado permanece valido mesmo sem ser possivel definir a fungao z(z)

devido a sua eventual multivaléncia.
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