
9o SiPGEM – 9o Simpósio do Programa de Pós-Graduação em Engenharia Mecânica
Escola de Engenharia de São Carlos – Universidade de São Paulo
18 e 19 de setembro de 2025, São Carlos - SP

Modelagem de Uma Estrutura Não Linear com Acoplamento Entre Oscilações
Axiais e Transversais
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RESUMO EXPANDIDO

O desenvolvimento de modelos para descrever a oscilação não linear de vigas com condições de contorno usuais
(engaste, apoio, livre etc.) é amplamente consolidado na literatura, sendo apresentado em obras de referência como
a de Nayfeh and Pai (2004). Na formulação desses modelos, no entanto, são adotadas hipóteses que podem limitar
sua capacidade de representar de forma precisa o comportamento experimental, como, por exemplo, a consideração de
pequenas oscilações. Nesse contexto, Farokhi et al. (2022) investigaram a oscilação de uma viga vertical em balanço
submetida a grandes deformações, descrevendo o modelo em função da rotação da linha neutra e estabelecendo a relação
dessa grandeza com os deslocamentos axiais e transversais da viga. O modelo proposto foi validado experimentalmente,
demonstrando sua eficácia na representação do sistema. Em uma aplicação de relevância aeronáutica, Colin et al. (2020)
analisaram um modelo geometricamente exato de viga, incluindo ainda termos de amortecimento não lineares associados
a interações fluido-estrutura, também com validação experimental de seus resultados.

Além das formulações para vigas individuais, o acoplamento entre múltiplas vigas introduz interações que modificam
o comportamento dinâmico do sistema, possibilitando o surgimento de fenômenos não observados em estruturas isoladas.
Esse aspecto é explorado por Cao et al. (2024), que investigaram os modos de vibrar de N vigas acopladas, comparando
casos especı́ficos, como vigas em formato de L, Z e C, com resultados obtidos por meio de simulações de elementos finitos,
validando assim o modelo proposto. De forma complementar, Yu et al. (2017) deduziram as equações não lineares de uma
viga em formato de L e analisaram sua dinâmica nos casos de oscilações livres não amortecidas e forçadas amortecidas,
além de conduzirem uma análise de bifurcação global e caos. Sob outra perspectiva, Zang et al. (2024) também deduziram
um modelo para uma viga em L, validando experimentalmente os resultados obtidos.

Uma abordagem alternativa para o desenvolvimento de modelos mais complexos é a formulação de um modelo de
parâmetros concentrados, em que se determinam parâmetros equivalentes para caracterı́sticas do sistema. Heaney and
Bilgen (2019) discutiram erros de predição associados a essas técnicas, especialmente quando não linearidades são des-
prezadas, e, ao comparar diferentes métodos de controle de sinal, ofereceram recomendações úteis para o desenvolvimento
desse tipo de modelo. De forma complementar, Wei et al. (2023) desenvolveram um modelo de parâmetros concentrados
para avaliar os efeitos não lineares do amortecimento de Kelvin-Voigt.

Nesse contexto, o presente trabalho propõe o desenvolvimento do modelo de uma estrutura semelhante a uma viga em
L, mas com ângulo genérico entre as vigas (vide Fig. (1)) A estrutura apresenta oscilações acopladas nas direções axial
e transversal, de modo que uma excitação em uma direção pode induzir movimento na outra. Para modelar o sistema,
é desenvolvido um modelo analı́tico das vigas a partir da formulação de Euler-Lagrange, e as equações obtidas são
projetadas em coordenadas modais, resultando em equações diferenciais ordinárias (EDOs) que descrevem o movimento
do sistema, apresentadas a seguir.
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Figura 1. Estrutura proposta, composta de duas vigas acopladas em uma extremidade com um ângulo α entre elas. O
sistema é considerado sujeito a forças harmônicas tanto na vertical(Fv) quanto na horizontal(Fh).

As Equações (1-4) representam as EDOs que descrevem as oscilações das vigas acopladas. Nelas, observa-se a
presença de não linearidades que não aparecem comumente em modelos de vigas não lineares tı́picos, geralmente descritos
por um oscilador de Duffing. Também é possı́vel identificar termos de excitação paramétrica, nos quais um movimento
em uma direção induz oscilações em outra. Diferentes métodos podem ser empregados para resolver essas equações,
incluindo abordagens analı́ticas, como múltiplas escalas e balanço harmônico, ou métodos numéricos baseados na solução
direta do sistema de EDOs.

Por fim, observa-se que o sistema proposto apresenta certo grau de acoplamento entre suas oscilações, assim como
não linearidades não comumente observadas. Como perspectiva futura, sugere-se a obtenção de uma solução analı́tica do
modelo, ou de uma versão reduzida, e a validação de seus resultados por meio de estudos numéricos e experimentais.
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