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Resumo

A estimacio da volatilidade de ativos financeiros
tem sido um assunto de grande interesse nos ultimos
tempos, seja pelo seu uso na previsio de riscos, seja pelo
seu usc no aprecamento de ativos. O presente trabalho
tem por objetivo testar alguns modelos de estimacio,
verficando, de acordo com os catéros adotados, quais os
melhores para as sédes escolhidas. Inicialmente
apresentaremos alguns modelos e suas poncipas
propriedades. Dentre eles podemos citar: desvio-padrio,
modelo “High-Low”, modelo “Open-High-Low-Close”,
Garch (1.1), EGarch, 1Garch, Volatlidade Implicita e
Volatilidade Estocastica. Daremos grande atengio a este
ultimo grupo, para o qual derivaremos todas as equagdes
necessdrias para sua modelagem, estimagdo de parimetros
e previsao de volatilidades. Por fim testaremos esses
modelos em tés séres temporais: taxa de juros pré-
fixadas, precos de recibo de telebras PN e taxa de cambio
real-dolar.

Abstract

The volatility estimation of financial assets has
been a subject of great importance through the last years
since it is used in the market nsk management as well as in
option and other denvatives pricing. The present work
has the objetive of testing some models, verfing
according to some cntera which one fits better for the
chosen time series. In this way, some models and their
main properties will be denvated. Such models are:
standard deviation, high-low model, open-high-low-close
model, Garch (1,1), EGarch, 1Garch |, Implied Volatlity
and Stochastic Volatility. The latter will receive major
attention, with all the equations that are necessary for
completely modelling it, its parameters estimation and the
volatility estimation using this model, denvated.

1 - Introdugio

Quando falamos em medir a vanabilidade dos
retornos de um ativo financeiro normalmente
associamos este resultado ao conceito de nisco, ou seja, a
idéia de qual a perda que podemos sofrer realizando um
investimento em tal ativo. Recentemente a grande
diversificacio de investimentos, acompanhada pela
globalizacio dos mercados financeiros, fizeram com que
ondas de cnse provenientes de qualquer outro pais do
mundo pudessem provocar enormes perdas financeiras.
Estes fatos, somados com uma maior pressao dos
orgios reguladores que tentam através de suas medidas
minimizar a chance de uma crise no sistema financeiro
nacional, tornaram quase que compulséno o cilculo de
risco de mercado pelos agentes financeiros de suas
operagdes realizadas no Brasil.

Mas este calculo nio determina apenas o 1isco
de mercado de uma determinada operacio financeira.
Cada vez mais operagdes envolvendo produtos
financeiros chamados de derivativos sdo utilizados nas
mesas de operagbes de Bancos, Fundagdes,
Administradores de Recursos de Terceiros e Empresas.
Com isso, se tora importante o correto aprecamento de
tais produtos, com o intuito de se evitar que seja pago
mais do que o valor livie de msco, ou seja, um valor
desarbitrado ou com dgio pelo mesmo. O célculo da
varabilidade do ativo objeto € fundamental para este
aprecamento.

A volatlidade nada mais é do que uma medida
para a varabilidade de uma séne temporal. Existem
algumas maneiras de estimar esta variabilidade dado o
comportamento da séne no passado.

Apresentaremos neste trabalho formas de se
estimar a volatiidade de um atvo de acordo com
diversos  modelos  disponiveis na  literatura.
Verificaremos também o quio adequado sdo esses
modelos dado um ou mais criténos. Consideraremos
modelos historicos, modelos de prewisio, modelos de




volatilidade implicita e modelos de volatilidade estocastica.

Modelos Histonicos: utilizamos como uma
previsdo para a varabilidade no futuro o valor observado
para esta vanabilidade no passado. Estes modelos diferem
entre si com relagdo a quais informagdes retiradas do
passado sdo utilizadas.

Modelos de Previsio: o objetivo destes modelos
que utilizam-se de dados historicos é estimar qual serd a
variabilidade futura destes dados. Os modelos utilizados
neste trabalho sio os da familia Arch, onde utilizamos
retornos passados com pesos diferentes, e até mesmo
volatlidades passadas, para estmar as volatilidades
futuras.

Modelos de Volatilidade Implicita: esta familia
tem por caracteristica a obtencdo da volatilidade desejada
através do uso dos precos de ativos negociados pelo
mercado. Utilizaremos opgbes que podem ser aprecadas
segundo o modelo de Black & Scholes.

Modelos de Volatilidade Estocastica: esta classe
de modelos € baseada na cragdo de uma estrutura para
uma variavel ndo observavel. E modelado, por exemplo, o
logaritmo da vanancia. A estimacdo dos pardmetros €
realizada com o auxilio do Filtro de Kalman através da
Quase Maximo Verossimilhanca.

2 — Alguns Modelos de Volatitilidade
2.1 — Modelos Historicos

Tais modelos permitem venficar quanto foi a volatilidade
desta vanavel aleaténa, no nosso caso o retorno de um
ativo financeiro, durante o pedodo passado. Estes
modelos utilizam o resultado obtido para a mesma neste
periodo passado, como estimativa para os perdodos
subsequentes, como em Kroner'”. Assim temos que, se
num periodo passado a volatilidade foi 15%, a volatlidade
estmada (para qualquer honzonte de tempo) naquele
mstante de tempo sera 15%.

Desvio Padrio

Dados os retornos financeiros, sabemos que seu
desvio padrio € dado por:
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onde y: é o retomo do atvo financeiro no instante t, } é
a média dos retornos e # € o tamanho da série de retornos.

A amostra de dados que é utiizada no calcule da
volatihdade € composta sempre pelos tltimos # dados, e é
chamada de janela deslizante justamente pelo fato de que
a medida que um novo dado entra no cilculo, o mais
antigo sai da amostra. Cada observagio recebe desta
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maneira peso igual a 1/(z-1), ou zero se nao fizer parte
da janela deslizante.

Este modelo ¢ tradicionalmente utilizado pois
necessita de poucos dados (somente informacio sobre o
fechamento do prego/taxa dos ativos), pouco esforgo
computacional, ¢ livre de fontes de erros obvias e é
muito simples.

Qutros modelos que veremos necessitam de
mais informagdes e/ou esforco computacional,

“High-Low”

Intuitivamente, podemos pensar que somente
o uso de valores de fechamento do preco ou taxa do
ativo formnece pouca informacio sobre a volatilidade
deste. Assim, no mtuito de aumentarmos a quantidade
de informagio sobre este atnvo, Parkinson (1980)%
sugere que 20 mnvés de construimmos os retornos como o
logaritmo natural da razdo entre os precos do ativo no
periodo desejado, devedamos considerar 0 médximo e
minimos que tal ativo (preco ou taxa) alcanca ao longo
do periodo de tempo desejado. Estes valores requerem
para sua obten¢io monitoramento continuo.

Desta maneira, para obtermos um novo valor
para a volatilidade, temos a equacdo abaixo:

n
> (logh, —logl,)*
2 1 =1

Tael =5 log2 n

onde h: € o valor maximo que o ativo atingiu durante o
intervalo de tempo desejado, I; é o valor minimo durante
o mesmo periodo e # o nimero de periodos.

Podemos perceber que o modelo pode ser
comparado com o desvio-padrio com 2 adicdo de uma
constante e com retomos definidos como a diferenca
entre os logantmos dos valores maximos e minimos que
0 ativo atingiu em cada dia.

Este modelo, como pode ser visto, tem a
vantagem de captar movimentos Znfraday (movimentos
que ocorrem durante o dia), capacidade esta que
nenhum outro modelo que somente se utiliza de dados
de fechamento consegue fazer, por construcio.

“Open-High-Low-Close”

Garman e Klass (1980)?, desenvolvendo a
mesma idéia de Parkinson (1980)%, chegaram 2
conclusio de que se utlizarmos mais informacdes a
respeito do comportamento do ativo ao longo do tempo
na estimativa de sua volatlidade, podemos obter
estimadores ainda mais eficientes.

Um estmador sugerido neste trabalho é
mostrado abaixo:

3 fo:5- oz iy~ tog ,y* - (2-10g 2 1) loac, - log, ]
1=

Tpal =
n

onde h; € o valor maximo, 1, é o valor minimo, ¢; € ©
valor de fechamento e o, é o valor de abertura para o
mesmo periodo, no caso um dia, e n o nimero de
periodos.



Este modelo também capta os efeitos #ntraday,
com a vantagem de combini-los com os -efeitos
produzidos pelo fechamento do mercado.

2.2 - Modelos Preditorios

Modelos Preditérios permitem que estimemos qual serd a
volatilidade de uma varavel aleatdria para um certo
honzonte de tempo, levando em conta seu
comportamento passado e atribuindo diferentes pesos
para amostras passadas. Estes modelos, diferentemente
dos modelos historicos, geram uma estrutura a termo de
volatilidades, e as previsdes dependem do modelo que
utiizamos.

“Exponentially Weighted Moving Average”

Este modelo pode ser entendido como um
avanco em relacio ao modelo tradicional de desvio
padrio. Isto se verifica se levarmos em conta que o desvio
padrdio € a raiz quadrada da média antmética dos
quadrados das diferengas entre os retomos e sua média. A
principal motivagio que levou a este modelo é que a
histéria recente explica melhor o comportamente de
determinado ativo no momento atual do que a histéna
passada. Desta maneira, 0 modelo pode ser encarado
exatamente como o desvio padrio com a diferenga de que
agora os valores mais recentes recebem mais peso do que
os valores mais antigos.

O modelo EWMA pode ser escrito, segundo
Pindvck & Rubenfeld?* como:

O =4 A= -, -3

_il:[l
com 0<A<], onde L é chamado de fator de
decaimento ou de amortizacgo.

Podemos reescrever aultima equagao,
considerando que o retorno diirio médio vale zero, como:
Op =AY 4 Q=-2) A A A=A Y

Sabemos que quando calculamos o desvio
padrdo, todos os dados sao ponderados por 1/(#-1). Ja no
modelo EWMA, cada dado é ponderado por A-(1- 1)’ ,
com j valendo de 0 a infinito e crescendo 2 medida que o
dado vai se tormando “antigo”, ou que novos dados sdo
inseridos no modelo. Estes pesos se comportam de
maneira exponencial, dai 0 nome do modelo.

Este modelo possui algumas propriedades,
sendo a mas interessante a que sua estimativa para
qualquer horzonte de tempo, a partir dos dados atuais, € a
mesma. Ou seja, independendo do prazo, a previsio
obtida pelo modelo é a mesma.

oL =A-ot+(1-2)-y?

Como o valor estimado para qualquer prazo €
ignal, podemos dizer que o modelo enfatiza demais este
fato. Isto porque desta maneira uma volatilidade estimada
em um pernodo de alta volatilidade, para um prazo

qualquer, acaba sendo alta, desconsiderando o fato de
que a volatilidade tende a média.

O modelo t€m um unico parimetro a ser

estimado: A. A escolha deste parametro é realizada ad
hoc, pois ndo ha nenhum procedimento estatistico que
gere uma estimativa para o seu valor a partir de dados
passados.
No entanto, o RiskMetrizs sugere um método para
estimar o valor de A. O procedimento consiste em uma
munimizagio do erro de previsio um passo a frente
entre os valores dos retomos e das vanancias. Assim
temos:

T
AR A%
RMSE(A) == 7 ,
admitindo que 0 <A <1, achamos o A 6timo.

Minimizando

Familia ARCH

A diferenca entre os modelos antedores e os modelos
da familia ARCH denvados por Engle” é que enquanto
os prmeiros tratam a volatilidade como sendo constante
a0 longo do tempo em que estaremos estimando, os
ultimos permitem que a volatilidade condicional vade ao
longo do tempo. Os modelos da familia ARCH tem a
seguinte forma:

Ve l‘rr—i 2 N(O__o’f)

2 _ 3 2
o, =a, +Za, Vi
=]

com
p=20

a;z0ea,>0

Estas condi¢Ges asseguram que O‘f seja maior que zero,
para todo t.

Ou seja, os modelos ARCH tém como
motivacio o fato que a vanancia condicional pode ser
esimada a partir dos quadrados dos retomos
observados no passado. A equagiio acima descreve o
que chamamos de ARCH (p) pois para estimarmos a
vanancia em t utilizamos informagées de -1, t-2,....t-p.
Chamamos de ARCH (90} o modelo que utiliza todos
os dados passados para estimar a volatilidade
condicional atual.

Consideraremos aqui 0o modelo ARCH (1), do
qual podemos mais facilmente retirar as propriedades
sobre este modelo. O modelo pode ser escrito como:

Oy =& +0p- Y
Sabendo que ¥, = &, - 0, , segue entio que:

E(y)=E(g,-0,)=E(s,) E(o,)=0

Sabemos também que, de acordo com
Harvey??, a vanidncia ndo condicional € dada por:

" RéskMetrics é o texto publicado pelo banco JPMorgan
descrevendo sua metodologia de nisco.




-
(1-a)

Por Harvey', temos também que os momentos impares
sao todos nulos e que:

F(} )= E(c:rr )=

E(y})=3-E(c})=3- a) -(1+a)) . pacs
(1-a;)-(1-3-a7)

3-af <1.

Temos entao:

a. A curtose de y; vale, se 3-0.']3 <1
_ . l—af
1-3-a)

Desta maneira, se @; # 0, y: possui caudas pesadas.

b. Temos que y: € um rido branco e que y segue
um processo AR (1), pois podemos re-escrever a equagio
do modelo como:

Vi =a,+ay -y, +o; (g =)

onde o ulimo termo tem meédia nula e vanancia
constante, se tratando portando de um ruido branco.

Arch Generalizado

O principal avango do Garch em relagio ao
Arch € a incorporagao das vanancias antigas na estimativa
da nova vanancia, funcionando como uma espécie de
mecanismo adaptativo.

Seja £: um processo discreto estocastico, e L o
conjunto de informacdes disponiveis até o instante t. O
processo Garch (p,g) € dado por:

V,=¢&-0,e

5 g - 3
o; =a[,+Za, Vi * E B o,
=] 1=1

conm:
p,20egq >0

a, . fpz0eq,>0.

A seguir mostraremos os trés modelos da famnilia
Garch utilizados neste trabalho.

Garch (1,1)

Comecaremos deduzindo o Garch (1,1) por ser
0 mais comumente utilizado. O modelo pode ser escrto, a
partir de (3.12), como:

Ve I‘rr-] ~ N (0, o—rz )

of =ay +ey -y, + B o

Como podemos perceber, este modelo estima a
volatilidade a partir da volatilidade passada e do ultmo
retorno obtido pelo ativo.

Podemos reescrever a ulauma equacao de modo
que tenhamos:

!
g e Zﬂlj Vi,
181 J=

Através desta equacio, podemos notar que o Garch
(1,1) estd em compasso com o modelo Arch (00}, pois
utliza todas as amostras passadas para estimar a
vaniancia condicional, com a restrcio de que os pesos
atribuidos a0s retornos passados obedecem uma
estrutura geométrica.

De Bollerslev (1986)%, sabemos que:

a. Se a; + B <1 o processo sera estacionario no
sentido amplo.
b. Se 3-@ +2-a,- B + B <1, temos que o
segundo e o quarto momento valem, respectivamente:

2 (24
E(y;)y=—=2 e

Cd-a-8)

3-a, - (140 +

E(v;")= a; -( L+ )

-a-5)-0-5 -2-0- B -3-af)

Desta maneira, temos que a curtose vale
3-(1-(a +B)°)

-B-2-a-f-3-a)

Os parimetros deste modelo que precisam ser
identificados sdo otg, o1 e P1. Estes parimetros serdo
estimados atraveés do uso de sua fungio de log maximo
verossimilhan¢a sem constantes, que vale:

Parametros 8 = (a,.a;, )
T

LO)=-=

3T [logo-, @)+ s J

f )

A miaximizacio desta funcio, como ji citado,
leva ao descobrimento dos parametros 8. O algoritmo
de Berndt, Hall, Hall & Hausman leva a maximizacéo
desta fungdo, como citado em Bollerslev (1986)°.

IGarch — Garch Integrado

Outro modelo que deriva do Garch (p.g) € o
1Garch. Este ulimo pode ser descrito, a partir do Garch
(1,1), em Harvey!, como se segue:

Vell oy ~N(©,07)

.':rr2 =a, +{l——2)-_vf_1 +Z-Jﬁ_1com D<Al

Ou seja, ¢ como se considerassemos que
a +p, =1.

Desta maneira, o processo deixa de ser
fracamente estacionano e nio podemos deduzir quats
sd30 seus momentos ndo condicionais, sendo que a sua
variancia nao condicional agora ndo é mais finita,

Neste modelo, a informacdo disponivel ¢
utilizada na previsio de volatiidade para qualquer
honzonte de tempo. Esta propnedade é importante para



modelarmos séres financeiras cuja volatlidade apresenta
persisténcia apos algum choque.

De acordo com Nelson (1990)%, é estrtamente
necessario que Olo s€ja positivo, pois este modelo tem a
caractenistica de que ndo importa qual é o valor inicial de
Gy, os valores previstos para a volatilidade tendem z zero
quase que certamente.

Os parimetros deste modelo que precisam ser

identificados 530 awe M. Estes parametros serdo estimados
através do uso de sua fungio de log maximo
verossimilhanca, que vale, de Harvey!>:

Parametros € = (@, A)

logl; () =~ log2x

1 Z 2 v2
- log(a'o +(l-z?.)-_v,‘, )+——-"—q—}
2;{ Y g+ 1-)- 37,

EGarch - Garch Exponencial

Este modelo € derivado da familia Arch. Cdado por
Nelson (1991)2!, este modelo tem como principal

caractenistica a vantagem de que os parimetros 6 podem
ser negativos, o que cna mais possibilidades ao modelo.
Isto se deve do fato de que agora modelamos o logaritmo
da varancia. e nio mais ela mesma.

O EGarch (1,1) é escrito como:

lOgO—:Z =a,+p - IOgo-rz—I +¥Zy
onde z, = I[g,r— (2/7{)”3J+ 5-g
e & ~NID(0,1)
Este modelo atende a algumas “falhas” do

Garch convencional pois responde assimetricamente a
choques nos retornos (Efeito Alavancagem).

Volatilidade Implicita
Considere a formula para o apregamento de

opg¢oes deduzida por Black & Scholes, dada por Hull's
como:

e(S.X,r.T.1.0)=8-Nd)-X-¢"".N(d,) com
_log(S/X)+(r+067/2)-(T -1)

d
1 o-JT —t ¢
4. < Jog(SI ) +(r-a’/2)-(T -1)

) c-T -t
onde ¢ ¢ preco da opcdo. S é o valor do ativo-base da
op¢do, X ¢ o preco de exercicio da opcio, T ¢ o dia de
exercicio, t € o dia atual, r € a taxa de juros livre de risco
até o dia T, 0 € a volatilidade do ativo-base e N()) é a
funcdo densidade de probabilidade acumulada para uma
variavel com média 0 e varancia 1.

Utiizando a formula de Black & Scholes e
considerando o pre¢o de mercado da opgio, podemos

obter um valor para a volatilidade ©, j4 que para cada &
56 existe um valor de mercado para a opcio

Este método para estimar a volatilidade produz
© que & chamada de volatilidade implicita. E como, por
construcio, foram utlizadas informacdes vindas do
mercado financeiro, podemos dizer que a volatilidade
implicita fornece a estimativa do mesmo sobre a
vanabilidade de um determinado ativo. Por isso sio
utilizadas para monitorar a opiniio do mercado sobre a
volatilidade do mesmo.

O mercado financeiro negocia opgdes sobre
um mesmo ativo-base e com mesmo vencimento, para
vanos precos de exercicio. A relagio definida pela
divisdo entre o valor do ativo-base (S) e o preco de
exercicio da opcdo (X), dada por S/X, fomece uma
relacio conhecida como moneyness, ou seja, o quio
dentro do dinheiro esti a opgio.

Se §/X <1, diz-se que a opcio estd fora do
dinheiro, ja se S/X=1 a opgio é dita no dinheiro e se
S/X>1 a opcio ¢ considerada dentro do dinheiro.

A volatilidade & sera obtida neste trabalho
atraves do uso da formula de Black & Scholes, definida
acima, para as op¢bes que estiverem sendo negociadas
cujo valor de exercicio é préximo do valor do ativo-
base, ou seja, para op¢oes no dinheiro.

2.3 - Modelos de Volatilidade Estocastica

Neste capitulo trataremos de modelos da
familia de volatilidade estocastica. Descreveremos trés
modelos, suas propriedades principais, e como sio
estimados seus parimetros. A seguir sedio deduzidas as
equacSes do filtro de Kalman, utilizadas na estimacéo
dos parimetros.

A familia de modelos de volatlidade
estocastica € caracterizada por modelos em que a
varidncia depende de componentes nio-observiveis.
Como veremos, estes modelos tem propriedades
estatisticas semelhantes a familia Arch.

Volatilidade Estocastica com AR(1)

O modelo univarniado mais comumente
observado € descnito abaixo:

h h
V, =& -exp{?’} onde o, = erp{—z*—},

h: =:V+¢'hf—] +’?1

onde:

y: ¢ a vanavel de interesse, ou seja, o retorno financeiro
& €um ruido branco com média zero e vananda o2

M: € um ruido branco com média zero e variincia o,

O rido n: pode ou nio ser correlacionado

com &,
Este modelo apresenta as  seguintes
propriedades descrtas por Harvey!:

a. Fazendo com que ¢ seja menor que um em
modulo, sabemos que o processo de h, é estritamente
estacionario.




b. Se 1 € gaussiano entio h: € um processo

. : . P
gaussiano AUTOTegressivo Com média e variancia dadas
pot.

Hp -9
5
o; =—L
1-¢~
c. A curtose de y: é dada por 3exp{c®z}. Esta
curtose é maior que a curtose de uma distrbuigio normal
padrio.
d. Como & € um processo de rmido branco,

fazendo com que T: e & sejam independentes e
considerando também que ¢ é menor que um em modulo,
teremos que y: € um ruido branco.

Considerando agora a equagdo do modelo,
elevando todos os termos ao quadrado e aplicando o
logaritmo nos dois membros, teremos:

log(y;) = Ellog(e) |+, + & hy =y +@-h_ +m,
onde:

& =log(e;) — Ellog(£)]

Z, é um ruido ndo gaussiano, e suas propredades
estatisticas dependem de &. Podemos notar que o
processo Vi é equivalente 4 soma de um processo ARMA
(1,1) com um ruido nio gaussiano.

Se adotarmos que & tem distribuicio normal
com média zero e vanincia unitdnia, como pode ser
comumente visto, sabemos por Abramowitz e Stegun
(1970)! que a média e a vanincia de In(e?) valem
respectivamente —1.27 e 72/2.

O modelo de volatiidade estocastica pode ser
reescnto como:

log@f) =-127+h, +&,
hh=y+¢-h_+n,

Gg_:" vale T[:‘/Z.

Este modelo esta escrito na forma de vaniveis
de estado, e necessitamos ainda estimarmos Os parametros
v. b e o Para procedermos com a estimacio dos
parametros citados podemos tratar o ruido & como sendo
NID (0, m2/2), por aproximagio.

O Filtro de Kalman pode ser utilizado para a
obtencio do erro de previsdo necessario para o calculo da
funcio de méaxmo verossimilhanca, que deve ser
maximizada para a obtengio dos parametros, como
veremos adiante.

Uso do Filtro de Kalman na determinacds  dos
pardmetrog

No modelo de volatiidade estocastica definido
anteriormente, temos:

log(y?) =—127+h +£,
hy=y+¢-h+n
onde estamos considerando {&}~ NID(0,72/2)’
Os parametros a serem definidos neste modelo
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6=(r.¢.0,)

Podemos simplificar o modelo, ji que de
Ruiz?¢ sabemos que a estimacdo dos parametros nao €
alterada quando retiramos a média do processo. Assim,

fazendo v =log(v?)+1.27 - temos:
7 A g{. 7 ) (1_¢)

_V:. =Z +§:

2, =@-2 + 1,

A matriz de covanancia dos erros, (2, vale:

~

Eguacionamento do Filtro de Kalman para este modelo

A equagio de atualizacio do estado z € escata
como:

b
_ A 14 . =
=15t > '(,":_:—lbr)
P
r--12r+_
2

[

t

A equagio de atualizacio da vadancia do erro
de previsio do estado z,, ,Z, = var(z,—,z,) , vale:

L
rzr”‘ 2 oy -1 Z:
i
t-1 E!+'?

A equacio de previsio para os estados Zzw1 €
expressa como:

2001 =0
A equacio de previsio da variancia do erro de
zp+ vale:

3 2
(=9 ':Er+5q

A equacio de previsio do valor ¥y pode ser
escrita cComo:

" Lembramos que &, = log(&‘f) = E[log(af" )] . e que ndo

€ normal.



ar s
tYe1=rZ e
A equagdo de previsao do erro de previsio de

. » ne
Vier, (M =var(y,.,— ;. , vale:

-

2
M = 2 +_2_

Para micializarmos o filtro devemos estimar as

atiiveis 8
variavels 2, e Eo .

Eguacies do Filtro de Kalman para previsio

Podemos escrever as equacdes acima de outra
maneira, visando minimizar o esforco computacional,
dado que o objetivo € somente realizar as previsdes dos

valores de ,z,, e ,Z,.;.
As equagbes re-escritas ficam assim:

z
- 5 -1 5
020 =PZ, +¢'['r_rT]'(Vr_r-l"r) €

T
i }:z"'_
2
2

T
?'r—] Er

IEP] :¢‘_ e ey o =

z° &
(r—] 2:"“'?]

Com estas equagdes, podemos calcular os valores

L)

- -
do erro de previsio de ,y,.,. Este erro vale

~ . *
Ve =¥y =¥ -

Estimacio dos parimetros 0 do modelo — Ouase Mdoamo
I erossipmtbanca (OML)

Seja 8 o vetor de parimetros desconhecidos que
desejamos  identificar. A  fungio de maxima
verossimilhanca do modelo de vanaveis de estados é dada
a partir da densidade dos valores observaveis de yi, y, y2,

v ,}’T-

17:0) = £ (¥,:0) f G |V0:0)-.-S B [Vgrr.os¥7 1:6)
Assumindo que (g,7y)" tem distdbui¢io normal,
as funcbes de densidade de probabilidade acima também

$4o normais. A funcio f(yrlyo,.“,yg-_]lg)tcm média
1Y, que depende de 6, e vadancia , | M,, também
vanando com 6.

Portanto, para cada © podemos calcular ,; ¥, ¢
1M, atraves do Filtro de Kalman.

Assim, para cada 8 podemos escrever a funcio
de maximo verossimilhanca valendo:

1 T
Ly = —E:— 10827{"; Zlogdcl({_ﬁu :@)-
= = =0

1 x 2
= 2 0= F O (M, (0) (v,=15,(6))

=0

No algortmo de otimizacio de Lr,
utilizaremos o Filtro de Kalman para calcularmos ¥, (6)
e M, (f). Assim Lt deve ser maximizada em 6 com

as seguintes restricoes: Jgﬁ‘ <le c)‘,f 20.

Temos, considerando 8 como sendo o vetor de
parametros a serem estimados, segundo Dunsmuir
(1979), que:

JT (6 -6)—2 N(0.C(6))
onde T é o tamanho da amostra (4 representa
convergéncia em distribui¢io).

Ou seja, a distabuicdio assintética dos
parametros tende a uma distribuicio normal com média
0 e variincia dada por C(8), segundo Dunsmuir (1979).
C@)=2-A"4+47'B-47", com A ¢ B envolvendo
integrais de fungbes derivadas da funcio geradora
espectral do processo em relagdo a 8 e um coeficiente de
curtose (veja Ruiz?¢ para valores exatos).

Estimacao da volatilidade

A volatilidade estimada sera obtida através de ,Z,.,.

Assim teremos que:

O = QW[L;'J

Deste modo poderemos estimar as volatilidades e
compara-las com os outros modelos.

Volatilidade Estocastica com Random Walk

Trataremos anda do caso em que
consideraremos ¥ valendo 0 e ¢ valendo 1. Neste caso, o
processo pode ser entendido como sendo um random
walk mais um ruido (§y). Assumindo novamente que &
tenha distabuicio normal N(0,1), teremos as seguintes
equacdes para descrever 0 processo:
log(y;)=—127+h, +¢,

h = b +7,

em que O:* vale 72/2.

Neste caso, podemos notar que em vez de trés
parametros, como no modelo anterior, temos apenas
um, que € Oy’ . Podemos supor & como sendo NID (0,
n?/2) e desta maneira estimamos através de QML o
parimetro necessano.

Volatilidade Estocdstica com Ruido t-Student

Outro modelo desta familia que sera tratado ¢
o seguinte: considerando o mido £ como tendo
distnbui¢io t-Student da forma:
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onde L, segue a distnbuicio normal e vk; é independente
de C; e tem distrdbuigdo % com v graus de liberdade.

Desta maneira, sabemos por Abramowitz e
Stegun (1970)! que a2 média e a vanincia de log(eF) valem
respectivamente —1.27-y(v/2)+log(v/2) e ®/2+y'(v/2),
onde 1.) € chamada de funcio Digamma e a fungéo )
€ chamada de Trogamma.

Desta maneira podemos impor que G:° seja
maior que 7/2. Assim o modelo terda uma distribuigio
com caudas pesadas, o que ¢ desejavel.

O modelo escnto sob a forma de equagio de
estados pode ser visto abaixo:

log(v;) =—1.27 —w(v/2) +log(v/2) + h, + &,
h=y+¢-h_+m,

Desta maneira, necessitamos estimar 0$
parametros ¥, $,G,° e Gz, jd que ndo conhecemos v. Se
considerarmos v conhecido, precisamos estimar somente
¥, ¢ e o,°. Estimaremos através de QML estes parametros
supondo novamente o ruido & como sendo NID (0, 6:3).

3 — Simulagdes Numéricas

Neste item explicitaremos quais sénes serdo
utilizadas na simulacdo do cidlculo de volatthdade
utiizando os modelos vistos nos capitulos antenores.
Também falaremos um pouco sobre como realizamos as
simulacées para cada uma.

Sénes Temporais

Serdo realizadas simulacbes com cotagoes
obtidas do Mercado Aberto, Bolsa de Valores e Mercado
de Cambio. Os dados sdo mais especificamente:

a Taxa de Juros Pré-Fixados para o prazo de 6
meses — A Taxa de Juros é negociada no mercado
financeiro através de titulos de renda fixa, mercados
futuros e denivativos. Foi obtido o valor de fechamento da
Taxa para o prazo de seis meses para o periodo
compreendido entre 10/12/97 e 19/05/2000. A fonte
destes dados for a BM&F — Bolsa de Mercadorias e
Futuros — que divulga dianamente uma estrutura a termo
de juros utilizada para o calculo de margens de swap.

b. Preco da Acio Telebras PN (que a partir da
provatizagio se tormou o Recibo de Telebras PN, codigo
RCTB41) — Esta acfo ¢ negociada na Bovespa — Bolsa de
Valores de Sio Paulo — em pregido aberto. Foi obuda a
cotacdo dos valores de abertura, miximo, minimo e
fechamento para o perdodo compreendido entre
02/01/1997 e 19/05/2000. A fonte destes dados for a
Economatica.

(5 Taxa de Cambio entre Real e Délar — A compra
e venda de dolares é realizada por corretoras habilitadas
para exercerem tal funcio e que registram os valores das
transacoes no SISBACEN — Sistema do Banco Central.
Foi obtida a cotacio dos valores de abertura, maximo,

minimo e fechamento para o periodo compreendido
entre 02/01/1997 e 19/05/2000. A fonte destes dados
foi a Agéncia Estado

Simulagoes

As simulacdes foram realizadas para as sédes
apresentadas no item antedor. No entanto, devido a
inexisténcia em determinadas épocas de alguns produtos
financeiros, a sua baixa liquidez ou a falta de fonte de
dados, algumas simulag6es ndo puderam ser executadas.

Abaixo detalhamos como foi realizada a
simulagdo para cada séoe e modelo.

- Desvio Padrio, “High-Low” e “Open-High-
Low-Close” — utilizamos as formulas apresentadas
anteriormante e simulamos para vanas janelas: 21, 42, 63
e 126 amostras. No entanto, os modelos “High-Low™ e
“Open-High-Low-Close” nfio puderam ser utilizados
com a série de taxa de juros pois nido ha fonte de dados
disponivel para as taxas de abertura, maxima e minima.

. EWMA - Exponentially Weighted Moving
Average — utllizamos as formulas apresentadas e
simulamos para varos alisamentos: 2=0.94, A=0.90 e 7
otimizado.

. Garch (1,1), EGarch(1,1), IGarch(1,1), VE-
AR(1), VE-Random Walk e VE-t-Student — utiizamos
as fomulas apresentadas e identificamos os parametros
diartamente, como se estivéssemos naquele determinado
dia, utilizando todas as observagdes anteriores a este dia.
No caso dos trés ulimos modelos, utiizamos ainda um
segundo cotérnio que consiste em utilizarmos sempre
somente as 63 ulomas amostras.

. Volatilidade Implicita — utilizamos as opgcoes
de compra de Recibo de Telebras de 5 de julho de 1999
a 14 de abnl de 2000 para identificar a volatlidade
implicita de Recibo de Telebras. Nio pudemos
identificar as volatilidades implicitas para a taxa de juros
e taxa de cambio pois o mercado de opgdo de juros
(opcio sobre IDI) é muito pequeno e possui baixa
liquidez, assim como o mercado de opgio de dodlar.

As simulagOes foram realizadas sobre o valor
de fechamento das séries, com excessao do caso dos
modelos “High-Low” e “Open-High-Low-Close” que
necessitam dos demais valores.

Foram utilizados os sgffwares Matlab version
5.3.0 e Eviews version 3.0 para nos auxiliar nestas
otimizacoes dependendo do modelo em teste.

Mais especificamente podemos dizer que:

° nos modelos Garch (1,1) e [Garch (1,1) for
utilizado o programa Matlab, utilizando a funcio frin
para realizarmos as otimizacOes com restrigdes;

. nos demais modelos utilizamos o pacote
econométrico Eviews, em que foram escrtos codigos
para estmarmos diaramente todos os parametros de
interesse, utllizando as funcdes de otimizacdo ja
existentes no mesmo, com o algoritmo BHHH.



3.1 —Discussdes sobre os Resultados

Neste item primeiramente apresentaremos os
resultados obtidos para cada sére e uma discussio
qualitativa sobre os mesmos. Em segundo lugar serao
expostas  algumas metodologias  quantitativas para
avaliarmos os resultados obtidos, seus pontos fortes e
fracos. Por fim, os modelos serio comparados de acordo
com as metodologias julgadas convenientes.

Resnltados

Apresentaremos os resultados obtidos a partir
das simulacdes realizadas.

Tanca de Juros

Realizamos as simulacdes especificadas e abaixo
apresentamos  os resultados obtidos. Nestes grificos
podemos observar as volatilidades obtidas para os
seguintes modelos:

Figura 1: Mddulo dos Retomos da Taxa de Juros e as
estimativas de volatilidade utilizando Desvio Padrio com
janela de 63 dias ateis
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Figura 2: Mddulo dos Retomos da Taxa de Juros e as
estimativas de volatilidade utlizando utilizando

Garch(1,1)
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Figura 3: Médulo dos Retomnos da Taxa de Juros e as
estimativas de volatilidade utilizando EWMA otimizado

Figura 4: Médulo dos Retomos da Taxa de Juros e as
estimativas de volatilidade utilizando VE-AR(1)

Podemos observar que as volatlidades
esttmadas com os modelos Garch e EWMA, no inicio
do grafico, apés um retomo alto, tem seus valores
aumentados rapidamente, ou seja, crescem com tempo
de resposta baixo.

Também podemos observar que, no fim do
grifico, quando os retornos diminuem de amplitude, a
volatilidade estimada com o modelo Garch fica acima
das demais. Isto se deve provavelmente ao fato de que a
volatilidade esumada com este modelo tende 2
volatilidade ndo-condicional e que como a mesma foi
estimada considerando toda a séne de retornos, e no
pedodo passado houve retornos elevados, a mesma se
manteve alta,

A volatihidade obtida com o modelo VE-
AR(1), como podemos observar, oscila sobre um nivel
praticamente constante, ndo sofrendo saltos como os
modelos EWMA e Garch. Podemos observar que com
o aumento de volatilidade do mercado, no fim do
grifico, o aumento da volatilidade por este modelo
estimado é mais lento que os dois citados antedormente.
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A seguir apresentamos os resultados obudos | ' '
graficamente. Podemos observar as volathidades obtidas M s T T e SR R R jee T “"‘""‘"“,x“
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Figura 8: Médulo dos Retornos do Prego do Recibo de
Telebras PN e as estmativas de volatilidade utilizando
VE-AR(1)

Figura 5: Médulo dos Retornos do Preco do Reabo de nm{
Telebris PN e as estimativas de volatilidade utilizando
Desvio Padrio com janela de 63 dias tteis
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hgura 9: Médulo dos Retornos do Preco do Recibo de

Telebras PN e as estimativas de volatilidade utilizando o
método de volatilidade implicita

: Novamente, podemos observar que s
Figura 6: Médulo dos Retomos do Prego do Recbo de modelos Garch e EWMA respondem rapidamente aos

Telebrias PN e as estimativas de volatlidade utlizando aumentos de amplitude dos retornos.

utilizando Garch(1,1) O modelo VE-AR(1) novamente ndo
respondeu rapidamente a mudangas no mercado, porém

- podemos perceber que no fim do grifico ele reage a0
aumento de volatilidade com tempo de resposta maior

I e CTUTTTQO que o Garch.

et E o Cabe também comentarmos o modelo de
volatilidade implidta. A volatlidade dada por este
. modelo teve dois saltos para baxo no inicio do gréﬁco
________________ i l\ i provavelmente decorrentes da proximidade do exercicio
de opgoes. Podemos notar, também, que na média a
volatilidade implicita se manttm nos niveis da
volatilidade estimada pelo Garch. No fim do grafico a
volatilidade sobe rapidamente, como os modelos Garch
e EWMA.

F:gura 7: Médulo dos Retornos do Preco do Recibo de
Telebras PN ¢ as estmativas de volatilidade utilizando
EWMA otimizado
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Taxa de Cambio entre Real ¢ Dilar

A seguir apresentamos os resultados obtidos
graficamente. Podemos observar as volatilidades obtidas
para os seguintes modelos:

B = - = | ___________________________________

Figura 10: Médulo dos Retornos da Taxa de Cambio entre
Real e Dolar e as estimativas de volatilidade utilizando
Desvio Padrio com janela de 63 dias dteis

Figura 11: Médulo dos Retornos da da Taxa de Cambio
entre Real e Ddlar e as estmativas de volathdade
utilizando utilizando Garch(1,1)

Figura 12: Modulo dos Retomnos da da Taxa de Cimbio
entre Real e Dolar e as estmativas de volanlidade
utiizando EWMA otimizado
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Figura 13: Médulo dos Retornos da da Taxa de Cambio

entre Real e Dodlar e as estimativas de volatilidade
utilizando VE-AR(1)

Neste periodo, a taxa de cambio se encontra
em regime livre.

Os modelos Garch e EWMA tiveram
comportamentos bastante semelhantes.

Neste caso, o modelo VE-AR(1) teve
comportamento mais similar aos outros dois, porém
oscilou muito, dando picos de volatilidade e logo apos
retornando ao nivel anterior.

Metodologias para avaliacio

Na literatura podemos encontrar alguns
estudos que envolvem séries temporais e que tentam
comparar diferentes modelos. Entre eles podemos citar
os estudos de Boudoukh®, Alexander®> e Kroner!” para o
mercado externo e Herencia'® e Valls®® realizados sobre
o mercado local.

Cada trabalho utiliza metodologias diferentes
para comparar os resultados obtidos. A seguir
apresentaremos algumas possibilidades.

a. ME (Mean Error) — média do erro de previsio.

1 .0 o
ME:E-Z(J;—J,-)

=1

b. MAE (Mean Absolute Error) — média do erro de
previsio absoluto.

]. z ~ 7 2
M45==;-Zi0‘; ~a?|

t=1

¢. RMSE (Root Mean Square Error) — raiz quadrada da
meédia do erro de previsdo ao quadrado.

RMSE =

d. MAPE (Mean Absolute Percentnal Error) — média do
erro de previsio percentual absoluto.

Aﬂpg:l.sz_:a_f_'
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Em todos os modelos definidos de a. até d., temos:
G, ¢ a volatilidade estimada pelo método em questio

para adatate o, € avolatlidade “verdadeira” para data t.

Portanto, necessitamos de um valor chamado de
volatilidade “verdadeira”. Neste trabalho consideraremos
que a volatlidade verdadeira ao quadrado equivale ao

. 2 2
retorno ao quadrado, ou seja, o, = ), -

e. Intervalo de Confianca — Este meétodo consiste em
verificarmos se o retorno obtido ficou dentro do intervalo
de confianca:

:P(Lv,| £ G, - fator _de_confianga) £ X%

Com a hipotese de que os retornos tem
distribuicio normal, e considerando X valendo 5, temos
que o fator de confianga vale 1.96 aproximadamente.

Resuitadss Onantitativos
Taa de Juras

Os modelos EWMA, VE e Desvio-Padrio
tiveram bons desempenhos. E interessante notar que
como a sére havia passado por um periodo anterior ao
periodo de comparacio de volatilidade elevada, os
modelos que se utilizam dos retornos de toda a séne para
a estimacdo podem ndo ter se saido bem pois estanam
superestimando em muito a volathdade atual.

Intervalo de confianca: Os modelos Garch
superaram os demais assim como o Desvio-Padrio de
janela com 126 amostras.

Lembrando que tais modelos tendem a média
nido-condicional, € que a mesma ¢ elevada pois o periodo
anterior foi um perodo de volatihidade elevada, temos
assimuma possivel razdo para explicar a causa de seu
SUCESSO.

Preco do Recbo de Telebras PN

(Os modelos EWMA, VE e modelos de valores
extremos tiveram bons desempenhos.

O modelo VE-Random Walk se comportou mal
nestes testes. Isto se deve ao fato de oscilarem muito,
dependendo dos ulttmos retornos.

Talvez este resultado tenha ocorndo por
estarmos tratando de um mercado que sofre normalmente
oscilagdes elevadas.

Intervalo de Confianca: novamente a familia de
modelos Garch se destacou. Provalvemente, isto se deve
30 mesmo fato descato antenormente, e pode ser
atestado pelo fato de que modelos com janelas se
comportaram mal.

Tava de Camino entre Real ¢ Dilar

Os modelos EWMA e VE tiveram bons
desempenhos novamente.

Também novamente, o destaque negativo ficou
por conta do modelo VE-Random Walk que se
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comportou mal nestes testes. Isto se deve ao fato de
oscilarem muito, dependendo dos ultimos retornos.

Intervalo de Confian¢a: como esta séne possui
um efeito peculiar de mudanga de regime, provocado
pela mudanca do regime de cambio no Brasil, podemos
notar que novamente as sénes 4mostrais Ou Com
grandes janelas se sairam melhores que as demais.
Percebe-se inclusive que os modelos que consideram
valores extremos foram os melhores.

Novamente, a familia Garch se manteve bem,
nunca superando os 5% de valores fora do Intervalo de
Confianca.

4 — Resultados Finais

Vimos neste trabalho modelos de previsao de
volatilidade cujos resultados podem ser utiizados para
estmacao do msco de mercado de investimentos e
também para o aprecamento de ativos financeiros.

Inicialmente,  estudamos  as  principais
propriedades dos retornos dos ativos financeiros, bem
como diversos modelos utilizados para a previsio de
suas volatlidades. Para cada um desses modelos de
volatilidade também discutimos suas prncipais
caracteristicas.

Por fim, foi realizada uma extensa simulacio
numérica com o objetivo de identificarmos quais 0s
melhores modelos para as condicoes adotadas e para as
séries escolhidas. Definimos entio quais ativos seriam
alvo deste estudo e consideramos: a Taxa Pré-Fixada
com prazo de 6 meses, o Recibo de Telebras PN e a
Taxa de Cimbio entre Real e Doélar. Assim testamos
todos os modelos descntos, as vezes com algumas
variantes, estimando dianamente seus parametros e suas
volatilidades para cada ativo. Definimos também
critérios objetivos para compararmos estes modelos.

Apos uma breve discussdo sobre os aspectos
qualitativos comparamos os resultados utilizando os
crténos defimdos.

A famila de modelos de Volatlidade
Estocastica obteve bons resultados a partir das medidas
de descolamento do retomo. Ou seja, nio superestima
os retornos futuros. Cabe destacar o modelo VE-t-
Student .

No caso da medida de percentual de retornos
fora do Intervalo de Confianca, os modelos da famila
Garch se comportaram de maneira supenor. Cabe
destacar o modelo EGarch que nos trés casos se
manteve entre os melhores.

Ao compararmos os modelos segundo estes
dois coténos, descolamento dos retornos e pontos fora
do intervalo de Confianga, esperamos ter explicitado
quais modelos sdo os melhores em cada cnténo. Desta
maneira, dependo de qual o uso que dada estimativa de
volatilidade terd, um ou outro modelo podera ser
utilizado de maneira mais adequada.

Podemos sugerir como um possivel estudo
futuro, as aplicagdes destes modelos na drea de
Operacbes Financeiras. Neste estudo, podera ser
discutido qual modelo gera através de uma dada
estratégia de investimentos mais lucro para o investndor.
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