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Resumo 1 - Inuodução

A estimação da volatihdade de ativos ãnanceiros
tem sido um assunto de grande interesse nos úlümos
tempos, seja pelo seu uso na previsão de riscos, seja pelo
seu uso no apreçamento de ativos. O presente trabalho
tem por objetivo testar alguns modelos de esümação,
ved6cando, de acordo com os critérios adotados, quais os
melhores para as sédes escolhidas. Inicialmene
apresentaremos alguns modelos e suas pdncipàs
propriedades. DenbE eles podemos citar desvio-padrão,
modelo “High-Low“, modelo “OFxn-High-Low-Close”.
Garch (1,1), EGanh, IGarch, Volatilidade Implícita e
Volatilidade Estocástica. Daremos grande atenção à este
último grupo, para o qual dedvammos todas as equações
necessárias para sua modelagem, estimação de parâmeuos
e previsão de volatilidades. Por âm testaremos esses
modelos em três séries nmporais: taxa de juros pré-
budas, preços de recibo de telebrás PN e taxa de câmbio
real-dólar.

Quando falamos em medir a vadabilidade dos
retomos de um ativo 6nanceiro normalmente
associamos este resultado ao conceito de dsco, ou seja. a
idéia de qual a perda que podemos sofrer realizando um
investimento em tal ativo. Recentemente a grande
diveni6cação de investimentos, acompanhada pela
globalização dos mercados ânanceiros, 6zeram com que
ondas de cdse provenientes de qualquer ouuo pás do
mundo pudessem provocar enormes perdas Ênanceiras
Estes fatos. somados com uma maior pressão dos
orgãos reguladores que tentam aüavés de suas medidas
minimizar a chance de uma cdse no sistema ânanceiro
nacional, tornaram quase que compulsódo o cálculo de
risco de mercado pelos ag'ntes ânanceiros de suas
operações realizadas no Brasil.

Mas este cálculo não deteanina apenas o risco
de mercado de uma determinada operação ânanceira.
Cada vez mais operações envolvendo produtos
ãnanceiros chamados de derivativos são utilizados nas
mesas de operações de Bancos, Fundações,
Administradores de Recursos de Terceiros e Empresas
Com isso, se torna importante o correto apreçamento de
tais produtos, com o intuito de se evitar que seja pago
mais do que o valor livre de risco. ou seja, um valor
desarbitrado ou com ágio pelo mesmo. O cálculo da
variabilidade do ativo objeto é fundamental para este
apreçaínento.

A volatilidade nada mais é do que uma medida
para a variabilidade de uma séde temporal. Eústem
algumas maneiras de estimar está variabilidade dado o
comportamento da série no passado.

Apnsentaremos neste trabalho formas de se
estimar a volatilidade de um advo de acoIrio com
diversos modelos disponíveis na linratura
Veri6caremos também o quão adequado são esses
modelos dado um ou mais cdtédos. Consideraremos

modelos históricos, modelos de previsão, modelos de

Abstract

The volatihtv esdmation of ãnancial assets has
been a subject of great importance through the last years
since it is used in the market risk managçment as well as in
option and other dedvadves pricing. The present worik
has the objetive of tesdng some models, veri6ng
according to some cdteda which one 6ts better for the
chosen time series. In this wav, some models and their
main properties will be dedvaed. Such models are:
standard deviation, high-low model, open-high-low<lose
model, Ganh (1,1), EGanh, IGanh , lmpbed Volatibty
and Stochastic Volatility. The latter will receive major
attention, with all the equadons that are necessary for
completely modelling it, its parameters esdmaüon and the
volatility estimation using this model, dedvated.
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volatiLdade implícita e modelos de volatilidade estocástica.
Modelos Históricos: utilizamos corno uma

pre\lsão para a variabilidade no futuro o valor observado
para esta vadabilidade no passado. Estes modelos diferem
entre si com relação a quais informações retiradas do
passado são utilizadas_

Modelos de Previsão: o objetivo destes modelos
que utilizam-se de dados historicos é estimar qual será a
variabilidade futura destes dados. Os modelos utilizados
neste trabalho são os da familia Arch, onde utilizamos
retornos passados com pesos diferentes, e até mesmo
volatilidades passadas, para estimar as volatilidades
futuras.

Modelos de Volatilidade Implícita: esta família
tem por caractedstica a obtenção da volatilidade desejada
através do uso dos preços de ativos neg)ciados pelo
mercado. Utilizaremos opções que podem ser apreçadas
segundo o modelo de Black & Scholes.

Modelos de Volatilidade Estocástica esta classe
de modelos é baseada na criação de uma estrutura para
uma variável não observável. É modelado, por exemplo, o
loga=iuno da variância. A estimação dos parâmetros é
realizada com o au\lIlo do Filtro de Kalman através da
Quase Máximo Verossünilhança

maneira peso igual a 1/(#-1), ou zero se não ãzer parte
da janela deslizante.

Este modelo é uadicionalmente utilizado pois
necessita de poucos dados (somente informação sobre o
fechmrento do preço/tua dos ativos), pouco esfoço
computadonal, é bvn de fontes de erros óbvias e é
muito simples

Outros modelos que veremos necessitam de
mais informações e/ou esforço computacional.

“High-Ix)w”

Intuidvamente, podemos pensar que somente
o uso de valores de fechamento do preço ou t&\a do
advo fornece pouca informação sobre a volatilidade
deste. Assim, no intuito de aurnentarmos a quantidade
de infomração sobre este ativo, Parkinson (1980)3
sugere que ao invés de construirmos os retornos como o
logatiBno natural da razão entre os preços do ativo no
período desejado, devedamos considerar o máúmo e

minimos que tal advo (preço ou taxa) alcança ao longo
do período de tempo desejado. Estes valores requerem
para sua obtenção monitoramento contínuo.

Desta maneira, para obtennos um novo valor
para a volatilidade, temos a equação abaixo:

2 – Alguns Modelos de Voladtibdade

2.1 – Modelos Históricos
11

} 1 (log 4 – log /, ):
r=10

71Tais modelos permitem ved6car quanto foi a volatiHdade
desta variável aleatória, no nosso caso o retorno de um
advo ananceiro, durante o pedodo passado. Estes
modelos utilizam o resultado obüdo para a mesma neste
período passado, como estimativa para os pedodos
subsequentes, como em Kroner17. Assim temos que, se
num pedodo passado a volatilidade foi 15'/o, a volatilidade
esúmada (para qualquer hodzonte de tempo) naquele
instante de tempo será 15%.

'F' 4 - log2
onde h, é o valor máúmo que o ativo atingiu durante o
intervalo de tempo desejado, 1, é o valor mínimo durante
o mesmo pedodo e # o número de períodos

1

Podemos perceber que o modelo pode ser
comparado com o desviepadrão com a adição de uma
constante e com retornos de6nidos como a diferença
enue os logaliünos dos valores máximos e mínimos que
o advo adngiu em cada dia.

Este modelo, como pode ser visto, tem a
vantagem de captar movimentos inlmcLI} (movimentos
que ocorrem durante o dia), capacidade esta que
nenhum ouüo modelo que somente se utiliza de dados
de fechamento consegue fazer, por construção.

Desvio Padrão

Dados os retornos 6nanceiros, sabemos que seu

des\lo padrão é dado por

71

:, (Y,–,,1 – P)2

aLl = '=1 /7–1

“Open-High-lx)w-Close”

Garman e Klass (1980)9. desenvolvendo a
mesma idéia de Parkinson (1980)z, chegaram à
conclusão de que se utilizarmos más informações a
respeito do comportamento do ativo ao long) do tempo
na esümadva de sua volatilidade, podemos obter
esümadores ainda mais e6cientes

Um esdmador sug'ddo neste trabalho é
mostrado ababio:onde y, é o retorno do aüvo ãnanceiro no instante t, p é

a média dos retornos e 71 é o tamanho da série de retornos.

A amostra de dados que é utilizada no cálculo da
volatihdade é composta sempre pelos últimos # dados, e é
chamada de janela deslizante justamente pelo fato de que
à medida que um novo dado entra no cálculo, o mais
andgp saí da amosüa Cada observação recebe desta

Eb-5' a.g A-1%/,)2 – (2 -1.g 2 - 1) - @', – 1.g.,)=]
a;1+1 =

1= 1

71

onde h, é o valor máximo, 1, é o valor mínimo, c, é o
valor de fechamento e o, é o valor de abertura para o
mesmo período, no caso um dia, e n o número de
períodos.
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Este modelo também capta os efeitos intrada),
com a vantagem de combiná-los com os efeitos
produzidos pelo fechamento do mercado.

qualquer, acaba sendo alta, desconsiderando o fato de
que a volatilidade tende à média.

O modelo têm um único parâmeüo a ser
estimado: À. A escolha deste parâmeüo é realizada dd
bol pois não há nenhum procedimento estaúsdco que
ga uma estimativa para o seu valor a pardr de dados
passados.
No entanto, o RiskMeíricf sugere um método para
estimar o valor de À. O procedimento consiste em uma
minimização do erro de previsão um passo a &ente
entre os valores dos retonros e das variâncias. Assim
ternos:

22 - Modelos Preditórios

Modelos Pnditódos permitem que esümemos qual será a
volatilidade de uma variável aleatória para um certo
horizonte de tempo, levando em conta seu
comportamento passado e auibuindo diferentes pesos
para amostras passadas. Estes modelos, diferenemente
dos modelos históricos, geram uma estrutura a termo de
volatilidades, e as previsões dependem do modelo que
utilizamos.

T

r:,CYr2+1 –C7í2+1 (JV) 2
/=1

“Exponentially Weighted Moving Averagp“
Minimizando RMSE CX) =

admitindo que O É 2 É 1 , achamos o À ódmo.

T

Este modelo pode ser entendido como um
avanço em relação ao modelo tradicional de desvio
padrão. Isto se veri6ca se levarmos em conta que o desvio
padrão é a raiz quadrada da média adünédca dos
quadrados das diferenças entre os retornos e sua média. A
principal motivação que levou a este modelo é que a
história recente eH>lica melhor o comportamente de
determinado ativo no momento atual do que a históda
passad& Desta maneira, o modelo pode ser encarado
exatamente como o desvio padrão com a diferença de que
apra os valores mais recentes recebem mais peso do que
os valores mais anügos.

O modelo EWMA pode ser escrito, segundo
Pindvck & Rubenfeld24 como:

Familia ARCH

A diferença entre os modelos antedores e os modelos
da família ARCH derivados por Engle7 é que enquanto
os pdmeiros tratam a volaülidade como sendo constante
ao long) do tempo em que estaremos esdmando, os
últimos permitem que a volatilidade condicional vade ao
long) do tempo. Os modelos da família ARCH tem a
seguinte forma:

Yr 1/r–l - N(0: aF )
P

E
1= 1

9
aT = aro + aLi • y;–100

oi\ = 2-: (1– 2) J-‘
J=O

. Cy,–,- –D2 coin
pãO

com 0 É 2 $ 1, onde h é
decaimento ou de amoràzação.

chamado de fator de
aí 20 e ao > 0

Podemos reescíever aúlüma equação,
considerando que o retorno diário médio vale zero, como:

cf+, =2'y,2 +2'(1–2)'y,-,2 +2'(1–2)2 -y,-,2 +..-

Estas condições asseguram que ar2 seja maior que zero,
para todo t.

Ou seja, os modelos ARCH têm como
motivação o fato que a vadância condicional pode ser
estimada a partir dos quadrados dos retomos
observados no passado. A equação acima descreve o
que chamnnos de ARCH (p) pois para esdmarmos a
variância em t utilizamos informações de t-1, t-2,...,t-p.
Chamamos de ARCH (cn) o modelo que utiliza todos
os dados passados para esdmar a volatilidade
condicional atual.

Consideraamos aqui o modelo ARCH (1), do
qual podemos mais facilmente retirar as propriedades
sobre este modelo. O modelo pode ser escrito como:

Sabemos que quando calculamos o desvio
padrão, todos os dados são ponderados por 1/(#-1). Já no

modelo ElPMA, cada dado é ponderado por 2 - (1 – 2)i

com j valendo de 0 a inãnito e crescendo à medida que o
dado vai se tornando “andgo“, ou que novos dados são
inseridos no modelo. Eses pesos se comportam de
maneira exponencial, dá o nome do modelo.

Este modelo possui algumas propriedades,
sendo a mais interessante a que sua esdmadva para
qualquer horizonte de tempo, a partir dos dados atuais, é a
mesma. Ou seja, independendo do prazo, a previsão
obtida pelo modelo é a mesma,

a:1 = 2 . a1 + (1 – 2) -yi

a; = ao + al .y;_ 1
Sabendo que 'vr = 8, ' af , segue então que:

E(_Yr ) = EÇ8t - ar ) = E(gr) ' E(ar ) = 0

Como o valor estimado para qualquer prazo é
igual, podemos dizer que o modelo enfaúza demais este
fato. Isto porque desta maneira uma volatilidade esdmada
em um período de alta volatilidade, para um prazo

Sabemos também que, de acordo com
Harvey13. a variância não condicional é dada por

RiskMetrics é o texto publicado pelo banco JPMorgan
descrevendo sua metodologia de risco.
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EÇy})=EÇa?)= ,.aQ .
(1 – “, )

Por Harvey13, temos também que os momentos ímpares
são todos nulos e que:

'= =#*“: -;#-'yt–,

E(d ) = 3 - ECa,4) = 3 -
cz: - (1 +q )

(l–cz1 ) ' (1 – 3 -crf >

Através desta equação, podemos notar que o Garch
(1,1) está em compasso com o modelo Arch (CD), pois
utiliza todas as amostras passadas para esdmar a
variância condicional, com a restrição de que os pesos
atribuídos aos retornos passados obedecem uma
estrutura geométrica.

para

Temos então:

a. A curtose de y, vale, se 3 ' ai < 1 : De Bollenlev (1986)4, sat»mos que:

Se q + Pl < 1 o processo será estacionário noa

sentido amplo.

b- Se 3 -d +2.a1 ./?1 + /712 <\, temos que o
segundo e o quarto momento valem, aspecdvamente:

e

Desta maneira, se a1 + O , y, possui caudas pesadas.

b. Temos que y, é um ruído branco e que y,2 segue
um processo AR (1), pois podemos re4screver a equação
do modelo como:

.€ = ao + a1 . f_1 + oi - (&,2 – 1)
onde o último termo tem média nula e variância
constante, se tratando portando de um ruído branco.

E(yt) = (1 _ ;o_ 4 )

ELe)= 3-% -(1+q +/4)
(1–al –A)-(1–A' –2.q .B\ –3.af)

Desta maneira, temos que a curtose

. 3.(1–(q +/71)2)
L

(l–/?l'–2'a1 ' B\ –3 '(71')

vale

Arch Generalizado

O prIncipal avanço do (;arch em relação ao
Arch é a incorporação das vadâncias antigas na esümadva
da nova vadâncla, funcionando como uma espécie de
mecanismo adaptaüvo.

Seja c, um processo discreto estocástico, e I, o
conjunto de informações disponíveis até o instante t. O
processo (;arch (p,q) é dado por

Os parâmetros deste modelo que precisam ser
idend6cados são ao, ar e Br. Estes parâmetros serão
estimados através do uso de sua função de log mãdmo
verossimilhança sem constantes, que vale:

Parâmetros 0 = (ao,a1 ,/71 )

J1|rr/Jr ( o ) = 4 8 ( 1 og a F ( o ) + A 1
yt = Et ' ate

'; =„ *É„ -/–, *to. -d–:
f=1 1=1 A máximização desta função, como já citado,

leva ao descobrimento dos parâmetros 0. O algoritmo
de Bemdt, Hall, Hall & Hausman leva a maxirniza<,ão
desta função, como citado em Bollerslev (1986)3.

coin

p, 20 e g,. > 0

a,,p,2t3 e ao > 0 _

A seguir mostraremos os três modelos da família
Garch utilizados neste trabalho.

IGarch – Garch Integrado

Outro modelo que deriva do (;arch (p,q) é o
IGarch. Este último pode ser descrito, a partir do Garch
(1,1), em Harvey13, como se segue:Garch (1,1)

Começaremos deduzindo o (3arch (1,1) por ser
o mais comumente utilizado_ O modelo pode ser escdto, a
pardr de (3.12), corno:

Yr 1/1–1

a-; = ao +(1– 2) .f_1 + 2 - a?_1 com 0 É 2 $ 1
Ou sej& é como se considerássemos que

al + #1 = 1
Desta maneira, o processo deixa de ser

fracamente estacionádo e não podemos deduzir quais
são seus momentos não condicionais, sendo que a sua
variância não condicional agora não é mais nnita.

Neste modelo, a informação disponível é
utilizada na previsão de volatilidade para qualquer
horizonte de tempo. Esta propriedade é importante para

N(0, aI )

Yr /r–1 - -V(0- aÍ )

a: = ao + al ' #:1 + #1 ' ai-1
Como podemos perceber, este modelo estima a

volatihdade a partir da volatilidade passada e do úldmo
retorno obtido pelo ativo.

Podemos reescnver a última equação de modo
que tenhamos:

4



modelarmos séries 6nanceiras cuja volatilidade apresenta
persistência após algum choque.

De acordo com Nelson (1990)21, é estútamente
necessário que ao seja positivo, pois este modelo tem a
caractedstica de que não importa qual é o valor inicial de
a,, os valores previstos para a volatilidade tendem a zero
quue que certamente.

Os parâmetros deste modelo que precisam ser
idendãcados são aoc ;L Estes parâmetros serão estimados
auavés do uso de sua função de log máximo
verossimilhança, que vale, de Harvey13:

obter um valor para a volatilidade a, já que para cada a
só existe um valor de mercado para a opção

Este método para esúmaí a volatihdade produz
o que é chamada de volatilidade implícita. E como, por
consüução, foram utilizadas informações vindas do
mercado ânanceiro, podemos dizer que a volatilidade
implícita fomece a estimadva do mesmo sobre a
variabilidade de um determinado ativo. Por isso são

utilizadas para monitorar a opinião do mercado sobre a
volatilidade do mesmo

C) mercado ânanceiro nes)cia opções sobre
um mesmo ativo-base e com mesmo vencimento, para
vários preços de exercício. A relação de&lida pela
divisão enüe o valor do ativo-base (S) e o preço de
exercício da opção (X), dada por S/X fomece uma
relação conhecida como 7none)ness, ou seja, o quão
denüo do dinheiro está a opção.

Se S/X <1, diz-se que a opção está fora do
dinheiro, já se S/X=1 a opção é dita no dinheiro e se
S/X>1 a opção é considerada dentro do dinheiro.

A volatilidade o será obdda neste trabalho
através do uso da fórmula de Black & Scholes, de&lida
acima, para as opções que estiverem sendo neg)ciadas
cujo valor de exercício é próúmo do valor do ativo-
base, ou seja, para opções no dinheiro.

Parâmetros O= (ao, 2)
T

log[,(0 ==logZ2

{Ê['.;'«*':-,, =yF1 ) + A1
EGarch - Garch Exponencial

Este modelo é derivado da família Arch. Cdado por
Nelson (1991)21, este modelo tem como principal
caractedsdca a vantag'm de que os parâmetros 0 podem
ser negativos, o que cda más possibilidades ao modelo.
Isto se deve do fato de que ag)ra modelamos o logadtmo
da vadânci& e não mais eIa mesma.
C) E(3arch (1,1) é escdto como:

23 - Modelos de Voladlidade Estocástica

Neste capítulo trataremos de modelos da
famaia de volatilidade estocástica. Descreveremos três
modelos, suas propriedades principais, e como são
esdmados seus parâmetros. A seguir serão deduzidas as
equações do ãltro de Kalman, utilizadas na estimação
dos parâmetros.

A família de modelos de volatihdade
estocásdca é caracterizada por modelos em que a
variância depende de componentes não-obsewáveis
Como veremos, estes modelos tem propriedades
estadsdcas semelhantes à família Arch

Ioga: = czo + #1 ' Ioga;–l +7 ' Zr-1

onde z, = Ir,1– (2/z)1 /2l+ a. &,

e gr -NID(0,1)

Este modelo atende a algumas “falhas“ do
Garch convencional pois responde assimetúcamente a
choques nos retornos (tfeito Alavanc%em)-

Volatilidade Implícita
Volatilidade Estocástica com AR(1)

Considere a fórmula para o apaçamento de
opções deduzida por Black & Scholes, dada por Hull15
como:

O modelo univariado mais comumente
observado é descrito abàxo:

cÇS,X,r,T ,t,a)=S . NQ\) –X . e–Fq-O ' NUll com yt = f, .exp{e } onde a,

d* = log(S/X) + (r + a2 /2) ' (7 – r)
\ a.pt

h, = 7 *(# ' h,-, * q,
onde:

da = log(S/X) + (r – a2 /2) - (7 – r)a-Fr
onde c é preço da opção, S é o valor do ativo-base da
opção, X é o preço de exercício da opção. T é o dia de
exercício, t é o dia atual, r é a taxa de juros livre de risco
até o dia T, o é a volatilidade do ativo-base e N(.) é a
função densidade de probabilidade acumulada para uma
variável com média O e variância 1.

y, é a vadável de interesse, ou seja, o retorno 6nanceiro
€, é um ruído branco com média zero e vadânda a,2
n, é um ruído branco com média zero e variância a,12

O ruído q, pode ou não ser correlacionado
coin et.

Este modelo apresenta as seguintes
propriedades descdtas por Hawey13:

Utilizando a fórmula de Black & Scholes e
considerando o preço de mercado da opção, podemos

a. Fazendo com que 4 seja menor que um em
módulo, sabemos que o processo de h, é estritamente
estacionádo

5



b. Se n, é gaussiano então h, é um processo
gaussiano autoregressivo com média e variância dadas
pOF:

logcyf ) = –1.27 + À, + €,

ht = 7 +@ ' ht-\ + nt
onde estamos considerando {;}- NID(0,nz/2)-7

Hh = h
são

Os parâmetros a serem de6nidos neste modelo

O = (7,@,aj)
c. A curtose de y, é dada por 3exp{ok’2}. Esta
cuüose é maior que a curtose de uma disüibuição normal
padrão.
d. Como 8, é um processo de ruído branco.
fazendo com que n, e 8, sejam independentes e
considerando também que + é menor que um em módulo.
teremos que y, é um ruído branco.

Podemos simpli6cm o modelo, já que de
Ruizz satxmos que a estimação dos parâmetros não é
alterada quando retiramos a média do processo. Assim,

fazendo y: = log('# ) +1.27 – :
(1

7

#)
ternos :

yr = Zf + ff

Zt = + ' Zt–\ + TItConsiderando agora a equação do modelo,
elevando todos os termos ao quadrado e aplicando o
logadtmo nos dois membros, teremos: A matriz de covariância dos erros, Q. vale:

log(Y? ) = EtlOg(€r2 )] + Ar + fr br = 7 + é - ht-\ + 771

onde:

ir = IOg(f/2 > – EjlOg(€r2 )] '=„(:: 1=[{;]
:, é um ruído não gaussiano, e suas propriedades

estadsdcas dependem de €,. Podemos notar que o

processo v, é equivalente à soma de um processo ARMA
(1,1) com um ruído não gaussiano.

Se adotarmos que €, tem distübuição normal
com média zero e variância unitária, como pode ser
comumente visto, sabemos por Abramowitz e Stegun
(1970)1 que a média e a variância de in(68 valem
respectivamente –1.27 e 712/2.

C) modelo de volatilidade estocástica pode ser
reescrito como:

EquaçionameEto doFilItu de Valmau para este modelo

A equação de atualização do estado z, é escdta
corno:

'==–’=*k1-'"'–'–:;'’
A equação de atualização da vadância do erro

de previsão do estado z,, rEf = var(Zf–r3t ) , vale:

logCv',2 ) = –1.27 + h, + €,

ht = 7 + + ' ht–\ + qt
a 11 vale 712/2.

Tt

''= TI'-;Este modelo está escrito na forma de variáveis
de estado, e necessitamos ànda estimarmos os parâmetros

7, $ e On2. Para procedermos com a estimação dos
parãmeuos citados podemos tratar o ruído (, como sendo
\ID (0, nz/2), por aproximação.

o FilHO de Kâlman pode ser utilizado para a
obtenção do erro de previsão necessário para o cálculo da
função de mMmo verossimilhança, que deve ser
mntimizada para a obtenção dos parâmetros, como
veremos adiante.

A equação de previsão para os estados ,z,,1 é
e)$)ressa conno:

1 Zr+1 = @-tZt

A equação de previsão da variância do erro de
zt+1 vale:

, Er,l = #2 ', E, +aj
Uso do Ti IEro de Tal#lan na detelrrúnação dos

paràmetros A equação de previsão do valor v*,+1 pode ser
escdta como

N’o modelo de volatilidade estocástica deãnido
anteriormente, temos

Lembramos que ff = log(( ) – Ejlog(4)] , e que não
é normal.

6



r .Vr+1 =1 Zr+1

T

{: (y, –,–,Ê (0)Y(,-,M, (O))- (y, –,_,}, (0))

X equação de previsão do erro de previsão de

y-t+1, tM t-h = varCYr+h –&+A ) ! vale:
No alg)ritmo de odmização de LT,

udhzaremos o Filtro de Kalman para calcularmos }r (O)
e r_IÃ/r(8) . Assim LT deve ser maúmizada em 0 coin

as seguintes resúções: 141 <1 e aj 20
Para inicializarmos o 61tro devemos esdmar as

variáveis _ 1 20 e _1 Eo

Temos, considerando 0 como sendo o vetor de
parâmetros a serem estimados, segundo Dunsmuir
(1979), que:

a (o – ó) J> /v(o. c(o))
onde T é o tamanho da amosüa (d representa
convergência em distribuição).

Eqaacões elo HIRO cie latam para }wtÁsão

Podemos escrever as equações acima de outra
maneira, visando minimizar o esforço computacional,
dado que o objetivo é somente realizar as previsões dos
valores de râr,1 e rE:r+1 .

As equações re-escdtas âcam assim:

Ou seja, a distribuição assintótica dos
parâmetros tende a uma distribuição normal com média
0 e variância dada por C(0), segundo Dunsmuir (1979)
C(O) = 2 ' 2–1 + ,4–lB - ,4–1 , com A e B envolvendo
integrais de funções derivadas da função geradora
especaal do processo em relação a O e um coe6ciente de
curtose (veja Ruiz26 para valores exatos).

=# 1421 + #r Zr+1
r-1 Er

1
Tt-

7-r– 1 Zf
Estimação cia volaülidade

'="'="='q1** A volatilidade estimada será obdda através de

Assim teremos que:

Com estas equações, podemos calcular os valores

do erro de previsão de ! y:'1 . Este erro vale

Yr =r–1Yr – Yr '
41 81 81

.=„(+
Deste modo poderemos esümar as volatilidades e
compará-las com os outros modelos.

Estimação dos parâmetros 0 do mode 16 – Ç2aase Móàmo
V'wosã#ül}lança @VIL) Volatilidade Estocástica com Random Walk

Seja 0 o vetor de parâmetros desconhecidos que
desejamos identi6car. A função de máldIna
verossimilhança do modelo de vadávds de estados é dada
a partir da densidade dos valores observáveis de yr, y2, y3,

yT

Trataremos ainda do caso em que

consideraremos 7 valendo 0 e $ valendo 1. Neste caso, o
processo pode ser entendido como sendo um rancü177z

walk mais um ruído (g,). Assumindo novamente que 8,
tenha distribuição normal N(0,1), teremos as seguintes
equações para descrever o processo:

logCy,2 ) = –1.27 + A, + (,
ht = ht-\ + nt
em que af vale IÊ/2.

/Cv;O) = /Cv,;0)/Lvl 1% ;0).../Cvr IY,,...,Yr–1 :0)
Assumindo que (8,,n,)’ tem disdbuição normal,

as funções de densidade de probabilidade acima também

são normais. A função /o'rb,,...,yr_1 :0) tem média
r_1 }r que depende de 0, e vadância r_1 Mr , também
variando com 0.

Portanto, para cada 0 podemos calcular r_1 }r e

r_l1/ , através do Filtro de Kalínan.

Neste caso, podemos notar que em vez de três
parâmetros, como no modelo anterior, temos apenas
um, que é o,:- . Podemos supor E, como sendo NID (0,
78/2) e desta mnrdra esdmamos através de QML o
parâmetro necessário.

Assim, para cada 0 podemos escrever a função
de mmmo verossimilhança valendo: Volatilidade Estocásdca com Ruído t-Student

L1r = : 1 o g 2 1l171r { :B4 1 o 8 de t G 1 J1b1r f (o )
r=o

Outro modelo desta famIlia que será tratado é
o seguinte: considerando o ruído 8, como tendo
disüibuição t-Student da forma
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12e r = (r / 1111|bh+ 1 «

onde ;, segue a distribuição normal e VK, é independente
de €, e tem distdbuição 12 com v graus de litxrdade.

mínimo e fechamento para o período compreendido
entre 02/01/1997 e 19/05/2000. A fonte destes dados
foi a Aganda Estado

Desta mandra, sat»mos por Abramowitz e
Stegun (1970)1 que a média e a variância de log(8,9 valem
respectivamente –1.27- wt’v/2)+1og(v/2) e #/2+ r’(v/2),
onde y(.) é chamada de função Digamma e a função K’(.)
é chamada de Tdgamma.

Desta maneira podemos impor que af seja
maior que 712/2. Assim o modelo terá uma distribuição
com caudas pesadas, o que é desejável.

O modelo escdto sob a forma de equação de
estados pode ser visto abaixo:

Simulações

As simulações foram realizadas para as sédes
apresentadas no item antedor, No entanto, devido a
inexistência em determinadas épocas de alguns produtos
Énanceiros, a sua baixa liquidez ou a falta de fonte de
dados, algumas simulações não puderam ser executadas.

Abaixo detalhamos como foi realizada a
simulação para cada série e modelo

• Desvio Padrão, “Higr-Low“ e “Open-High-
Low-Close“ – utilizamos as fórmulas apresentadas
anteriormante e simulamos para vádas janelas: 21, 42, 63
e 126 amostras. No entanto, os modelos “High-Low” e
“Open-Hidl-Ix)w-Close“ não puderam ser utilizados
com a séde de taxa de juros pois não há fonte de dados
disponível para as taxas de abertura. máxima e mínima.
• EWMA - Exponenàally Weighted hlo\lng
Averag- – utilizamos as fórmulas apresentadas e
simul©nos para vários ahsamentos: ;L=0.94, À=0.90 e À
oümizado.
+ Garch (1,1), E(3arch(1,1), IGarch(1,1), VE-
AR(1), VE-Random Walk e VE-t-Student – utilizamos
as fómulas apresentadas e identi6camos os parâmetros
diariamente, como se estivéssemos naquele deteaninado
dia, utilizando todas as observações anteriores a este dia.
No caso dos três últimos modelos, utilizamos ainda um
segundo cdtédo que consiste em utili2armos sempre
somente as 63 últimas amostras.
• Volatilidade Implícita – utilizamos as opções
de compra de Recibo de Telebrás de 5 de julho de 1999
a 14 de abril de 2CXX) para idendãcar a volatilidade
implícita de Recibo de Telebrás. Não pudemos
idend8car as volatilidades implícita para a taxa de juros
e taxa de câmbio pois o mercado de opção de juros
(opção sobre IDF) é muito pequeno e possui bMa
liquidez, assim como o mercado de opção de dólar.

log(_# ) = –1.27 – v/(v/2) + log(v/2) + A, + f,
h, = 7 +@ ' ht_\ + 71,

Desta maneira, necessitamos estimar os
parâmetros 7, $,a,12 e af, já que não conhecemos v. Se
considerarmos v conhecido, precisamos esdmar somente
y, + e a,12. Esúmaremos através de QML estes parâmetros
supondo novamente o ruído E, como sendo NID (0, QD.

3 – Simulações Numéricas

Neste item explicitaamos quais séries serão
utilizadas na simulação do cálculo de volatilidade
utilizando os modelos vistos nos capítulos anteriores.
Também falaremos um pouco sobre como realizamos as
simulações para cada uma.

Séries Temporais

Serão realizadas simulações com cotações
obtidas do Mercado Aberto, Bolsa de Valores e Mercado

de Câmbio. Os dados são mais especi6camente:

a Taxa de Juros Pré-Fixados para o prazo de 6
meses – A Tu<a de Juros é negociada no mercado
financeiro através de títulos de renda 6xa, mercados
futuros e derivativos. Foi obtido o valor de fechamento da

T&\a para o prazo de seis meses para o período
compreendido entre 10/12/97 e 19/05/2CX)0. A fonte
destes dados foi a BM&F – Bolsa de Mercadorias e
Futuros – que divulga diariamente uma esuutura a termo
de juros utilizada para o cálculo de margens de swap.
b. Preço da Ação Telebrás PN (que a partir da
pàvatização se tornou o Recibo de Telebrás PN, código
RCTB41) – Esta ação é new)dada na Bovespa – Bolsa de
Valores de São Paulo – em pregão atxrto. Foi obtida a
cotação dos valores de abertura, minimo, mínimo e
fechamento para o período compreendido entre
02/01/1997 e 19/05/2CX10. A fonte destes dados foi a
Economática.
c. Taxa de Câmbio entre Real e Dólar – A compra
e venda de dólares é realizada por corretoras habilitadas
para exercerem tal função e que registram os valores das
transações no SISB,\CEN – Sistema do Banco Cenual.
Foi obtida a cotação dos valores de abertura, mMmo,

As simulações foram realizadas sobre o valor
de fechamento das séries, com excessão do caso dos
modelos 'High-Ix)w“ e “Open-High-Low-Close” que
necessitam dos demais valores.

Foram utilizados os sojlwares Matlab version
5.3.o e Eviews version 3.0 para nos auxiliar nestas
otirnizações dependendo do modelo em tese.

Mais especi6camente podemos dizer que:
• nos modelos Garch (1,1) e IGarch (1,1) foi
utilizado o programa Matlab, utilizando a função jmin
para reahzarmos as oümizações com nsüiç,ões;
• nos demais modelos utilizamos o pacote
econométrico Eviews, em que foram escritos códig)s
para estimarmos diadamente todos os parâmetros de
interesse, utilizando as funções de otimização já
existentes no mesmo, com o algoritmo BHHH.
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3.1 – Discussões sobre os Resultados

Neste item primeiramente apresentaremos os
resultados obddos para cada série e uma discussão
qualitadva sobre os mesmos. Em segundo lugar serão
expostas algumas metodologias quantitadvas para
avaliarmos os resultados obtidos, seus pontos fortes e
fracos. Por 6m, os modelos serão comparados de acordo
com as metodologias julgadas convenientes.

Resultados

Apresentaremos os resultados obúdos a pardr
das simulações realizadas.

Figura 3: Módulo dos Retornos da Taxa de Juros e as
esdmadvas de volatilidade utilizando EWMA otimizado

Toca de fIlms

Realizamos as simulações especiâcadas e abaixo
apresentamos os resultados obtidos. Nestes gráâcos
podemos observar as volatilidades obtidas para os
seguintes modelos:

'V\'-WVVW pç
Figura 4: Módulo dos Retomos da T&\a de Juros e as
esdmadvas de volatilidade utilizando VE-AR(1)

Podemos observar que as volatilidades
estimadas com os modelos Garch e EWIVL/\, no ínicio
do grá6co, após um retorno alto, tem seus valores
aumentados rapidmente, ou seja, crescem com tempo
de resposta baixo.

Também podemos observar que, no 6m do
gráâco, quando os retornos diminuem de amplitude, a
volatilidade estimada com o modelo Garch 6ca acima
das demàs. Isto se deve provavelmente ao fato de que a
volatilidade esdmada coin este modelo tende à
volatilidade nãbcondicional e que como a mesma foi
estimada considerando toda a série de retornos, e no
período passado houve retornos elevados, a mesma se
manteve alta.

A volatilidade obtida com o modelo \T-
AR(1), como podemos observar, oscila sobre um nível
praücamente constante, não so&endo saltos como os
modelos EWMA e Garch. Podemos observar que com
o aumento de volatilidade do mercado, no hn do
gtá6co, o aumento da volatilidade por este modelo
esümado é mais lento que os dois citados antedormente

Figura 1: Módulo dos Retornos da Taxa de Juros e as
esdmaüvm de volatilidade utilizando Desvio Padrão com
janela de 63 dias úteis

Figura 2: Módulo dos Retornos da Taxa de Juros e as
esdmadvas de volatilidade utilizando utilizando
Garch(1 ,1)
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Preço do R2çibo de TeZ€brás PN

A seguir apresentamos os resultados obddos

Figura 8: Módulo dos Retornos do Preço do Recibo de
Telebrás PN e as estimativas de volatilidade utilizando
VE-AR(1)

o oxoc

A
Fb

coaDan

Figura 9: Módulo dos Retornos do Preço do Recibo de
Telebrás PN e as estimativas de volatilidade utilizando o

método de volatihdade implícita

Figura 6: Módulo dos Retornos do Preço do Redbo de
Telebrás PN e as estimativas de volatilidade utilizando
utilizando Ganh(1,1)

Novamente, podemos observar que os
modelos (3aah e EWMA respondem rapidamente aos
aumentos de amplitude dos retornos.

O modelo VE-AR(1) novamente não
respondeu rapidamente a mudanças no mercado, porém
podemos percekxr que no am do grá6co ele reage ao
aumento de volatilidade com tempo de resposta maior
que o Garch.

Cabe também comentarmos o modelo de
volatilidade implícita. A volatilidade dada por este
modelo teve dois saltos para bAo no ínicio do grá6co,
provavelmente decorrentes da proximidade do exercício
de opções. Podemos notar, tamtúm, que na média a
volatilidade implícita se mantém nos níveis da
volatilidade estimada pelo Ganh. No âm do gráâco a
volatilidade sobe rapidamente. como os modelos Garch
e E:WMA.

Figura 7: Módulo dos Retornos do Preço do Recibo de
Telebrás PN e as estimativas de volatilidade utilizando
m'M/\ otimizado
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Toca de Cân2bh entre R/a/ e Dólar

A seguir apresentamos os resultados obddos
gra6camente. Podemos observar as volatilidades obddas
para os seguintes modelos:

Figura 13: Módulo dos Retornos da da Tnta de Câmbio
entre Real e Dólar e as estimativas de volatilidade
utilizando VE-AR(1):m Neste período, a taxa de câmbio se enconua
em re#me Eva.

Os modelos Garch e EWIkEA úveram
comportamentos bastante semeLhantes.

Neste caso, o modelo VE-AR(1) teve
comportamento mais similar aos ouRos dois, porém
oscilou muito, dando picos de volatilidade e logp após
retomando ao nível anerior.

Figura 10: Módulo dos Retornos da Taxa de Câmbio enue
Real e Dólar e as estimativas de volatilidade utilizando
Desvio Padrão com janela de 63 dias úeis

Metodo 10éas para avaliação

Na literatura podemos enconuar algpns
estudos que envolvem séries temporais e que tentam
comparar diferentes modelos. Enüe eles podemos citar
os estudos de BoudouW, Alexanded e Kroner17 para o
mercado externo e Herencia14 e Valls28 realizados sobre
o mercado local

Cada trabalho utiliza metodologias diferentes
para comparar os resultados obddos. A seglúr
apresentaremas algumas possibilidades.

Figura 11: Módulo dos Retornos da da Taxa de Câmbio
entre Real e Dólar e as estimaüvas de volatilidade
utilizando utilizando (;arch(1,1)

a. ME Mean Error) – média do erro de previsão.

1v1l rE = ; e ; ( 1âf 1c|rf )

n

b. MAE (Medx Absolrrte Emu) – média do erro de
previsão absoluto.

11

AmE=1-11 à? – oi 1ri
r=1

c. RMSE (Real Mean S qua EnIX) – ràz quadrada da
média do erro de previsão ao quadrado.

(ár2–ar2 )2
1=1

>:
RMSE =

Figura 12: Módulo dos Retornos da da Taxa de Câmbio
entre Real e Dólar e as esúmadvas de volatilidade
utilizando EWN[A otimizado

d. MAI?E ÇMean Ábsolr{te Percentual Ena7=1
erro de previsão percentual absoluto.

MA PE = 1. SdKn r=1 G

média do
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Em todos os modelos deânidos de a. até d., temos:

âí é a volatilidade estimada pelo método em questão

para a data t e aí é a volatilidade “verdadeira” para data t-

comportou mal nestes testes. Isto se deve ao fato de
oscilanm muito, dependendo dos últimos retornos

Intervalo de Con6ança: como esta série possui
um efeito peculiar de mudança de regime, provocado
pela mudança do regime de cànbio no Brasil, podemos
notar que novamente as sédes amostrais ou com
grandes janelas se saíram melhores que as demais.
Percebe-se inclusive que os modelos que consideram
valores extremos foram os melhores.

Novamente, a família (3arch se manteve bem.
nunca superando os 5% de valores fora do Intervalo de
Con6ança.

Portanto, necessitamos de um valor chamado de
volatilidade “verdadeira”. Neste trabalho consideraremos
que a volatihdade verdadeira ao quadrado equivale ao

retorno ao quadrado, ou seja, af = '# .

e. lnervalo de Con6ança – Este método consiste em
vedãcarmos se o retorno obtido úcou dentro do intervalo
de con6anc,a:

P(ly, | É â, . fator _de _confIanÇa) É X%
4 – Resultados Finais

Com a hipótese de que os retomos têm
distribuição normal, e considerando X valendo 5, temos
que o fator de con6ança vale 1.96 aproximadamente-

Vimos neste trabalho modelos de previsão de
volatilidade cujos resultados podem ser utilizados para
esdmação do dsco de mercado de investimentos e
também para o apreçamento de ativos únanceiros.

Inicialmente, estudamos as principais
propriedades dos retornos dos ativos ãnanceiros, bem
como diversos modelos utilizados para a previsão de
suas volatilidades. Para cada um desses modelos de
volatilidade também discutimos suas principais
caractedsticas.

Por am, foi realizada uma extensa simulação
numérica com o objetivo de identi6carmos quais os
melhores modelos para as condições adotadas e para as
séries escolhidas. Deânimos então quais ativos sedam
alvo deste estudo e consideramos: a Taxa Pré-FL\ada
com prazo de 6 meses, o Recibo de Telebrás PN e a
Taxa de Câmbio entre Real e Dólar. Assim testamos
todos os modelos descdtos, às vezes com algumas
variantes, esúmando diadamente seus parâmetros e suas
volatilidades para cada ativo. Deãnimos também
criüérios objetivos para comparamnos estes modelos.

Após uma breve discussão sobre os aspectos
qualitadvos comparamos os resultados utilizando os
critérios deÊnidos

A famíla de modelos de Volatilidade

Estocásüca obteve bons resultados a partir das medidas
de descolamento do retorno. Ou seja, não superestima
os retomos futuros_ Cabe destacar o modelo VE-t-
Student

No caso da medida de percentual de retornos
fora do Intervalo de ConÊança, os rnodelos da famíla
Garch se comportaram de maneira supedor. Cabe
destacar o modelo EGarch que nos três cmos se
marteve entre os melhores.

Ao compararmos os modelos segundo estes
dois critérios, descolamento dos retornos e pontos fora
do intervalo de ConÊança, esperamos ter exphcitado
quais modelos são os melhores em cada critério- Desta
maneira, dependo de qual o uso que dada estimativa de
volatilidade terá, um ou outro modelo poderá ser
utilizado de manda mais adequada.

Podemos sugedr como um possível estudo
futuro, as aplicações destes modelos na área de
Operações Financeiras. Neste estudo, poderá ser
discuüdo qual modelo gerá através de uma dada
estratéDia de invesümentos mais lucro para o investidor.

Resalíacü}s 2uanütaüvos

Toca de ] lms

Os modelos EWMA, VE e DesviuPadrão
üveram bons desempenhos. É interessante notar que
como a série havia passado por um período anterior ao
período de comparação de volatilidade elevada. os
modelos que se utilizam dos retornos de toda a série para
a esümação podem não ter se saído km pois estadam
superesümando em muito a volaübdade atual.

Intervalo de conâança: Os modelos Ganh
superaram os demais assim como o Desvio-Padrão de
janela com 126 amostras.

Lembrando que tais modelos tendem à média
não-condicional, e que a mesma é elevada pois o período
anterior foi um pedodo de volatilidade elevada, temos
assimuma possível razão para explicar a causa de seu
sucesso.

Preco do Recibo de Tel€brás PN

Os modelos E\UMA, VE e modelos de valores
extremos dveram bons desempenhos.

o modelo VE-Random Walk se comportou mal
nestes testes. Isto se deve ao fato de oscilarem muito,
dependendo dos úlümos retornos-

Talvez este resultado tenha ocorádo por
estarmos tratando de um mercado que sofre normalmente
oscilações elevadas.

Intervalo de Conâançz novamente a família de
modelos Gaích se destacou. Provalvemente, isto se deve
ao mesmo fato descdto antedormente, e pode ser
atestado pelo fato de que modelos com janelas se
comportaram mal.

Taxa de camIão entre Real e Dólar

Os modelos E\UMA e VE tiveram bons
desempenhos novamente.

Também novamente. o destaque negativo 6cou
por conta do modelo VE-Random Walk que se
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