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SOLUCAO MATRICIAI: PARA O PROBLEMA DE OTIMIZACAO DE PORTFOLIO
DE ACOES COM OPCAO DE VENDAS FUTURAS

TIAGO J. GOULART, FLAVIO A.M. CIPPARRONE

Resumo. Este trabalho descreve uma solugio matricial para o problema de otimizagfio de portfolio de agdes onde
operagdes de vendas futuras sdo permitidas. O problema pode ser descrito como uma minimizago quadrética com
restricdes lineares. Diferentes métodos podem ser utilizados para resolver esse problema como programagdo
quadratica por exemplo. Contudo, neste trabalho, a solucéo proposta ndo requer o uso de ferramentas computacionais
sofisticadas, pois o resultado ¢ obtido através de uma equagdo matricial simples. Também estd demonstrado que,
para o problema especifico de otimizagdo de portfolio, onde o risco é medido pela matriz de covaridncia das
diferentes agdes a serem aplicadas, o método proposto pode ser aplicado para problemas reais e a solugdo 6tima

global sempre é obtida.

1. INTRODUCAO:

1.1. Definic¢do de Portfolio de Agdes:
Um portfolio € a colegdo de a¢des de um investidor. Neste trabalho, o portfolio serd representado

pela porcentagem de dinheiro a ser aplicada em cada acdo.

1.2. Otimizacio de Portfolio:

Considere um investidor com uma quantidade limitada de dinheiro disponivel para ser investido
em um portfolio de agdes no mercado financeiro. Presume-se que o investidor deseje maximizar
0 retorno esperado de seu portfolio € a0 mesmo tempo minimizar o risco envolvido nessa
operagdo. Infelizmente, para a grande maioria dos casos, esses dois objetivos s@o conflitantes,
isto €, maiores retornos esperados geralmente envolvem maiores riscos. Assim, otimizar um
portfolio consiste em maximizar o retorno esperado do investimento para um risco considerado
aceitdvel, ou minimizar o risco para uma expectativa de retorno aceitivel. Neste trabalho sera
discutida uma solugdo matricial para a segunda abordagem (minimizagdo de risco) no caso em
que vendas futuras de agdes sdo permitidas.

1.3. Anilise Estatistica de Investimentos:

Para se otimizar um portfolio é preciso levantar as informagdes do retorno esperado e o risco de
cada acdo, além de se estimar como as variagdes dos valores das agoes estdo relacionadas entre
si.

Esses dados podem ser estimados a partir de uma andlise estatistica sobre o historico do
rendimento de cada acio.

1.3.1. Expectativa de retorno do portfolio:
A expectativa do retorno de cada agdo pode ser simplesmente calculada através da média do

retorno apresentado em um periodo de tempo.

Seja S; a variavel aleatéria que representa o retorno financeiro da a¢do 1 em um periodo de tempo.
E(S;) a expectativa de retorno da agfo i

Xj a porcentagem do dinheiro aplicado na acio i.

Suponha que se deseja otimizar um portfolio contendo n acdes:

Retorno esperado do portfolio = £ (Z:’___]x,.S,}=Z:’=I x,E(S,)




1.3.2. Risco do investimento:
Uma maneira de se mensurar o risco de uma acéo € calcular a estimativa de sua varidncia através

da analise de regressdo dos valores histéricos de retorno. Da mesma forma podem ser estimadas
as covariancias entre cada dupla de agdes.

Variancia do portfolio = var(z:’:lx;S,.)= > xivar(S)+y XX, cov(s r.SJ.)

Desvio padriio do portfolio: dev = +/ var

O retorno sobre um investimento em um portfolio de a¢des geralmente se aproxima de uma
distribui¢iio normal onde em 95% das vezes o valor esperado da variavel aleatoria se encontra no
intervalo definido pela média + 2 vezes o desvio padrdo.

Assim, pode-se obter um intervalo de confianga de 95% para o retorno esperado do portfolio.
Portanto, quanto maior for a varidncia, maior serd o desvio padréo e o intervalo de confianga do
retorno, conseqiientemente, maior serd o risco envolvido na operagéo.

2. SOLUCAO DO PROBLEMA DE OTIMIZACAO DE PORTFOLIO UTILIZANDO
PROGRAMACAO QUADRATICA:

A idéia de se utilizar programagdo quadratica para se determinar portfolios étimos vem de
Markowitz (1959) e é parte integrante do trabalho que lhe rendeu o Prémio Nobel em Economia.
Como j4 foi mencionado, uma abordagem possivel para a solug@o do problema de otimizagdo de
portfolio é minimizar o risco, e portanto a varidncia, para uma expectativa minima de retorno.

O problema pode ser formulado através da seguinte programagdo ndo linear:

Encontrar X1, X2, X3,...,Xn tais que

. no_ 3 n ( )
min Z’,:lx,. var(S,)+Zw x,x,; cov\S,S,
obedecendo as seguintes restrigdes:

DY x=1
2) z; x,E(S, ) > 7, onde r € o retorno minimo esperado

A primeira restrigéio limita o dinheiro a ser aplicado no portfolio.
A segunda restri¢do impde que seja obtida uma expectativa minima de retorno.

Como vendas futuras de agdes sdo permitidas, restrigdes do tipo x; >0 ndo sdo necessarias.

3. SOLUCAO MATRICIAL DO PROBLEMA:
Neste trabalho estd sendo proposta uma solugdo utilizando equagdes matriciais que resolve
diretamente o problema especifico de otimizagdo de portfolio sem a necessidade de se utilizar

métodos computacionais iterativos.
3.1. Formulaciio Matricial do Problema:

e = vetor esperanga do retorno de cada agdo
E (Sl ) é

E(Sz) €;
e= : e=| .

5s) e



x = vetor das porcentagens a serem investidas em cada agdo (variavel do problema)

X

Xy

=
Il

n

C = Matriz de covaridncia

o, O - Oy
2
o o, - O
= 21 2 n 2 =a - -
C= : A : onde o = var(S;.) e o, —cov(S,.,Sj.J—cov(.S‘j,S;.)—o'_ﬁ
2
Jﬂl O‘HZ O'"

O problema pode ser entdo escrito da seguinte forma:

min, Lr_TCEJ
restrigdes:
1) (o +x,++x,)=1

2) x'exr

3.2. Tratando as restricoes:
A funcgdo objetivo para o problema de otimizagdo de portfolio utilizando a matriz de covariidncia

¢ sempre convexa e as duas restrigdes sdo lineares. Assim, utilizando-se multiplicadores de
Lagrange, o minimo global sempre serd encontrado.|[1]

3.2.1 Primeira restrigio: (x, +x, +---+x,)=1
Como neste problema de minimizagdo a fungio objetivo € convexa e a restricdo € linear, ao
igualarmos o gradiente da fungdo: L1= x"Cx + A4 [l —x, —x,+--—x, | a zero, obtemos o valor de x

que minimiza a fungédo objetivo e atende a restrigdo.
Contudo, a fungdo L também pode ser escrita da seguinte maneira:

-0.5 0
g €, : X T 5
le x? : (Hxn} l: :[+ X j’l s
L /11] -0.5| L4 [" ] 0
-05 - =05 0
0 ~0:5
g : C =h '
Nomeando ﬂzlf AJ, Y= A g8 = (<n) e
-0.5 -05 0

T r
Pode-se escrever L1=x, S\ x, +x, " y,

i T
3.2.2 Segunda Restri¢io: x e=r
Primeiramente resolve-se o problema ignorando essa restrigdo, caso a solugdo encontrada a
satisfaga, o problema j4 esta resolvido.




Como a fungdo objetivo ¢ convexa e a restri¢do linear, caso o ponto de minimo encontrado nio
satisfaga x" e >, 0 minimo que atende a restricdo serd encontrado na regido em que x' e=r.
Dessa forma, novamente, pode-se utilizar um multiplicador de Lagrange.

Igualando o gradiente da fungdo L2 abaixo a zero, os valores obtidos para x minimizariio a

fungdo objetivo inicial respeitando as restrigdes (x, +x, +---+ x,)=lexe=r
T . ~

L2=x"Cx+A4[l-x -x, =X, [+ Ay [r - xe ~y8y =%, ]

Também se pode escrever L2 da seguinte forma:

i ~05 —0.5¢ ] 0]
T C{nxn) &
. .
L2=[J—C 4 ﬁ'z] =05 =03e A +[§ A ZQ] 0
~-05 -+ =05 0 0 A, I
L™ 0.531 T U‘Sen 0 0 B _?’J
[0] [ ~05 —0.5¢]
T C{nxn)
Nomeande x_2=l£ A )L vm=|o]es,= -0.5 —0.5e,
1 -05 - =05 0 0
Kd | —0.5¢, -+ —05e, 0 0 |

T T
Pode-se escrever L2= x," S,x, +x," 3,

3.3. Encontrando a solu¢io 6tima:
Como ja foi visto, o problema de minimizag#o consiste em igualar o gradiente da funcdo L1 ou

L2 a zero.
Para L=x?‘S§+fZ ,VL=2-S—§+Z. Se VL=0 entdo x=-0.5-5"" -y

Desse modo, resolvendo uma equagdo matricial, pode ser encontrada a solugio para o problema
inicial de otimizagéo de portfolio e obter os valores dos multiplicadores de Lagrange.

3.4. Verificando a existéncia da solucio:

Para saber se a solugéo proposta existe, é preciso provar que a Matriz S possui inversa.
No caso em que, ao aplicarmos apenas a primeira restrigdo, a segunda seja satisfeita, é preciso
verificar se a Matriz S; possui inversa:

_ T T
Ll=x Sx+x »
Para que S| ndo possua inversa , seu determinante precisa ser nulo.

i3 . ~05

S = Clon) s S, =| & 1 onde y=|
-0.5 v 0 i

—0:5 e —05 0 '

det(S)=det(C)det(-v'C"'v) Como C>0 (matriz de covaridncia) det(C)>0, portanto det (S1)=0 se e
somente se det(il C'v)=0 ou seja, XTC"13=O.
Como C>0 e v ¢ da seguinte forma:



-0.5

I<
Il

-0.5
viIClyz0e det(S;)# 0. Consequentemente, S; possui inversa.

[ r . .
No caso em que as duas restrigdes (x, +:X5 +---+x,,)=1 € X e=r precisam ser consideradas é

preciso verificar se a Matriz S, possui inversa:

L2=x, TSE X s Tyz

~05 —-05¢]
Clon) : : c v
SZ: —-0.5 "-0.53” SE: V?’ 0
-05 - =05 0 0
|—0.5¢, -~ —05e, 0 0 |

det(82)=det(C)det(VTC"V) Como C>0 (matriz de covaridncia), det(C)>0. Portanto, det (S1)=0 se
e somente se det(V'C'V)=0

-0.5 [~ 0.5¢,

V= [vt v J v=[ i | y= :

~0.5 |—0.5¢,

wChy W Cy |
WCTy H 'y

deve ser satisfeita: (v,_TC"h ) (vZ_TC'_’v_Z ): (v,_TC_l vz)z .

Definindo D=(C™)"® de forma que D'=D e D'D=D’=C"! posso definir z;=Dv;, z=Dv; e a

Vo= - Para o determinante dessa matriz ser nula, a seguinte condigfio

igualdade acima passa a ser escrita da seguinte forma: ”i”z “2_2 3” = (ﬁ?lﬁ )2 Essa igualdade so &

valida se z;=kz, (k constante real). Portanto, Dv,=kDv; e vo=kv;.
-0.5
Como v, =| : |ek>0, aigualdade vo=kv, ¢ valida se e somente se todos os valores de el, €,

-0.5

... €, forem iguais entre si. Isso equivale a dizer que todas as a¢des do portfolio tém a mesma
expectativa de retorno. O que ndo tem sentido em um problema real.

Desse modo a matriz S sempre terd inversa nos casos reais e a solugo x=-0.5-S'- Y sempre
levard ao ponto que minimiza a varidncia do portfolio ao mesmo tempo que obedece as restrigdes
impostas.




3.5. Simulagdes:

3.5.1. Exemplo didatico:
(extraido da referéncia [1] pag734)

Considere um portfolio composto de trés agdes: Sy, Sy, S3
Retorno esperado de cada agdo:

E(S;)=0.14, E(S,)=0.11, E(S3)=0.10

Varidncia de cada acdo:

var(S)=0.20, var(S;)=0.08, var(S3)=0.18

Covaridncia de cada dupla de agGes:

cov(Sy, S2)=0.05, cov(Si, S3)=0.02, cov(S,, S3)=0.03

Deseja-se minimizar a varidncia do portfolio para um retorno minimo esperado de 12%

Para a implementag¢do da solugd@o desse problema utilizando a solugdo matricial proposta neste
trabalho, foi desenvolvida uma simples rotina no Matlab:



% Problema:
% Definir portfolio de agdes que:
%%, Minimiza o risco (varidncia) para um retorno minimo esperado

Y% Solucao:

clear;

% Matriz de Covariancia das agoes

C=[[0.2 0.05 0.02];[0.05 0.08 0.03];[0.02 0.03 0.18]];
n=size(C,1);

Y% Valor esperado do retorno anual de cada agéo
e=[0.14 0.11 0.10].;

% Retorno anual esperado minimo do portfolio
r=0.12;

% Aplicando restrigio de dinheiro disponivel (x1-+x2-+...-+xn=1)
% (Multiplicador de Lagrange)

S=[[C -0.5*ones(n,1)];[-0.5*ones(1,n) 0]];

y={zeros(n, 1);1;

% Calculando ponto de minima varidneia
x=-0.5*pinv(S)*y;

% Calculando retorno esperado
retorno=x."*[e;0];

% Comparando com retorno minimo esperaco:
2% Se maior ou igual entdo a solugfio estd encontrada
9% Caso contrario, aplicar restrigdo de retorno=r (Lagrange)
if retorno>=r

X

retorno

x(n+1)=0;
else

el=[-0.5%¢;0];

S=[[S el];[e1’ 0]];

y=[zeros(n, 1);1;r];

=-0.5%pinv(S)*y

retorno=x."*[e;0;0]

X(n+1)=0;

x(n+2)=0;
end

9 Calculo da varidncia e desvio padréio
var=x."*S*x
dev=sqrt(var)

9 Intervalo de confianca do retorno com 95% de probabilidade considerando distribui¢iio normal:
delta_95=[retorno-2*dev retorno+2*dev]




Resultados Obtidos com o Matlab:

X =
0.3810
0.4762
0.1429
-0.1810
2.7619

retorno = (.1200

var= 0.0752

dev= 0.2743

delta_95 =[-0.4286 0.6686]

Observe que os trés valores iniciais de x sdo as porcentagens a serem aplicadas em cada uma das
trés agdes, enquanto que os dois wltimos valores correspondem aos multiplicadores de Lagrange.

Mudando o retorno esperado de 12% (1=0.12) para zero, (r=0)

X =
0.1404
0.6236
0.2360
0.1280

retorno= (.1119

var= 0.0640

dev= 0.2530

delta 95 = [-0.3941 0.6178]

Note que a restri¢do de retorno minimo n#o foi necessaria neste caso (x possui apenas 4 valores)

Aumentando o valor do retorno esperado algumas operagdes de venda futura séo necessarias e a
risco do investimento aumenta:
Para retorno minimo esperado de 20% r=0.2 a solugdo 6tima é:

X=
2.7429
-0.9714
-0.7714
-3.2149
29.8857

retorno = 0.2000

var= 1.3811

dev= 1.1752

delta 95 = [-2.1504 2.5504]



Pode-se tragar também uma curva de trade-off entre o retorno esperado e o desvio padrio do
mesmo:

desvio padrag
%] £
L 1

o8]
T
!

1 1 ] 1 L 1
015 02 025 03 D3 04 045 05
Retorna Esperado

ot ==
— T

3.5.2. Caso Real:

Foram selecionadas 9 a¢des com possibilidade de venda futura.

A partir do histérico do rendimento dos ultimos 7 meses, foram estimados, utilizando
conhecimentos de regressdo, o valor esperado de cada a¢o e a matriz de covariancia:

Rendiment )
# [Stock Ago | Jui | Jun | Mai Abr Mar Fev| Experangal Variancia] desvio P
1_[Stock 1 1.48] 1.29] 0.51] 0.01 1.48] 1.36 1.25 1.05] 0.3136 0.58
2 |Stock 2 1.91 1.42' -0.08 1.31 1.25 1.30, 1.24 1.20 0.3600 0.60|
3 |Stock 3 1.20 1.29 0.95 0.71 1.28 1.18 1.07 1.10 0.0441 0.21
4 |Stock 4 1.34 1.41 1.03 0.80 1.42 1.31 1.19] 1.21 0.0529, 0.23
5 |Stock 5 1.30 1.37] 0.95 0.74 1.38 1.28 1,16 1.17 0.0576 0.24)
6 [Slock B 5.43' -0.30 8,59 4.04 4.44 -1.39] -2.88 2.77 20.4304 4.52]
7 |Stock 7 Z.Ugf 0.14 0.95 1.E|5| 1.04 0.59 2.03 1.13 0.5041 0.71
8 |Stack 8 2.89] .09 028 0.88] 0.71 003 2.89 0.93 2.1904 1.4
9 [Stock 9 4.59] -3.64, -0.81 0.45] 0.05 163 458 0.51 9.4864 3.08

COVAR 7 2 3 3 5 B 7 8 9

0.313600 0.161280 0.111720 0.123648 0.130368 -1.088416 0.051688 0.124320 0.241472
0.161280 0.360000 0.046620 0.056580 0.064800{ -1.383120 0.110760 0.284160 0.591360
0.111720 0.046620 0.044100 0.048300 0.049896 -0.294252 -0.020874 -0.040404 -0.080552
0.123648 0.056580 0.048300 0.052500 0.055200) -0.343088] -0.017%63 -0.034040 -0.070840
0.130368 0.064800 0.049836 0.055200 0.057600 -0.412224]  -0.015336 -0.024864 -0.059136
-1.088416 -1.383120 -0.284252 -0.343068 -0.412224]  20.430400 0.224644 -0.133792 -0.135216
0.051688 0.110760 -0.020874 -0.017963 -0.015336 0.224644 0.504100 1.050800 2.186800
0.124320 0.284160 -0.040404 -0.034040|  -0.024864 -0.133782 1.050800 2.190400 4.558400
0.241472 0.591360 -0.090552 -0.070840 -0.059136]  -0.139216 2.186800 4.558400 9.486400

e B I T T




Resultados Obtidos:

Neste caso, para retorno minimo igual a zero, a solug¢do obtida foi:

X =
-0.6913
-0.0468
0.8786
0.0917
0.7323
-0.0088
-0.1090
0.1813
-0.0279
0.0007

retorno= 1.1589

var = 3.6957e-004

dev= 0.0192

delta 95= [1.1204 1.1973]

Para um retorno esperado de 2% ao més: r=2
X =
-5.8498
-1.1262
-16.0377
-4.5561
33.4061
0.0764
-6.5588
-0.1825
1.8286
-0.4194
0.3626

retorno = 2.0000

var= 0.1528

dev= 0.3910

delta 95=1[1.2181 2.7819]



Pode-se tragar também uma curva de trade-off entre o retorno esperado e o desvio padrio do
mesmo:
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