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SOLUÇÃO MATRICIAL PARA O PROBLEMA DE OTIMIZAÇÃO DE PORTFOLIO
DE AÇÕES COM OPÇÃO DE VENDAS FUTURAS

TIAGO J. GOULART, FLAVIO A.M. CIPPARRONE

Resumo. Este trabalho descreve uma solução matricial para o problema de otimização de portfolio de ações onde
operações de vendas futuras são permitidas. O problema pode ser descrito como uma minimização quadrática com
restrições lineares. Diferentes métodos podem ser utilizados para resolver esse problema como programação
quadrática por exemplo. Contudo, neste trabalho, a solução proposta não requer o uso de ferramentas computacionais
sofisticadas, pois o resultado é obtido através de uma equação matricial simples. Também está demonstrado que,
para o problema específico de otimização de portfolio, onde o risco é medido pela matriz de covariância das
diferentes ações a serem aplicadas, o método proposto pode ser aplicado para problemas reais e a solução ótima
global sempre é obtida.

1. INTRODU(,'ÂO:

1.1. Definição de Portfolio de Ações:
Um portfolio é a coleção de ações de um investidor. Neste trabalho, o portfolio será representado
pela porcentagem de dinheiro a ser aplicada em cada ação.

1.2. Otimização de Portfolio:
Considere um investidor com uma quantidade limitada de dinheiro disponível para ser investido
em um portfolio de ações no mercado financeiro. Presume-se que o investidor deseje maximizar
o retorno esperado de seu portfolio e ao mesmo tempo minimizar o risco envolvido nessa
operação. Infelizmente, para a grande maioria dos casos, esses dois objetivos são conflitantes,
isto é, maiores retornos esperados geralmente envolvem maiores riscos. Assim, otimizar um
portfolio consiste em maximizar o retorno esperado do investimento para um risco considerado
aceitável, ou minimizar o risco para uma expectativa de retorno aceitável. Neste trabalho será
discutida uma solução matricial para a segunda abordagem (minimização de risco) no caso em
que vendas futuras de ações são permitidas.

1.3. Análise Estatística de Investimentos:
Para se otimizar um portfolio é preciso levantar as informações do retorno esperado e o risco de
cada ação, além de se estimar como as variações dos valores das ações estão relacionadas entre
Sl

Esses dados podem ser estimados a partir de uma análise estatística sobre o histórico do
rendimento de cada ação.

1.3.1. Expectativa de retorno do portfolio:
A expectativa do retorno de cada ação pode ser simplesmente calculada através da média do
retorno apresentado em um período de tempo.
Seja Si a variável aleatória que representa o retorno financeiro da ação i em um período de tempo.
E(Si) a expectativa de retorno da ação i
xi a porcentagem do dinheiro aplicado na ação i.
Suponha que se deseja otimizar um portfolio contendo n ações:

R,t„n, „p„,d, d, p„tf,Ii, = E(E:’=1 x,S,. )= E:’=11,ECS, )



1.3.2. Risco do investimento:
Uma maneira de se mensurar o risco de uma ação é calcular a estimativa de sua variância através
da análise de regressão dos valores históricos de retorno. Da mesma forma podem ser estimadas
as covariâncias entre cada dupla de ações.

V,„iâ„,i, d, p,rtfolio = var(:::1 x,S, )= 1:’=1 # var(S, ) +EL / ,,,J ,ov(S,SJ )
Desvio padrão do portfolio: dev = M
O retorno sobre um investimento em um portfolio de ações geralmente se aproxima de uma
distribuição normal onde em 95% das vezes o valor esperado da variável aleatória se encontra no
intervalo definido pela média t 2 vezes o desvio padrão.
Assim, pode-se obter um intervalo de confiança de 95% para o retorno esperado do portfolio.
Portanto, quanto maior for a variância, maior será o desvio padrão e o intervalo de confiança do
retorno, conseqüentemente, maior será o risco envolvido na operação.

2. SOLUÇÃO DO PROBLEMA DE OTIMIZAÇÃO DE PORTFOLIO UTILIZANDO
PROGRAMAÇÃO QUADRÁTICA:
A idéia de se utilizar programação quadrática para se determinar portfolios ótimos vem de
Markowitz (1959) e é parte integrante do trabalho que lhe rendeu o Prêmio Nobel em Economia.
Como já foi mencionado, uma abordagem possível para a solução do problema de otimização de
portfolio é minimizar o risco, e portanto a variância, para uma expectativa mínima de retorno.
O problema pode ser formulado através da seguinte programação não linear:
Encontrar xl, x2, x3 ,... ,x„ tais que

min 1==\€ var(S, )+E: / x,x./ GOV(S,S, )

obedecendo as seguintes restrições:

1) :
11

1
1 x/

2) E::1 x,ECS, )2 r , onde r é o retorno mínimo esperado
A primeira restrição limita o dinheiro a ser aplicado no portfolio.
A segunda restrição impõe que seja obtida uma expectativa mínima de retorno.
Como vendas futuras de ações são permitidas, restrições do tipo x, à 0 não são necessárias.

3. SOLUÇÃO MATRICIAL DO PROBLEMA:
Neste trabalho está sendo proposta uma solução utilizando equações matriciais que resolve
diretamente o problema específico de otimização de portfolio sem a necessidade de se utilizar
métodos computacionais iterativos.

3.1. Formulação Matricial do Problema:

etor esperança do retorno de cada ação
E(sI) 1 rel
,(') '=e=

.ELg 11 )1 je„



x = vetor das porcentagens a serem investidas em cada ação (variável do problema)

C = Matriz de covariância

al11

1) r: / 1 o n d e 1c1[ F = v a r ( s/ ) e 1c1rf/n = c o v & ) S/ ) = GOV bJ) s/ ) = a1 /

a:

O problema pode ser então escrito da seguinte forma:

min. [/CX]
restrições :

1) (x1 + x, + . ..+ x„) = 1
2) xTe2r

3.2. Tratando as restrições:
A fünção objetivo para o problema de otimização de portfolio utilizando a matriz de covariância
é sempre convexa e as duas restrições são lineares. Assim, utilizando-se multiplicadores de
Lagrange, o mínimo global sempre será encontrado.[1 ]

3.2.1 Primeira restrição: (11 + 12 + ... + x, ) = 1
Como neste problema de minimização a função objetivo é convexa e a restrição é linear, ao
igualarmos o gradiente da função : Ll= xTCE + 21 [1 – x1 – 12 . -.– x„ ] a zero, obtemos o valor de x

aTn:= 1:T;lnaçlT:l=r:léer:vpoo:eatse= ;s:rítT::ç=éuinte maneira:

[-„':::–„':':1-''*'*"[; 14].

=F1''=[–..
Pode-se escrever LI= 11TS\ xl + x1 7 ), 1

Nomeando xl = br 2,], 1 ( / l x 1 11 )

0.5

3.2.2 Segunda Restrição: / gZ r
Primeiramente resolve-se o problema ignorando essa restrição, caso a solução encontrada a
satisfaça, o problema já está resolvido.



Como a função objetivo é convexa e a restrição linear, caso o ponto de mínimo encontrado não
satisfaça xTg Zr , o mínimo que atende a restrição será encontrado na região em que xf e = r .
Dessa forma, novamente, pode-se utilizar um multiplicador de Lagrange.
Igualando o gradiente da função L2 abaixo a zero, os valores obtidos para x minimizarão a
função objetivo inicial respeitando as restrições (11 + 12 + ...+ x„)= 1 e /g = r

L2=x7C:x + 21 [l–x1 – 12 „'–x,z]+22[r–xlel –x2e2 - „ – Inem]

Também se pode escrever L2 da seguinte forma:

– 0.5 – 0.56 0

'[; 1*,L2=[/ 21 221
1 ( 1 1 9>( 1 1 )

– 0.5
0

0

– 0.5e„
0
0

2, 2,].Z
1

r
– 0.5

.– 0.5e1

– 0.5

– 0.5e„

–O.5 – 0.5e1

2,]
1E ( 11 )( / 1 )

Nomeando e 82 = | –O.5 – 0.5en
–O.5 ... –O.5 0 0
.–O.5e1 -'' – 0.5e„ 0 0

Pode-se escrever L2= 12 ’S,x, + x2 ’ )/2

3.3. Encontrando a solução ótima:
Como já foi visto, o problema de minimização consiste em igualar o gradiente da função Ll ou
L2 a zero.

Para E = / SE + xT), , VE = 2 . S .4+ y . Se VE = 0 então x = –O.5 - S-\ y
Desse modo, resolvindo uma equação matricial, pode ser encontrada a solução para o problema
inicial de otimização de portfolio e obter os valores dos multiplicadores de Lagrange.

3.4. Verificando a existência da solução:

Para saber se a solução proposta existe, é preciso provar que a Matriz S possui inversa.
No caso em que, ao aplicarmos apenas a primeira restrição, a segunda seja satisfeita, é preciso
verificar se a Matriz Sl possui inversa:
LI = 11T S\ x, + x1 f y1
Para que S1 não possua inversa , seu determinante precisa ser nulo.

–05 l _ _ r–o.51

1,',=[} : 1.“.==[ 1à 8 5

s, =
– 0.5 – 0.5

det(S1)=det(C)det(-yTC-ly) Como C>0 (matriz de covariância) det(C)>0, portanto det (S1)=0 se e
somente se det(yTC-ly)=0 ou seja, yTC-ly=0.
Como C>0 e v é da seguinte forma:



[:::1v=

yTC-ly # 0 e det(S1) # 0. Consequentemente, S1 possui inversa.

No caso em que as duas restrições (xl + 12 + ...+In)= 1 e xTg = r precisam ser consideradas é
preciso verificar se a Matriz S2 possui inversa:
L2= 12 f 52 12 + 12 / ),,2

– 0.5 – 0.56

S2 = | – 0.5 – 0.5e„
–O.5 ''' –O.5 0 0
.– 0.5e1 '-' – 0.5e„ 0 0

cv
s2 =EFf o

det(S2)=det(C)det(VTC-lV) Como C>0 (matriz de covariância), det(C)>0. Portanto9 det (S1)=0 se
e somente se det(y 1 C-’V)=0

1

[–0.51 [–0.5'l1
„=J„,=1 ; l„==1 : 1

l– o.5] l– 0.5e„]

''-:*[fri l:'::].',„.'.'.'„:„'„'.«'==,'=:,„:==''„„",,,;.=-:„'...„',,;.
d,*, „, „ti,f,it„ Ec-1) uc-1 „, )= ec–' „, } .
Definindo D=(C-1)05 de forma que DT=D e DTD=D2=C-1 posso definir a=Dn, a=Dy2 e a

ig„,Id,d, ,,im, p„„ , „, „„it, d, „g„i.t, f„m„ II Sll2 . lb=II = k’%} . E„, ig„,Id,d, ,ó é
válida se a=ka (k constante real). Portanto, Dy2=kDy! e y2=kyl.

Como e k>0, a igualdade y2=kyl é válida se e somente se todos os valores de e1, e29

. . . e„ forem iguais entre si. Isso equivale a dizer que todas as ações do portfolio têm a mesma
expectativa de retorno. O que não tem sentido em um problema real.

Desse modo a matriz S sempre terá inversa nos casos reais e a solução x = –O.5 . S–\ .y sempre
levará ao ponto que minimiza a variância do portfolio ao mesmo tempo que obedece as restrições
impostas .



3.5. Simulações:

3.5.1. Exemplo didático:
(extraído da referência [1] pag7 34)

Considere um portfolio composto de três ações: Sl, S2, S3
Retorno esperado de cada ação:
E(Sl)=0.14, E(S2)=0.11, E(S3)=0.10
Variância de cada ação :
var(S 1)=0.20, var(S2)=0.08, var(S3)=0.18
Covariância de cada dupla de ações:
COV(Sl, S2)=0.05, cov(sI, S3)=0.02, cov(S2, S3)=0.03

Deseja-se minimizar a variância do portfolio para um retorno mínimo esperado de 12%

Para a implementação da solução desse problema utilizando a solução matricial proposta neste
trabalho, foi desenvolvida uma simples rotina no Matlab:



?4, Problelrra:

% Dennil' porií-bIio de ações que:
% M inirniza o risco (variância) para um retorno nríninlo esperado

% Soluçao:

clear:
'/6 Matriz de Covariáncia das ações
C=[[0.2 0.05 0.02];[0.05 0.08 0.03];[0.02 0.03 0.18]];
n=size(C, 1);

% Valor esperado do retorno anual de cada ação
e=[0.14 0.11 0.10].';

'}'. Retorno anual esperado minimo do portfolio
1=0.12;

% Aplicando restrição de dinheiro disponível (x 1 +x2+.,.+xn= 1 )
% (MultiplIcador de i..agrange)
S=[[C -0.54ones(n, 1)];[-0.5+ones(1,n) 0]];
y=[zerQS(r1, 1 ); 1 ];

% Calculando ponto de mí11ima variância
x=-0.5+pinv(S)+y;

% Calculando retorno esperado
retorno=x.’+ [e;0];

% C-onlparando com retorno mínimo esperado:
c16 Se maior ou igual então a solução está encontrada
% Caso contrario, aplicar restrição de retonlo=r (Lagrange)
if retorno>=r

X

retorno
x(n+ 1 )=0;

else

e 1 =[-0.54e;0];
S=[[S e 1 ];[e 11 0]];

y=[z„os(r1, 1); 1 ;r];
x=-0.54pin\'(S)+y
retorno=x.'+ [e;0;0]
x(n+1 )=0;
x(n+2)=0;

end

(14, Cálculo da variância e desvio padrão
vaI=x.'+S+x
dev=sqrt(var)

% Intervalo de collHança do retorno com 95'?'1, de probabilidade considerando distribuição nornrat:
delta 95=[retorno-2+dev retorno+2+dev]

R



Resultados Obtidos com o Matlab:

x=
0.3810
0.4762
0.1429

-0.1810
2.7619

retorno = 0.1200
var = 0.0752
dev = 0.2743
delta 95 = [-0.4286 0.6686]

Observe que os três valores iniciais de x são as porcentagens a serem aplicadas em cada uma das
três ações, enquanto que os dois últimos valores correspondem aos multiplicadores de Lagrange.

Mudando o retorno esperado de 12% (r=0.12) para zero, (r=0)

x=
0.1404
0.6236
0.2360
0.1280

retorno = 0.1119
var = 0.0640
dev = 0.2530
delta 95 = [-0.3941 0.6178]

Note que a restrição de retorno mínimo não foi necessária neste caso (x possui apenas 4 valores)

Aumentando o valor do retorno esperado algumas operações de venda futura são necessárias e a
risco do investimento aumenta:
Para retorno mínimo esperado de 20% r=0.2 a solução ótima é:

x=
2.7429

-0.9714
-0.7714
-3.2149
29.8857

retorno = 0.2000
var = 1.3811
dev = 1.1752
delta 95 = [-2.1504 2.55041



Pode-se traçar também uma curva de trade-off entre o retorno esperado e o desvio padrão do
mesmo :

0.30.25 0.35 0.4
Retorna Esperado

0.50.45

3.5.2. Caso Real:
Foram selecionadas 9 ações com possibilidade de venda futura.
A partir do histórico do rendimento dos últimos 7 meses, foram estimados, utilizando
conhecimentos de regressão, o valor esperado de cada ação e a matriz de covariância:

:k#

FTa;iTmo
o
omoM'
mM7

88
9 9

mensal

0.51 0.01
-0.061.4

0.71
1.411.34

m1

5.48
0.14
1.09 0.28

0.,-0.81

FevAbr Mar
1.4 1.36

1.24
1.18
1.31
1.28 1.1

1.39
0.59

0.71
0.05 4.56

ms
1.20
lllã
1.2
1.17
2.77
1.13

0.51

Mr

[êE3lmlB

1818URljI

O.5041
n2

m4

4.5
0.71
1.48

0.313600
1

0.111720
0.123648
1831aBBiag
1 088416
0.051688
0.124320
0.241472

32
0.161280 0.111720
0.360000

0.0441000.046620
0.056580 0.048300
0.064800
1.383120

m1
-0.0404040.284160

0.591360 -0.090552

4
0.1 23648
0.056580mm
0.055200
-0.343068
-0.017963
-0.034040
-0.070840

65
0.1 30368 1.088416
@ BIgl818111881m -0.294252

-0.3430680.055200
0.057600 -0.412224

20.430400-0.412224
-0.015336 BM2 R6 Zl1
-0.024864
-0.059136

7
0.051688
o.18181M

-0.020874
-0.017963
-0.015336
18%241agm

0.5041 00
1.050800
2.186800

8
o.12+M
0.284160

-0.040404
-0.034040
-0.024864
.0. 1 33792
1.050800
2.190400
4.558400

9
0.241472
0.591360

-0.090552
-0.070840
-0.059136
-0. 1 39216
2. 186800
4.558400
9.486400



Resultados Obtidos:

Neste caso, para retorno mínimo igual a zero, a solução obtida foi:

x=
-0.6913
-0.0468
0.8786
0.0917
0.7323

-0.0088
-0.1090
0.1813

-0.0279
0.0007

retorno = 1.1589
var = 3.6957e-004
dev = 0.0192
delta 95 = [1.1204 1.1973]

Para um retorno esperado de 2% ao mês: r=2
x=

-5.8498
-1.1262

-16.0377
-4.5561
33.4061
0.0764
-6.5588
-0.1825
1.8286

-0.4194
0.3626

retorno = 2.0000
var = 0.1528
dev = 0.3910
delta 95 = [1.2181 2.7819]



Pode-se traçar também uma curva de trade-off entre o retorno esperado e o desvio padrão do
mesmo :

2 2-5 3 4

Retorno Mensal Esperado (%)
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