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que fornecem o sistema !inear

I N Lap +...+ Zxk.aq + n.ag = 2yk
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Este sistema de <(n+1) equagdes coma as (n+1) incégnitaé dg,G1,...,0n
ser representado pela equagdo '
MATCAY .MATCCY=MAT(B >

com as matrizes MATCA) , MAT(B) e MAT(C> definidas por
ACI,j) = I, xhti=]

BCi)

2 itk
cGjd

an+i-j

onde k=1,...,p i=1,...,ntt e j=1,...,n+l.
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Polindmios pares ou impares podem ser obtidos a partir do sistema

(1.6>...¢1.8> suprimindo-se as |inhas e as colunas convenientes, através de
uma simples reindexaglo das matrizes. Os polindmios pares stio obtidos

fazendo-se ACL,j) « AC21-1,2j-1)
| B(i) « B(2i-1
CCiy = O2(N1+1-j)>

com i=1,...,CNi+1>

e 0s polindmios impares com
ACi, ) « AC2i,2j)
B¢id> & B(Zi>
C(jd = O2¢N2-j >+1

com i=1,...,N2

onde N1 e N2 sio definides por Ni=INT(n/2> e N2=INT((n+1)/2).

A condiglo @o=0, que obriga o polindmio a passar pela origem, é

obtida pela reindexagto
ACi, j YR+, )
BCi)eBCi+1)
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que suprime a primeira linha e a Ultima coluna do sistema original.Também a
supress@o da segunda linha (a{=0), pode ser obtida por uma reindexagdo

conveniente, para obrigar o polindmio a admitir uma derivada nula na origem.
2. A introdugido de condigbes de contorno.

Condigdes de contorno do tipo y'(xg)=mq ou ylxpl=yp nao podem ser

otidas por uma simples reindexagtio, mas devem ser introduzidas no sistema pela

substituigdo de duas |inhas quaisquer (r> e (s) do sistema €1.3)...(1.5) pelas
expressoes

n.xg=l.an +...+ 2.xg.92 + ai = mg 2.1)
. .
xpN.on +....+ Xp2.02 + xp.af + Gp = Yp (2.2)
que transformam os  coeficientes @ e ag, correspondentes as |inhas

substituidas, em pardmetros dependentes dos (n-1> coeficientes restantes. Se
forem escolhidos af e-az (r=1, s=2) , segue que
aj = flap,...,03,a92 (2.3>
a2 = flap,...,03,09) 2.4>

As derivadas de ai e a2 em relagto aos demais coeficientes

201700 = {xgxb/(xp=2xg?) (2xpCi=2)-ixg(i-22) (2.5)
dagai = (ixgCi=12=xpli=12} /(xp-2xq) (2.6)
(i=0,3,...,n> , modificam o sistema linear caracteristico do método dos

minimos quadrados em
MATCR)Y.MATLCO=MAT(B>

com as matrizes MAT(AY , MAT(B> e MAT(C) assumindo

ACi,j)> = T, st i=i Dci=1 + xk2. {Ci=1oxg1 ~2-xpi =2} / (xp-2xq) +

+ XK. Xgxb {2xp i ~3-Ci=10xqi =3}/ (xp-25>] 2.7)
AC2,j) = (n1-j ). xgh™) (2.8)
AC3,j) = xpht1-) (2.9
BCGY = I uk. Dxi=1 + xk2.{(i-l)xqi“z—xbi'z}/(xb—Zxai +

+

X . %axb { 2xp 1 3= Ci=1xqi =3} / (xp-2x>] : (2.10)



BC2Y = mq
B(3Y =y

com k=1,...,p i=1,4,...,n+1 e i=1,...,nt1,
€G> = an+1-j para j=1,...,n+1

(2.
(2.

(2.
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A condiglo @g=0 é introduzida pela reindexag@o ACi,j)ACi+1,j) e

BCi)eB(i+1) para i=1,...,n e j=1,...,n.

3. Dois casos simplificados.

Mostra-sa que, se apenas uma das condiges (2.1) ou (2.2)

imposta ao polindmio, os termos das matrizes se reduzem a:

a) Condiglo: y' (xgi=mg

ACiL ) = B skt =i D=1 - Ci=1)xqi-2]
AC2,j)

(=] ) . xgh™J

Bci,j> = 3, wk. D=1 - Ci-1)xqi=2]

B(2) = mg

CGY = ant1-j
com k=t,...,p i=1,3,...,n+} e =1, ...,nHl
b)) yixpi=yy

ﬁ(i,_]) = Ek an+1_j()(ki"1 - XbI_S)

AC3,j) = xpht1-)

BGDY = I uk. Oi=t = i3
B(3) =y 4
€Y = onti-j

com k=1i,...,p i=1,2,4,...,n+1 e j=t, ..., n+l

(3.
(3.

(3.
(3.
(3.

(3.
(3.

(3.

(3.
(3.

for

1
23

3)
4>
5)

6)
rd)
8)

D
105

Também nestes cosos a condigdo ay=0 é obtida pela reindexagdo

Adi,jrACi+1,j) e B(i)eB(i+1) para i=1,...,n e j.



4. Ua exemplo.
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A figura n2i mostra duas curvas caracteristicas adimensionais de

uma bomba centrifuga. Ambas passam pelo ponto (1,1,

qua representa o

funcionamento da maquina nas condigdes nominais. Desta forma Y(1)=1, y(1)=1. 0
rendimento y(x> no ponto nominal é mdxima, o que implica também em y'¢1)=0.
Os 9 pontos obtidos das curvas de catdlogo

13-

2
3
4>
5O
6>
)
8>
P

0, 167
0,333
0,5

0,667
0,833

1,167
1,333

fornecem os polinémios

Yix2

1,181
1,178
1,170
1,156
1,119
1,067
1

0,919
0,830

y(x)

0,413
0,646
0,783
0,891
0,961

1,006
0,951

Y(x)=1, 1811-0,0514x+0, 2845x2~0, 7920x3+0, 4769x4-0, 0988x5

yixd=1, 194, 10~4+3,2086x-5, 7 152x2+6, 2 194x3-3, 4945x4+0, 725 1x5

obtidos pelo metodo dos minimos quadrados tradicional.

1.2
4

1.0

]
08-
0.6 -
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y(x?J

0.0
0

v ]

1

fig.n21 Curvas caracteristicas de uma bomba centrifuga

(KSB Etanorm 40/160-1750)
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05 valores que estes polindmios assumem no ponto nominal
¥(1)=0,9994  y(1)=1,0035, mostram que ambos passom muito perto do ponto
nominal C(1,1). Porem y'(1)=0,1439 se afasta muito da condigho desejada
y'(1)=0.

Se os polindmios Y(x) e’ yix) forem condicionados a satisfozer
efetivamente as condigles ¥Y(1)=1 e yc1)=1 e y'(1)=0, pode~se recorrer a
metodologia opresentada, obtendo-se respectivamente as expressSes

Y(x)=1, 1811~0,0476x+0, 260 1x2-0, 7424x3+0, 4370x4-0, 0882 1x5
y(x)=6,4557. 10~4+3,455%~7, 1953x2+9,9244x3-?,0797x4+1,8962x5

As fungBes assim obtidas descrevem as curvas caracteristicas da
maquina sem alterar as propriedades do ponto nominal, mantendo-o na coordenada
x=1. Esta condiglo € importante quando estas fungbes s@o usadas na soluglio dos
sistemas de equagBes diferencials dos modelos numéricos, usados para simular
os traonsientes hidrdulicos em estagSes elevatéries. Evidentemente .a

-

metodologia apresentada também é muito Gtil em um grande nimero de casos hos

Py

quais a fixagto efetiva de condigdes de contorno é importante.
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