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O Ajuste Polino•ial co• Condições de Contorno. 

Hans G. Arens 

Professor do Departamento de Hidráulica e Saneamento da Escola de Engenharia 

de São Carlos, USP . 

Resu•o: O presente artigo apresenta uma me todo I og i a que permite efetuar o 

ajuste polinomial com o método dos mínimos quadrados, impondo aos polinômios 

uma ou duas cond i ções de contorno pré- f i xadas . A me todo I og i a desenvo I v i da é 

comparada com a tradicional, através de um exemplo ilustrativo. 

Boundary Conditions at Polyno•ial Rdjust•ents. 

Rbstract: Th i s paper presents a methodo I ogy for the po I ynoril i a I adj ustment 

w i th I e as t · squares mé thod, so tha t po I ynom i a I s are subm i tted to one o r two 

boundary condi ti on. The me thodo I ogy i s compared w i th the trad i ti ona I through 

an elucidative example. 

1.A •etodologia tradicional. 

k= 1 I • • • I p for ajustada 

pelo polinômio y = on.xn + + 01.x + a0 , o t'esíduo Rk em cada ponto é 

e a soma dos seus quadrados é 

A somaS será mínima se ~S/~ai=O para í=O, ... ,n o que implica em 

õS/õan=O ~ 
. 

StSNO~" 
pROD~· 

,a...,o USC-:::.:;,---

( 1. 1) 

( 1. 2) 

( 1. 3) 

( 1. 4) 

( 1. 5) 



14 

que fornecem o sistema I inear 

( 1. 6) 

( 1. 7) 

( 1.8) 

Este sistema de <n+1) equações coma as (n+1) incógnitas a0 ,a1, . .. ,an pode 

ser representado pela equação 

MAT<A>.MAT<C>~MAT<B> 

com as matrizes MAT<A) , MAT<B> e MAT(C) definidas por 

8(1) =:Lkxki-1.yk 

C(j) = an+1-j 

onde k= 1, ... , p i= 1, ... , n+ 1 e j = 1, ... , n+ 1 . 

( 1.9) 

( 1. 10) 

(1.11) 

( 1. 12) 

Polinômios pares ou ímpares podem ser obtidos a partir do sistema 
(1.6) ... (1.8) suprimindo-se as I inhas e as colunas convenientes, através de 

uma simples . reindexação das matrizes . Os polinômios pares são obtidos 

fazendo-se 

com i=1, ... , <N1+1) 

A< i ,j > ~ A<21-:-1,2j-1) 

B<i > ~ B<2i-1> 

C<j) = a2<N1+1-j) 

e os polinômios ímpares com 

com i = 1 , . . . , N2 

A< i, j ) ..- A<2 i, 2j ) 

B<·i) ..- B<2i) 

C(j ) = 0 2<N2- j )+ 1 

onde N1 e N2 são definidos por N1=1NT<n/2) e N2=1NT<<n+1)/2) . 

A condição ~==0, que obriga o polinômio a passar pela origem, é 

obtida pela reindexação 

A< i, j >~A< i+ 1, j > 

B< i >~B< i+1) 

com i = 1 , . . . , n e j = 1 , . . . , n 
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que suprime a primeira I inha e a úl t.ima coluna do sistema originai.Também a 

supressão da segunda I inha <a1=0>, pode ser obtida por uma reindexa9ão 

conveniente, para obrigar o polinômio a admitir uma derivada nula na origem. 

2. R introdução de condições de contorno. 

Condi9Ões de contorno do tipo y'<xa>=ma ou y<xb)=yb não podem ser 

otidas por uma simples reindexa9ão, mas devem ser introduzidas no sistema pela 
substituição de duas I inhas quaisquer (r) e (s) do sistema <1.3) ... <1.5) pelas 
expressões 

= ma (2. 1) 

e 

(2.2) 

que transformam os · coeficientes cr e as, correspondentes às I inhas 

substituídas, em parâmetros dependentes dos <n-1) coeficientes restantes. Se 

forem escolhidos a1 e ·a2 <r=1, s=2>, segue que 

a1 = f<an, .. . 1 a3 1 a0 ) 

02 = f<an 1 ••• 1 03 1 00 ) 

As derivadas de a1 e a2 em rela9ão aos demais coeficientes 

~a1/~ai = (xaXb/<xb-2x0 >)(2xb<i-2>-ixa<i-2>) 

~a2/~ai = (ixa<i-1>-xb<i-1>)/<xb-2Xa) 

(2.3) 

(2.4) 

(2.5) 

<2.6) 

< i =O, 3
1 

• • • , n) 1 mod i f i cam o si s tema I i near caracter í s t i co do método dos 

mínimos quadrados em 
MAT<A>.MAT<C>=MAT(B) 

com as matrizes MAT<A> , MAT<B> e MAT<C> assumindo 

+ Xk.Xaxb{2xbi-3-(i-1>xai-3}/<xb-2x>] 

A<2,j) = <n+1-j ).xan-j 

A<3,j) = xbn+1-j 

B<i) = í:k Yk· [xki-1 + xk2· {<i-Dxai-2-xbi-2}/<xb-2xa> + 

+ Xk.XaXb{2xbi-3-(i-1>xai-3}/<xb-2x>] 

(2 . 7) 

<2.8) 

(2 .9) 

(2. 10) 
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8(2) = ma (2 . 11) 

8(3) ·- Yb (2. 12) 

com k:: 11 ••• I p i :: 11 4 I , , , I n+ 1 e j=1, ... 1 n+1. 

C<j) = On+1-j para j = 1, ... 1 n+ 1 (2.13) 

A condi ç:ão a0 =0 é introduz i da pe I a rei ndexaç:ão A< i, j >+-A< i+ 11 j > e 

B ( i >+-8 ( i + 1 ) para i = 1 , . . . 1 n e j = 11 • • • 1 n . 

3. Dois casos siaplificados. 

Mostra-se que 1 se apenas uma das cond i ções < 2 . 1 ) ou < 2 . 2 > for 

imposta ao polinômio, os termos das matrizes se reduzem a: 

a) Condição: y'<xa>=ma 

A<i,j) = Ik xkn+1-j[xki-1- (i-Dxai-2] 

A<2 1 j) = <n+1-j >.xan-j 

B(i,j > = Ik Yk· [xki-1- <i-Dxai-2] 

8(2) = ma 

C(j) = an+1-j 

com k=1, ... ,p i=1,3, ... ,n+1 e j=1 1 • •• ,n+1 

A(i
1
j) = !k Xkn+l-J(xki-1 - Xbi-3) 

A(3
1
j) = Xbn+1-j 

8( i ) = !k Yk. (Xk i -1 - Xb i -3) 

8<3> = Yb 

C(j > = an+ 1-j 

com k=1, ... 1 p i : 11 2 I 4 I , , • I n+ 1 e j=1, ... 1 n+1. 

(3. 1.) 

<3.2) 

(3.3) 

(3.4) 

(3.5) 

(3 .6) 

(3. 7) 

(3.8) 

(3.9) 

(3 . 10) 

Também nestes casos a condi ção CQ=O é ob t i da pe I a r e indexação 

A< i 1 j >+-A< i + 1 , j ) e 8 < i )+-8 ( i + 1) para i = 1 , . . . , n e j . 
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A f I gura n 21 mostra duas curvas caracter í st i cas ad i mens i ona i s de 

uma bomba centrffuga. Ambas passam pelo ponto <1, 1>, que representa o 

funcionamento da máquina nas condições nominais . Desta forma Y<1>=1, y<1>=1. O 

rendimento y<x> no ponto nominal é máximo, o que i mp I i ca também em 
Os 9 pontos obtidos das curvas de catálogo 

X Y<x> y<x> 

1> · o 1} 181 o 
2) o, 167 1} 178 0,413 
3) 0,333 1} 170 0,646 
4) 0,5 1' 156 0,783 
5) 0,667 1} 119 0,891 
6) 0,833 1,067 0,961 
7) 1 1 1 
8) 1' 167 0,919 1,006 
9) 1,333 0,830 0,951 

fornecem os polinômios 

e 

obtidos pelo metodo dos mínimos quadrados tradicional. 

1.2 

1.0 

0.8 
y<x> 

0.6 

0.4 

0.2 

0.0 
o x=2 

fig.n21 Curvas características de uma bomba centrífuga 
<KSB Etanorm 40/160-1750) 

y' ( D=O. 



Os va I ores que estes 

V< 1 >=O, 9994 y< 1 >= 1, 0035, mostram 
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po I i nôm i os assumem no ponto nom i na I 

que ambos passam muito perto do ponto 

nominal < 1, 1 ). Porem y' < 1 )::;0, 1439 se afasta muito da condí9Õo desejado 
y. ( 1 )=0. 

Se os po f i nôm i os Y < x) e ' y < x > f orem cond i c i onados a so ti s fazer 
efet i vomente . os condições Y< 1 >= 1. e y< 1 >= 1 e y · < 1 )=0, pode-se recorrer a 

metodologia apresentado, obtendo-se respectivamente as expressões 

Y<x>=1, 1811-0,0476x+0,2601x2-0,7424x3+0,4370x4-o,08821x5 

e 

As funções assIm obtIdas descrevem as curvas características da 

máquina sem alterar os propriedades do ponto nominal, mantendo-o na coordenado 
x=1. Esta condição é Importante quando estas funções sõo usadas na solução dos 
sistemas de equações diferenciais dos modelos numéricos, usados para simular 
os trans i entes h i dráu I i c os em estações e I eva tór i as . E v i den temente . a 
metodologia apresento~a também é multo útil em um grande número de casos nos 
quais a fixação efetiva de condições de contorno é importante. 
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