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Capitulo 1

Sistemas Mecanicos

Translacionais

1.1 Conceitos basicos

Sistemas mecéanicos translacionais movem-se ao longo de uma linha reta.
Elsses sistemas consistem principalmente em trés elementos basicos: massa,
mola e amortecedor.

As leis fundamentais foram propostas por Newton (1687):

1) Um corpo permanece em repouso ou em movimento com velocidade
constante em linha reta, exceto na medida em que é atuado por uma

forca.

2) Em qualquer instante de tempo, a forga resultante em um corpo é

igual & aceleragao do corpo multiplicada pela sua massa.

3) Se dois corpos exercem forgas um sobre o outro, essas forcas tém a

mesma magnitude, mas direcoes opostas.
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A seguir suporemos que a superficie da Terra é um referencial inercial.
Os deslocamentos em metros serao sempre medidos com relagao a pontos

fixos na Terra, Figura 1.1.

\ 4

Figura 1.1: Um valor = 1 no eixo horizontal indica um deslocamento de

1 metro em relacao a reta horizontal que esta fixa na Terra.

Na mecéanica a variavel independente (da nossa escolha) é o tempo ¢

medido em segundos. As velocidades v := & := ‘fl—“t’ sao medidas em metros
~ . . 2 ~ .
por segundo e as aceleragoes v = % == ‘fle sao medidas em metros por
segundo ao quadrado.
Pela segunda lei de Newton:
moy = F

onde:

e A massa m, medida em quilogramas, é uma propriedade do corpo

que nao depende do tempo.

e [ é a forca medida em quilograma vezes metro por segundo ao

quadrado (unidade denominada Newton).

As grandezas da mecéanica sao: tempo, comprimento e massa. Todas as
unidades da mecanica, por exemplo Newton, podem ser escritas em funcao

dessas.



CAPITULO 1. SISTEMAS MECANICOS TRANSLACIONAIS 3

Empiricamente, observa-se que muitas forgas (gravitacional, de atrito
viscoso, etc) dependem apenas da posicao e velocidade. Portanto a segunda
lei de Newton da origem a equacao de Newton:

r =0

¥=—F(z,z) ou
m b = LF(z,v)

m
Da teoria das equagoes diferenciais as condigoes iniciais x(0), v(0)
determinam o movimento do sistema por meio da lei de Newton.
As posicoes e velocidades dos diversos pontos materiais de um
sistema mecanico sao as variaveis de estado do sistema. Dados
os seus valores iniciais, é possivel determinar o movimento ou

dinAmica do sistema.

1.2 Elementos 1dealizados de um sistema me-
CAnico

1.2.1 Massa

. . L 2
A massa ¢ a propriedade de um corpo que armazena energia cinética: m<

(medida em Joules:= Newton vezes metro). Se um objeto aplica uma forga
em um corpo de massa m, entao o objeto sofre uma for¢a oposta (terceira

lei). A massa ideal é indeformavel.

1.2.2 Mola, Figura 1.2

A mola de constante elastica k é um elemento que armazena energia de

deformacao, definida por k%. Se um objeto exerce uma forca na mola

k, entao a mola exerce uma forca oposta no objeto de mesma intensidade.
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Essa forga oposta é proporcional ao deslocamento da mola F = kAx. A
mola ideal nao possui inércia, portanto, a forca resultante em uma mola

sempre é nula.

Figura 1.2: A deformacao da mola é Ax = z9 — x1. A forca que age na
mola, F' = k(zy—x1) = kAz, pode tensionar a mola Az > 0 ou comprimir

a mola Az < 0.

1.2.3 Amortecedor, Figura 1.3

O amortecedor é um elemento que dissipa energia. A poténcia (energia por
unidade de tempo Watt=Joule/segundo) dissipada por um amortecedor
¢ b(Av)?, onde b é o coeficiente de amortecimento viscoso. Se um objeto
exerce uma for¢a no amortecedor, entao o amortecedor exerce uma forca
oposta no objeto de mesma intensidade. Essa for¢a oposta ¢ proporcional
a velocidade F' = bAv. O amortecedor ideal nao possui inércia, portanto

a forca resultante em um amortecedor sempre é nula.

F < S F

N 7

T Wi,

Figura 1.3: A taxa de deformacao do amortecedor é Av = &9 — 1. A
forga que age no amortecedor, F' = b(i9 — 1) = bAwv, pode estendé-lo

Av > 0 ou encurté-lo Av < 0.
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1.3 Exemplos de Sistemas Mecanicos

1.3.1 Molas em série

/]

/7

; k1 ko

A/ NN s
/ > >

/ X1 2

Figura 1.4: O sistema pode ser trocado pela mola equivalente xok., = F

_ (1 1\ _ kik
Onde keq - <k1 + k’g) i k1—|—]€2

1.3.2 Molas em paralelo

2_/\/\/\_

7 —>r
/] N\

/ ko ‘9

T

Figura 1.5: O sistema pode ser trocado pela mola equivalente zk., = I

onde keq =k + ko
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1.3.3 Oscilador Harmonico Amortecido e Forgcado

TF
n |
k b
Figura 1.6: A equacao de movimento é m& = —kx — bx + F.

1.3.4 Ogata 5" ed. pg. 66

7
Massless cart ulfA

Yyvy

m
|
b
@) @)
() O

Figura 1.7: A equagao de movimento é mij = —k(y —u) — b(y — ). O

deslocamento u(t) é prescrito.

1.4 Forma Candnica das Equacoes

Sejam:
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L1

x=|: variaveis de estado (posigoes e velocidades),
Ln
Uy

u=| : variaveis de entradas (forgas, deslocamentos prescritos, etc),
Uy
G

y=1: variaveis de saida (quantidades medidas ou interessantes).
Ym

A forma canodnica das equacoes é:

x = Ax + Bu

y = Cx + Du

Onde as dimensoes das matrizes sao:

A E R’I’LXTL) B E RTLXT’) C E RTHXTL) D E Rmxr

1.5 Exemplos

1.5.1 Oscilador harmonico na Figura 1.6

Para nao confundir o vetor de estados x com a variavel de deslocamento,

2 introduzimos uma nova notacao:

m§ = —kq — bg — F(t)
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Definimos:
q = x1 variaveis de estado

q = T2
F = u; entrada
g =1y saida
Supondo que estejamos interessados na posigao ¢ (saida) e a entrada seja

a forca F', obtemos as equagoes na forma canodnica:

1 0 1 1 0

. k
i) ) T2

1.5.2 Sistema na Figura 1.7

Novamente, reescrevemos as equagoes usando uma nova notacao:

= (g )~ (i)

Estamos interessados na posicao ¢ (saida). A entrada é u, como representa-
la na forma canoénica?

Fazendo
I =4dq

-IQZQ_BU)

onde 3 é uma constante a ser determinada, temos

T1=q= w2+ Pu

k b k b
i kg i (22 5):
m m m m
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Como queremos escrever as equacoes do sistema apenas como funcao

da entrada u, e nao de sua derivada u, impomos:

b : k b kb
f=—=by=——u——n+|———0F)|u
m m m m m
ou seja:
iy 0 1 1 =
: - k b + k b? Y
T2 “m Tm/) \"? m T m?



Capitulo 2

Sistemas Elétricos e

Analogias

2.1 Histoérico

1. Electricus = como &mbar = latinizacao da elektron (grego) = ambar.

(William Gilbert, 1600)
2. Datas:
e Antiguidade: carregamento eletrostatico do ambar por esfre-
gamento, peixe elétrico e imas naturais.
e 1785: Lei de Coulomb da atracao eletrostatica.
e 1799: Alessandro Volta, bateria.
e 1813: Gauss, campo eletrostatico.
e 1820: Oersted (dinamarqués), corrente elétrica deflete bussola.

e 1823: Faraday, campo magnético variavel cria campo elétrico.
e 1861-1862: Leis de Maxwell.

10



CAPITULO 2. SISTEMAS ELETRICOS E ANALOGIAS 11
2.2 Conceltos basicos

Aqui, por sistema elétrico (ou circuito elétrico) entenderemos uma ligagao
de elementos elétricos passivos: resistores, indutores, capacitores; e ativos:
baterias e fontes de tensao alternada.

Variaveis de estado:

q = carga
q

[ = — = corrente
dt

Unidades:

e Carga — Coulomb = 6.24 x 108 elétrons (C). A forca entre duas
cargas elétricas pontuais de 1 C' separadas por um metro =~ 900
mil toneladas-for¢a! Geralmente, usa-se microcoulomb (uC) ou

nanocoulomb (nC).

o Corrente — Ampére — £ (A). Uma corrente elétrica ¢ um fluxo

de particulas carregadas, como elétrons ou fons, movendo-se através
de um condutor elétrico ou no espaco. A direcao convencional da

corrente ¢ definida como a diregao em que as cargas positivas fluem.

e Obs: A corrente % ¢ a unidade fundamental da eletricidade (e nao

a carga ¢), pois ¢ mais facil de medir (Oersted).

2.3 Lei de Faraday e “Voltagem”

O campo elétrico E(x) := F/q é definido como a razao entre forca elétrica
F, que age em uma carga ¢q estacionada no ponto x, dividida pela carga.

O campo magnético B é definido usando forcas magnéticas.
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Lei de Faraday da indugao eletromagnética, Figura 2.1:

j{E dl = —%/B -da (Faraday)

Figura 2.1: A integral de linha do camplo elétrico E ao longo de um circulo
na figura é igual a integral de —B - n sobre uma superficie cujo bordo é o

circulo, n é a normal a superficie .

Em um campo magnético estatico  E-dl =0 e

V(x) - V(xo) = — /XE dl (2.1)

o

independe da curva que liga o ponto X, a x. Suponha que o ponto x, esta
fixo na superficie da Terral. Neste caso, V(x) é uma funcao da variavel x
chamado de potencial eletrostatico (com referéncia a Terra).

Note: se ha campos magnéticos variaveis, entao V' (x) na equagao (2.1)
depende do caminho que liga x, a x.

Se multiplicarmos a equagao (2.1) dos dois lados por ¢, obtemos

qV(X)—qV(xo):—/XqE-dI:—/xF-dl, (2.2)

o (o}

que ¢ igual ao trabalho, ou energia, para levar a carga de x, até x.

1O campo elétrico na superficie da Terra pode ser assumido como nulo, de outro modo haveria
movimento de cargas elétricas sob a Terra. Portanto, para quaisquer dois pontos X, e X, na superficie
da Terra V(x,) = V(x}). Ou seja, a superficie da Terra ¢ conveniente como referéncia para o célculo

do potencial eletrostatico.
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Sinal. F = ¢E(x) ¢ a for¢a na carga devida ao campo elétrico E.
Suponha que a carga esta em repouso, pois esta segura por algum dispositivo
mecanico. Entao, a forca que o dispositivo mecéanico exerce na carga é

—qE(x). Caso a carga se mova lentamente, sem aceleragao, entre x, e
To — T
o dispositivo mecanico realizara sobre a carga um trabalho igual a
V(x) — V(xo).

Se V(x) > V(xo), o dispositivo mecénico realiza trabalho sobre a
carga.

Se V(x) < V(xo), a carga realiza trabalho sobre o dispositivo mecénico.

Na teoria de circuitos elétricos, onde usam-se elementos idealizados (ca-
pacitores, resistores e indutores), os efeitos de campos magnéticos variaveis
produzidos pelo circuito sao devidamente contidos em cada elemento. Sob
essas suposicoes, o campo elétrico na regiao externa a cada componente
satisfaz f E - dl = 0, e as “Voltagens” ou tensoes entre os noés a e¢ b do
circuito estao bem definidas por

rp
AV = V(b) — Vi(a) :—/ E.de
ra

desde que o caminho de integracao nao passe pelo interior de nenhum
componente. Esta integral, com o caminho de integracao sendo ao longo

dos fios de teste, € o que um voltimetro realmente medira.

Unidade de tensao: Volt = % = Variagao de energia por unidade

kgm?
s2C

de carga = Joules/Coulomb =
Obs: A energia conecta a eletricidade a mecéanica e a outras areas da

fisica, como por exemplo a termodinamica.
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2.4 Elementos passivos de um circuito

e Capacitor

q
V==L
C

C' = Capacitancia (Farad) = Coulomb/Volt

E
a b
+ _
.

Figura 2.2: Capacitor: V(b) — V(a) = — ffE -dl < 0. Se os extremos
a e b forem conectados, as cargas positivas fluirao de a para b. As duas
placas do capacitor estao isoladas. As cargas nao podem ir de uma para
outra por dentro do capacitor. A flexa curva indica a direcao em que o
potencial elétrico cresce: V' =V (a) — V(b). Este ¢ o V que aparece na lei

do capacitor V = ¢/C.

e Resistor

V =RI
R = Resisténcia (Ohm) = Volt/Ampére
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>

~

>

Figura 2.3: Resistor: V(b) — V(a) = — fabE +dl<0=V(a) >V(b). A
corrente de cargas positivas flui de a para b. A flexa curva indica a direcao
em que o potencial elétrico cresce: V = V(a) — V(b). Este é o V que
aparece na lei de Ohm V = RI.

e Indutor

V:LI':Lﬂ
dt

L = Indutancia (Henry) = Volt segundo /Ampére
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_ Magnetic
ki/ 3 N ﬁe|d less inductance more inductance
7 7‘ ‘}v\‘)‘} \‘)Y ‘Q‘) \
; '*"‘Hﬂ ti
Cur ent yull I l

- > ol ‘
b V /

&—E “F502B>0
Figura 2.4: Indutor. A corrente I de cargas positivas flui de a para b. Se
I >0, entdo B > 0, onde o campo magnético estd indicado em azul claro.
Considere um circuito que vai de a até b por dentro do fio e de b até a
por fora do fio. Dentro do fio £ = 0, pois o fio é suposto sem resisténcia
e qualquer V' # 0 causaria uma corrente infinita. Fora do fio, o campo
elétrico tem que ter a orientacao como na figura acima, devido a lei de
Faraday como mostrada na Figura 2.1. Como fora do indutor (ideal) nao
h& campo magnético, para qualquer caminho que liga a a b fora do fio:
V(b) —V(a) = — fab E - dl < 0. A flecha curva indica a diregao em que o
potencial elétrico cresce e V' := V' (a) — V(b). Este ¢ o V' que aparece na

lei de indugdo V = LI.

¢ Resumo dos sinais em elementos passivos de um circuito

e ] Il ]

— — —

R v, C— |v. L Vv

Figura 2.5: Retirado de https://www.khanacademy.org/science/electrical-
engineering /ee-circuit-analysis-topic/circuit-elements/a/ee-ideal-circuit-

elements
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2.5 Elementos ativos de um circuito

e Bateria: Uma bateria ideal € um componente elétrico que fornece
uma diferenga de potencial elétrico constante (uma tensao fixa) em

seus terminais.

Figura 2.6: Baterial ideal: V' (a) — V' (b) = V constante independentemente
da corrente que passa pela bateria. A corrente de cargas positivas sai de a
e entra em b. No caso de baterias recarregéveis, a corrente pode sair de b

e entrar em a.

e Gerador ou fonte de tensao variavel: Uma fonte de tensao
variavel ideal, gera uma tensao conhecida V' (t) como uma fungao do
tempo, independentemente da corrente extraida pelos componentes
conectados aos seus terminais. Ver “The Feynman Lectures on

Physics” vol. 2, paragrafo 22.2.
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Figura 2.7: Fonte de tensao variavel: V(a) — V(b) = V, onde V(t)
pode ser qualquer funcao, geralmente periddica no tempo. Tipicamente,
V(t) = Asin(wt), onde A é uma amplitude e w a frequéncia angular da
tens@o. A rede elétrica em Sao Paulo usa A = 110 Volts (ou 220 V) e a

frequéncia de 60 Hertz (ciclos por segundo), que corresponde a frequéncia

rad

angular w = 60 x 27 ot

2.6 Equacoes diferenciais para um circuito

elétrico

Leis basicas de Kirchhoft:
1) A soma das correntes em um né é nula (conservagao da carga).

2) A variacao da tensao (voltagem) em qualquer lago fechado é nula,
decorréncia da lei da inducao eletromagnética de Fraraday e da
hipétese de nao haver campo magnético fora dos elementos idealizados

(ver “The Feynman Lectures on Physics” vol. 2 capitulo 22).



CAPITULO 2. SISTEMAS ELETRICOS E ANALOGIAS 19

2.6.1 Exemplo 1, Figura 2.8

- R I o
)
. - e
VR T Ug

Figura 2.8: Suponha que v;(t) é dada e que a saida é v.(t). Note a
corrente ¢ a mesma em todos os elementos. Da segunda lei de Kichhoftf:
V. + v, + v; = v;. Substituindo as leis de cada elemento e usando I = ¢,

obtemos: Lj+ Rq + %q = ;.

As equacoes do sistema sao iguais as obtidas para o oscilador harménico
amortecido apos as identificacoes: L —m, R — b, k — C 1 ev; = F. As
equagoes na forma candnica sao obtidas fazendo: x1 = q, x9 = ¢ (variaveis

de estado), y; = v, = q/C = C~lz; (saida), u; = v; (entrada).

Logo,
T 0 1 1 0 1 1
= u jr— =
p TR B U B W R (& 0) .
2 LC L 2 L ?F’ 2
1x2
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2.6.2 Exemplo 2, Figura 2.9

current /i I3
—> Vo e

Vi : V3
. inductor
resistor
Vi
voltage /+ : li4
C) —— capacitor
source “s
Ve ¢ Va4
< Vs - ’?
) I .
= ; °  terminal

Figura 2.9: Primeira lei de Kirchhoft: iy = 41 — i3, 14 = i3, i5 = 13,
16 = 13 + 1o = i1. Todas as correntes ficam determinadas por i; = ¢y
e i3 = ¢3. A tensao v;(t) = v — vg é dada (entrada). vg é o potencial
da Terra e pode ser assumido como zero ou nao. Da segunda lei de
Kirchhoff aplicada ao primeiro lago: (v1 — v9) + (v2 — v5) + (v6 — v5) = v;.
Usando as leis dos elementos, obtemos Rii; + C gy + Rgig = v; ou
(R1+ Rg)g1 + C g1 — q3) = v;. Da segunda lei de Kirchhoff aplicada ao
laco externo: (v; —vg) + (va — v3) + (v3 — v4) + (V4 — v5) + (V5 — v6) = v;.
Usando as leis dos elementos, obtemos R4 + Lis+ Ryis+ Ryis + Reig = v;

ou (R1 + R6)CJ1 + (R4 + R5)Q3 + LG = v;.

Para escrever as equacoes na forma canodnica, faremos: 1 = ¢q, 9 = @3,
r3=¢3, Uy =v; er:= R+ Rg, r0 := Ry + Rs. Asaidaéy; =v4—vg =
(v4 — v5) + (v5 — v6) = Rsis + Reig = Rsqs + Redr.

Com isso, obtemos

L

. 1 1
T —Tlc Tl_C 0 I E I
To | = 0 1 ro | F1 O w1, wm= (RG Rs 0) )
. r r 1
XT3 —fl —f 0 x3 i 3
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2.6.3 Exemplo 3: bateria real (Figura 2.10)

Figura 2.10: Uma bateria real pode ser modelada como uma baterial ideal,
Vs na figura (S representa “source’=fonte), mais uma resisténcia interna,
Rg. Na figura, Ry, reresenta uma carga (“load”) resistiva. A voltagem V7, é

aquela que efetivamente é aplicada a carga.

Aplicando as leis de Kirchhoff ao circuito na Figura 2.10 2, chegamos a:

J
 Rs+ Ry
A poténcia dissipada no elemento resistivo é
V2R,
PL=Vil=RI*=-—""—
L L L (Rs + R.)?

Teorema 2.1. Se a voltagem Vs e a resistividade interna Rg da bateria sao
dadas e constantes, entao a transferéncia mdxima de poténcia da bateria
para a carga ocorre quando a resisténcia da carga € igual a resisténcia

interna da bateria: Rp = Ryg.

Para provar basta mostrar que a funcao P tem um maximo quando
RL = RS.

2By Cjp24 - Own work based on: Source and load circuit.png by Omegatron, CC BY-SA 4.0,

https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=57112455
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A eficiéncia é a razao entre a poténcia Py, = VI dissipada pela carga

Ry, e a poténcia total dissipada pelo circuito Pp = (Vs + V1):
PL o RL[2 RL

Pr (Rs+ R;)I>  (Rs+ Ry)

eficiéncia =

Se Rg = 0, entao a eficiéncia é maxima, igual a 1. Isso ocorre pois
toda a energia retirada da bateria ¢ usada pela carga. Nao hé dissipagao
de energia na bateria.

Se Rg > 0 esta fixa, entao quanto maior a resisténcia da carga maior a
eficiéncia. No entanto a poténcia dissipada pela carga é cada vez menor
pois a corrente no circuito é cada vez menor.

Se Rg = Ry, a poténcia dissipada pela carga ¢ maxima e a eficiéncia ¢é
50%. Metade da poténcia ¢ dissipada pela carga e a outra metade pela
bateria.

Algo analogo vale para circuitos de corrente alternada.

2.7 Analogias

Vimos que sistemas mecéanicos translacionais e sistemas elétricos conduzem
a equacoes diferenciais da mesma forma. Ha de fato mais de uma analogia
entre sistemas elétricos e mecanicos, seguiremos uma atribuida a Maxwell
(ver Busch-Vishniac, Ilene J. Electromechanical sensors and actuators;
Springer, 1998, capitulo 2).

Chamamos de variaveis conjugadas de poténcia duas variaveis que,
quando multiplicadas, produzem a poténcia. Essa definicao permite um
grande nimero de escolhas de conjuntos de variaveis, mas é tradicional
escolher aquelas variaveis mais facilmente medidas. Por exemplo, em

sistemas mecanicos translacionais, poderiamos usar forca e velocidade, ou
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a taxa de variacao da forga e o deslocamento. O primeiro par ¢ a escolha

padrao. As variaveis conjugadas de poténcia padrao estao listadas abaixo:

Mecéanico: forca, F', e velocidade, v.

Rotacional: torque, 7, e velocidade angular, w.

Elétrico: tensao, V', e corrente, I.

Fluido: pressao, P, e taxa de fluxo volumétrico, Q).

Térmico: Temperatura, T, e taxa de variagao de entropia, D.S/dt.

Variaveis de estado Hamiltonianas sao aquelas que, quando diferencia-
das produzem as variaveis conjugadas de poténcia. No caso da mecanica:
p=F ez =wv,onde p=mv. O momento linear p = mwv e a posicao x
podem ser tomadas como variaveis de estado (nos exemplos escolhemos a
velocidade, que é proporcional ao momento, como variavel de estado).

As variaveis conjugadas de poténcia podem ser classificadas como:

o ' 7, V, PeT sao variaveis de esforco.

e v, w, I, Qe S (entropia) sao variaveis de fluxo.

O produto de uma variavel de esforco vezes a sua variavel conjugada
Hamiltoniana é uma forma de energia. A lei da conservacao da energia
diz que a energia pode transmutar de uma forma a outra, mas deve ser

conservada, ou seja:
FAxz + 760 + VAq+ PAvol + TAS = constante

onde: x é deslocamento, 6 é angulo, vol é volume, ¢ é carga e S é entropia.



Capitulo 3

Pontos de Equilibrio e

Linearizacao

3.1 Exemplo: Equacoes Predador-Presa
1. Considere o sistema de Lotka-Volterra:

11 = x1(a — bxs) (3.1)
i‘Q = .TQ(—C—i-dlUl) <32)

onde: a > 0 (taxa de natalidade da presa), b > 0 (taxa de predagao),
¢ > 0 (taxa de mortalidade da presa), d > 0 (taxa de natalidade do

predador) sao constantes positivas. As variaveis de estado sao:

e 1 densidade de presas,

e 15 densidade de predadores.

2. Os equilibrios da equacao sao os pontos onde o campo de velocidades

24
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se anula:

0=ty =z1(a—bxry) = z1=00um=

Sl s

0=1d9 =a9(—c+dry) = wx3=0o0ux; =-—

Ll O

= Ha 2 pontos de equilibrio:

(3317332) = (0,0) (& (33'1,562) = (ﬂ_fl,fg)

IS

onde 1 = S e Tz = 3.

(=

25

3.2 Linearizacao em um Ponto de Equlibrio

1. Para linearizarmos a equagao no ponto de equilibrio (%1, Z), fazemos

uma mudanca de variaveis:

r =21+ 0

To = Tg + 09

e depois desprezamos todos os termos em 01 e d9 que nao sejam os

lineares, pois supomos que |d1] e |d2| sao pequenos (logo 67 e 05 sao

despreziveis).
Obtemos:

i1 =71+ 61 = (1 + 01)(a — b(Tg + 09))
To = fz + 09 = (fg + 52)(—0 + d(i’l + (51))

Ou:
51 = 531(& — bfg) + (CL — bfg)él — 71bdy + . ..

52 = i‘g(—c + dfl) + (—C + d(f‘l)(gg + Zoddy + ...
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Desprezando os termos de ordem 67 + 3, temos:

. be

5, = 06, — 552

: d

Gy = %51 100,
o\ [0 =&\ [é&
02 w &

2. Se na equacdo acima (3.1) fizermos a = b = ¢ = d = 1, o equilibrio
nao trivial fica: 7p = § =1e Ty = § = 1. A linearizacao em

(fl,fg) = (1, 1) fica:

51 0 —1 51

0 1 0/ \d
3.3 Equilibrios e Linearizacao
1. Em geral, considere o sequinte sistema de equagoes diferenciais

T = fi(xr, ..., z,)

Ty = fo(x1, ... 2p)

ou, abreviadamente, a equacao diferencial:

x = f(x)

2. Os equilibrios s@o as solugoes de x = 0 = f(x), ou seja,

f(%) =0
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ou ainda

fo(Z1,. .., Tp) =0

\

3. Para obter a linearizacao em X fazemos x = X 4+ §. Apos substituir

na equacao, desprezamos termos de ordem |d]? e obtemos:

5 = Df(x)é
onde
. (%) 2(a) ... %))
! b2 (% f (=
6 = e Df(x)= 0, (%) o ()
O ‘ S
\L@ .. )

¢ a matriz n X n com coeficientes constantes.

3.4 Exemplo: A dinamica da hiperinflacao.

Considere o seguinte modelo para a inflacao’:
m=f—mnm
7=—k+ Blnm+yw

onde:
e m = é a quantidade real de moeda.

e f =déficit publico real.

Ver: Barbosa, Fernando de Holanda, Waldyr Muniz Oliva, and Elvia Mureb Sallum. "A dinamica
da hiperinflagao."Brazilian Journal of Political Economy 13.1 (1993): 3-23.
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e 71 =taxa de inflacao.

e k, B e~ sao parametros positivos associados a taxa desejada de
aumento de salarios, ao atraso no ajuste dos salarios, a taxa de

inflacdo esperada entre outros (ver referéncia 1).

3.4.1 Pontos de equilibrio

Fazendo-se m = 0 e ™ = 0 nas equacoes, obtém-se os valores de equilibrio

de m através da solucao da seguinte equacao:

v

g(m) = ﬁlnerE

Exercicio: Mostre que condi¢ao necessaria e suficiente para que exis-

tam dois valores de equilibrio é (ver Figura 3.1):

k>5<1—|—lng)

a(m)

Figura 3.1: Gréfico da fungao g(m) com dois pontos de equilibrio A e B.



Capitulo 4

Auto-Valores Complexos.

4.1 Equacoes Lineares com Coeficientes Cons-

tantes

Considere a equacao

il 0 —1 T

1"2 1 0 i)

Tentemos uma solucao da forma

A

A A 1 )
x =xe", onde x= ¢ constante no tempo.

A~

)
Xx=xAeM = AxeM 2 M =Ax & (M - A)x =0

Note que (A — A)x = 0 sempre possui a solucao trivial x = 0. Se
det(A — A) # 0, esta é a tnica solugao.
Existe x solu¢ao nao trivial de (Al — A)x = 0 se, e somente se, \ é

raiz de det(Al — A) = 0.

29
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4.2 Polinémio Caracteristico
O polinémio caracteristico de A é

P(X) :=det(A — A)

Para cada raiz de P(\) = 0, existe solu¢ao da forma x(t) = xe
x # 0 para a equagao x = Ax.

Para a equacao da secao 4.1

0 —1
A:
1 0
Al )
P(X\) = det(A — A) = det =\ +1

—1 A
PN =0=XN+1=0= =i

A equacao
(M —-A)x=0
para A =1 fica
(] 1 i‘l 0
—1 1 i’g 0

1T1 + 22 =0
= (equagoes equivalentes)
—21 + 122 =0

= 9 = —127
Se 1 = 1, entao 9 = —i, e temos a solucao complexa
21 (t) _ 1 eit
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Figura 4.1: Representacio polar de z: z = r(cos + isin ) = re?

4.3 Foérmula de Euler

2t
COStzl—E—FE—
AN X
Slnt:1—§—{—5—
02 03 04
0_ — — — * o o
e —1+0+2!+3!+4!+
. 2 B ¢
/Lt_ '———'— — o o o
e’ =1+t 5 23!+4!+

2t , t3
:<1—5+Z—--->+z(t—§+---)

=cost +1sint

" = cost +isint| (Euler)

e Representacao polar

z=x4+1y onde x=rcosf, y=rsinf

e Nimeros complexos somam como vetores

21 =X +1y1, 22=Ty+ iy = 21 + 20 = (x1 + x2) +i(y1 + y2)
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e Multiplicacao de ntimeros complexos

i’ =1 = 2z = (2+iy) (e tiys) = (2129 —y1ye) +i(T1y2+Toy1)

ou
2 =11, 2y =1 = 2129 = ryre’ B0
e z ¢ dilatado pelo fator ry = |z,|
=
e 2, é rodado do angulo 6,
Geometricamente
2122
2172
<1
0y
%1

z1(t 1 1
1) = e = (cost +isint)
2o(t) —i —i
cost +isint x(t)
sint —icost y(t)

Note:

2(t)=Az= 1+ iy = Az +iy) = Az + i Ay

Dois niimeros complexos sao iguais se, e somente se, suas partes reais sao

iguais e suas partes imaginarias sao iguais.
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Logo temos duas solucoes reais

T =Ax, y=Ay

cost sint
z(t)=| , y(t) =
sint —cost
Como a equacao é
i’l = —XT9, iQ = I

é facil verificar por diferenciagao que x e y sao solugoes.

4.5 Conclusao

Seja © = Ax com x € R" e A uma matriz real n X n.
Se 2(t) = 2eM onde 2 = & + i € C" ¢ autovetor de Ae A€ C éo

autovalor associado, entao
Re{(Z + i9)eM} e Im{(&+ig)e}

sao solucoes reais de & = Awx.

4.6 Exemplo

T1 = —VT1 —WTy, To9=—Vrs+wr; com v>0 w>0
) . [&
z = zeAt, Z =
29
A2 = —VZ — Wiy
Z=Az=>
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A+v w 21 0
—w AtV Z9 0

P(A) = (A +v)? +w? = N4+ 20A + 17 + o

2wt A — A+ w?)

A= = —v+iw
2
Se A = —v + iw, entao:
()\+V)21—|—w22 =0= 1wz +twzy =0= 29 = —12;
Impondo 2z; = 1, temos 2y = —i.
5 A 1 (—v+iw)t 1 —vt .
z(t) = ze™ = e = | e (cos(wt) + isin(wt))
—1 —1

i [ cos(wt) +isin(wt)
e
— sin(wt) + i cos(wt)

Exercicio: Esboce o grafico das solugoes.



Capitulo 5

Exponencial de Matrizes

5.1 Motivacao
1. Considere o sistema linear
t=Ar com AeR" ez ecR"

Dada uma condigao inicial z(0), queremos encontrar a solugao.

2. Método de Euler (aproximado)
z(t+ h) — x(t)

~ @ (t) = Ax(t)

= x(t+h) =2x(t) + hAz(t) = (I + hA)z(t)

onde [ é a matriz identidade.

3. Dado z(0) e T"> 0
z(h) = (I + hA)z(0)

©(2h) = (I + hA)z(h) = (I + hA)* 2(0)

35
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2(Nh) = (I + hA)N 2(0) = ﬂTy:(L+%A>Nam

Aproximacao do método de Euler com h = L

1 n
e = lim (1 + —)
n—00 n

' t m . 1 tn . 1 nqt .
Iim 1+ — = lim [ 1+ — = |lm {1+ — =e
m—00 m n—00 n n—00 n

5. Da mesma forma que se prova a convergéncia e equivaléncia do limite

=

4. Numero de Fuler

, t\" 23 ;
lm(1+—-) =1+t+—+—=+4+---=c¢€
n—00 n 21 3!

Mostra-se para N — oo em (3) que vale

AT TA
2l 3!

Il
Q]

7 \¥
z(T) = lim (1+NA> =1 +TA+

N—o0

5.2 Teorema (Forma Canoénica de Jordan)

(ver Elon Lages Lima, Algebra Linear)

1. Seja P(\) = det(A —A) o polindomio caracteristicode A e Ay, ..., Ay,
as suas raizes com m < n.
Existe uma matriz M, possivelmente complexa, tal que

(4, 0 - 0)

B 0 Ay --- 0
M 7AM = ‘ ‘ _ comm</{<n

\0 o --.- Ae)
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onde cada bloco A; possui a forma

0)

(% 1 0
0 A\ 1 0
Aj=10 0 X -+ 0| =N +Ny
A |
\0 0 0 - X

onde I, ¢ a matriz identidade de dimensao k; e

(010--~ 0\

001 - 0
N,,=1000 - 0
1

\000--- 0)

¢ uma matriz de dimensao k; x k;.

e A multiplicidade algébrica de um autovalor A; de A, ¢ a multi-
plicidade da raiz de P(A\) = 0. Ela é o numero de vezes que A

aparece na diagonal da matriz na forma candnica de Jordan.

e Mais de um bloco de Jordan pode estar associado ao mesmo

autovalor.

e A multiplicidade geométrica de um autovalor A; ¢ a dimensao
do espaco dos autovetores v de \;, ou seja a dimensao do nicleo
de \;I — A, e ¢ também o ntimero de blocos de Jordan que

correspondem a A;.

e Se )\, é raiz simples de P(\) = 0, entao seu bloco de Jordan é

simplesmente unidimensional.
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2. Exemplos:

10
A= PN =MN-12=0
0 1

A = 1 = multiplicidade algébrica = multiplicidade geométrica

= 2.

A matriz ja esta na sua forma candnica de Jordan.

11 A )
A= P(\) = det (AT — A) = det = (A-1)
01 0 A-1

A = 1 = multiplicidade algébrica 2

multiplicidade geométrica

11 U1 U1
= = vit+ve=v;=>v=>0
01 V9 (%)

Logo, todo autovetor é multiplo de

= multiplicidade geométrica 1
0

0 -1 , _
A= PA)=XN+1=0 = X=di
1 0

Forma canoénica de Jordan

0 —
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3. A matriz N & dita nilpotente de ordem R se N =0e NE-1 £0.

01 01} (00
00 00 00
N = ¢ nilpotente de ordem 2.
010 010 010 001
N=l1001|=]001 001]=1000
000 000 000 000

¢ nilpotente de ordem 3.

4. Cada bloco de Jordan é a soma
(314 )
onde N ¢é nilpotente de ordem k;

(010 - 0

0o01---0

000 -+ 1

000 0f

5.3 Forma Canoénica de Jordan Exponencial

de Matriz

Seja * = Ax e x = My, onde M é invertivel. Na nova variavel y a equacao

fica:

&= My=Ar =AMy =y =M 'AMy
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Se M é a matriz que transforma A na forma canoénica de Jordan, entao

(y'l\ (A1 0 0 0\ /yl\
T 0 A, ... 0 y?
0

) oo o)y

onde y/ € R¥.
Para resolver o sistema y = M~ AMy, basta resolvé-lo em cada um

dos blocos de Jordan.

e Se o bloco de Jordan tem dimensao 1, o que ocorre para autovalores
simples, entao
. . . i
¥ =Ny =y () = My’ (0)

Note \; pode ser real ou complexo.

e Se o bloco de Jordan tem dimensao 2
7 10 01 vl
il 0 1 00 )
e a solucao é

y () = eN Ty (0)

e Teorema: Se duas matrizes A e B comutam, AB = BA, entao

B = eAeB (

se A, B sao 1 x 1, esta é a propriedade usual).
Note: se AB # BA, eAB +£ edeB

e Como I comuta com qualquer matriz, temos

Y (t) = eV ey (0)
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onde
At
it 0
Mt | €
O e)\jt
e
N2t2 N33 10 0t
eNt:]+Nt+ ' + ' + ... = +
pois N ¢ nilpotente de ordem 2.
1t
Nt
01
Logo
A\ (e 0\ (1) (4o
(1) 0 ¥ ] \0 1] \1(0)

ul(t) = " (41(0) + ty(0))
:> . .
yi(t) = M'y(0)

e Se o bloco de Jordan tem dimensao 3, entao:

010 1 00 010 2001

t
exp [t]0 0 1 2010+t001+5000
000 001 000 000

e Para blocos de Jordan de dimensao maior que 3 o calculo é seme-

lhante.
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e Como z(t) = My(t) e y(t) = eM AMiy(0), temos y(0) = M~'z(0)

z(t) = MM AME=14(0)
Mas MeM ™ "AMt N =1 — \f ([ + M TAMt + w + - ) M~

242

_ At

=1+ At +

= z(t) = eM2(0) como esperado.

e Com isso concluimos que cada componente de uma solugao x(t) é
da forma de uma soma de exponenciais (possivelmente complexas)
multiplicadas por polindmios em ¢. Se todos os autovalores de A sao

simples, s6 aparecem as exponenciais.



Capitulo 6

Estabilidade de ponto de

equilibrio.

6.1 Estabilidade de Liapunov.

1) Considere a EDO & = f(x), onde x € R". Suponha que Z é um
equilibrio, ou seja, f(z) = 0.
Dizemos que T ¢é estavel no sentido de Liapunov se, dado um € > 0 qualquer,

existe um 0 > 0 tal que:

|x(0) —Z|| <0 = ||z(t) — Z|| < e paratodot > 0.

2) Dizemos que o equilibrio é assintoticamente estavel se existir § > 0

tal que:
para todo x(0) tal que ||z(0) —Z|| < § = tlim z(t)=z. (6.1
—00
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6.2 Limitacao dada pela parte linear

Teorema (Veja Figueiredo e Neves, Teorema 7.3): Seja « tal que a > Re
para todo autovalor A da matriz A. Entao, existe uma constante M tal

que, para toda a solucao de z = Ax, vale:

lz@®)] < Me™||z(0)]]-

Prova: Simples no caso em que todos os autovalores sao simples. Basta
diagonalizar a matriz A. Veja Figueiredo e Neves (copia fornecida na aula
passada) para o caso geral.

Corolario: Se Re\ < 0 para todo autovalor A de A, entao, para todo

0 < e < min{—Re A}, existe M(¢) > 0 tal que:

()] < Me™[z(0)]]

para toda solucao de © = Ax.

Ou seja, x = 0 é um equilibrio assintoticamente estavel de £ = Ax.

6.3 Estabilidade assintética linear implica es-
tabilidade do equilibrio da EDO nao li-

near

Teorema: Considere a EDO & = f(x) onde x € R" possui o equilibrio Z

como solucao. Considere a equacao linearizada em Z, ou seja:

y = Df(T)y

onde y € R".
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Se todo autovalor A de Df(Z) satisfaz ReA < 0, ent@o o equilibrio =

de & = f(x) é assintoticamente estével (ver paragrafo (2) da Segao 1).

Prova: Teorema 7.7 em Figueiredo e Neves. O conhecimento da prova,
deste teorema fundamental na teoria das EDO, nao sera cobrada neste

neste curso.



Capitulo 7

Sistemas lineares Forcados

(nao homogéneos).

7.1 Sistemas Lineares Forcados

T=Ax+ f

onde z € R", A€ R f:R — R"e f(t) é a funcao forgante.

7.1.1 Foérmula da variacao das constantes

Considere a mudanca de varidavel dependente do tempo:

Substituindo na equacao:

i = AeMy + ety = Aely + f(t)

= ey =ft)=>g=eYf(t)
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At

onde e~ 4t ¢ a inversa de e,

Logo, integrando componente a componente:

y(t) = ylto) + / e f ()

to

7.1.2 Voltando a variavel x

My(t) = My(i) + ()

to
com

temos

t
£(t) = A (1) + / A F ()
to

7.1.3 Forgante da forma f(t) = e* f

Quando
ft)y=e"f

onde s = a + iwt € C ¢ constante e

h

f=1:] com fj € C constante

Jn

temos a equacao:
i=Av+etf

Seja x(t) = €%, onde & € C" constante, uma tentativa de solugao.

Substituindo:

i=seti=etAi +ef = (sI — A = f
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Se s nao é um autovalor de A, entao

&= (sI—A)7'f (7.1)
Observacao: O caso mais interessante é aquele no qual s = w (a

forcante é da forma (cos(wt) + 1 sin(wt))f) e ReA < 0 para todo autovalor

de A. Neste caso, s nao é autovalor de A.

7.1.4 Fo6rmula da variagao das constantes com f(t) =
estf

A formula da variacao das constantes pode ser reescrita como:

z(t) = e x(ty) + / t A f(n)dn

to

t—n=¢(= —dn=d¢ =

t—to
o) = A alta) + [ (e - g
0

t—to X
= A=)z (1) + / eAes =8 f ¢
0

ou

t—tg .
x(t) = eAt)z(ty) + eSt/ eA=sDE fe (7.2)
0

Se 0 > Re A para todos os autovalores de A, entdo para qualquer x(ty):

lim ez (t,) =0
to——00



CAPITULO 7. SISTEMAS LINEARES FORCADOS (NAO HOMOGENEOS).49

Neste caso a solucao obtida para t > t; nao depende da condicao
inicial.
Se existirem autovalores de A com parte real positiva, entao escolhemos

x(tp) = 0 de tal modo que a equagao (7.2) fica

t—to A
x(t) _ 6875/ e(A—sI)gfdg
0

Neste caso tomando o limite ty — —oo obtemos

Se Res > Re\ para todos os autovalores de A,entao:

z(t) = e /OO eA=sDEqe f (7.3)
0

7.1.5 Uma identidade interessante.

Comparando a solugao na equagao (7.3) com a solugao z(t) = e onde,
da equagao (12.2),
i=(sI—A)7'f

e supondo que ambas as solugoes sao iguais obtemos:

(sI —A) ! = /Oo el A=sDe e (7.4)
0

Note, para qualquer nimero a < 0

/ &%5:—1
0 a

A formula (7.4) generaliza, para matrizes, esta identidade.
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7.1.6  Prova que as solugoes ¢z, (¢ dada em (12.2))
e [~ eA=sDEqe fest sao iguais.

Seja
i(t) = (s — A7 fe

¢ solucao da equacao homogénea

y(t) = Ay(?).

Qualquer solucao nao trivial da equacao homogénea pode ser decom-
posta como a soma de funcoes de forma P(t)e*, onde A é um autovalor
de A e P(t) ¢ um polinomio (em geral constante).

Como supusemos que s nao é autovalor de A, entao y é a solucao

trivial.



Capitulo 8

Transformada de Laplace.

8.1 Definicoes

Defini¢ao: Seja f : [0,00) — C tal que |f(t)] < Ke™ para algum r > 0,

K > 0 constante.

L{f} = / ety dt = F(s)

onde s € C com R(s) > r

8.1.1 Transformada Inversa

Se F(s) ¢ a transformada de alguma f, entao:

B+ico
/ e F(s)ds
g

—100

f)=L{F) = =

271

onde [ é uma constante tal que 5 > r.
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8.1.2 Observacoes e Propriedades

Note: A transformada de Laplace é linear.

L{af +bg} = al{f}+ bL{g}

(propriedade da integral) onde a € C e b € C.
Propriedade:

L{f} = /OOO e f(t)ydt = [f(t)e ] + s/oo e ' f(t)dt

0

= f(o0)e™ — f(0) + sL{f}
L{f'} = sF(s) = f(0)

onde L{f} = F(s) e R(s) > r.
Logo:

L{f'} = sF(s) — f(0)

8.1.3 Aplicacao:

Considere a equagao & = ax + f(t) onde x € R.

Apliquemos a transformada de Laplace a ambos os lados:

L{t} = L{ax + f} = al{zx} + L{f}

Utilizando a propriedade (8.1):
—2(0) + sX(s) = aX(s) + F(s)
Portanto:

0) + F(s)

S—a

X(s) = l
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Logo, o problema que no dominio do tempo era de resolver uma equagao
diferencial, passa a ser, no dominio da transformada (s), o de resolver uma
equacao algébrica.

Entretanto, para escrever X (s) no dominio do tempo, precisamos
encontrar £~ 1{X(s)}.

Propriedade:

L{f"y = =1(0) = f(0)s + s*F (s)

(Integragao por partes duas vezes, facam.)

Propriedade:

r {/Otf(u)du} _ /OOO ot (/Otf(u)du> dt

1 —s = —s _1
_ L t/o F(t)edt = F(s)

S

c {/Otf(u)du} _ EF(S)

8) Propriedade:
L{e"f(t)} = /0 e e f(t)dt = F(s — a)

Portanto:

Propriedade (relevante em probabilidade):

F(s) = /OOO f(t)e *dt

F(s) =2 / (e (0)dt = L{F(1)) = —F(s)
FOs) = S8 = o [T e s L0} = ()" F)

F(0) = /O "t
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F'(0) = —/Oo tf(t)dt

F™(0) = (=1)" /OO " f(t)dt

Logo os momentos da fungao f sao dados pelas derivadas de F'(s) em

s =0.

8.2 Exemplos

Exemplos:
a)
00 I
LA{1} = / e Sldt = —=—e | ==
0 S S
0
Logo:
£y =
s
b)
! 1
L{t} =L ldr ; = —
=2 { 1o} =
Portanto:
1
c)
t" 1
L {E} - gn+l
Basta aplicar a propriedade 7 repetidamente.
d)
1
£ —at _ £ —at 1\ =
{e } {e } s+a

Usei as propriedades (8) e (c).
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f)
1

S — 1w

L{e™"} =

(de (d) com a = —iw)

r {%} = L{sin(wt)} = % [£{e™"} — L{e™"}]

1] 1] w
2 |s—iw  s+iw| s24 w?

Portanto:
L{sin(wt)} = —
s? + w?
g) Analogamente:
r s
{cos(wt)} = T

8.3 Transformada de Laplace de Vetores e

Matrizes

1(t)
11) Se z(t) = : € R, entao:
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an(t) s aln(t)
Se A(t) = : : , entao:
an1(t) -+ apn(t)
AH(S) s Aln(S)
A(S) _ . . .

An(s) -+ Apn(s)

Aplica-se a transformada de Laplace componente a componente.

8.4 Aplicacoes

Considere a equacao & = Ax com x € R" e 2(0) dado.

Aplicando a transformada de Laplace:

L{t} = L{Az} = AL{z} = —2(0) + sX(s) = AX(s)
(sI — A)X(s) = 2(0) = X(s) = (s] — A)"*z(0)

onde s € C e ndo é um autovalor de A, ou seja, det(sl — A) # 0.

Sabemos que x(t) = eAx(0) resolve & = Az. Logo:

L{a(t)} = L{eM2(0)} = L{e}2(0)

Portanto:

X(s) = L{eM}x(0)

Concluimos que:
L{eA) = /e(A_Is)tdt = (sI-A)" = (sI-A)" ou M =L {(sI-A)1)
0

que é o resultado na equagao (7.4)
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8.5 Calculo de £L7{(sI — A)"!} diretamente

Suponha que R(s) é suficientemente grande, tal que:

<1 onde |[A| = sup ||Az||
s

]| <1

Proposicao: Sob a hipotese acima, vale:

A A A8
(I - A =T+ St
S S S

A A AT AP AN
I —— ]+——|——+——|—"'+S—N

S 52 53

A A A2 AQ AN AN—i—l AN—H
S S 52 52 S siV+1 siV+1

Quando N — 00, como Hé” < 1, temos que:

AN—H
gN+1 —0
Logo, a soma converge para [.
Temos
A\ A A2 A3
(sI —A) =51 (I——) =51 <I+—+—2+—3+--->
S s s S
I A A? F
3 + 2 + =5 +-- 4+ o) +
Logo

— -1 { _|_[f1 é _|_...:£*1 { [_|_£*1 i A_|_
s 52 S 52
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_ _ t2A* th AF 4
L7 (s — A) 1}:I+tA+T+---+T+---:et

Conclusao

L {eAt} = /e(A_IS)tdt = (sl — A)_1
0

que é o resultado na equacgao (7.4)

Ver o livro: “Modern Control Engineering”, Fifth Edition,
by Katsuhiko Ogata, ou a Wikipedia para um resumo sobre a

transformada de Laplace.



Capitulo 9

Matriz de Transferéncia.

1. Considere o sistema
© = Axr + Bu (9.1)
y=Cx
onde:
e r € R” é a variavel de estados,
e u € R" ¢ a entrada,
o y € R ¢ asaida,
e AcR™" B eR™  C e R™" sao matrizes reais.

2. Seja u = ue” onde s = v +iw € C e 4 € R"(constantes)

Procuramos por solugoes tais que:

onde r € R" e y € R™ sao constantes.

3. Substituindo (2) em (1), obtemos

59
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(s — A)x = Bu (9.2)
y=0Cz
Resolvendo a equagao, temos:
&= (sl — A)"'Bi
Substituindo em ¥:
j=Ci=C(sI —A)'Ba

4. No caso em que r = 1 e m = 1, a matriz de transferéncia é

chamada

G(s) = O(sI — A)'B = funcdo de transferéncia.

A seguir vamos considerar apenas o casor =1 em = 1.
5. Seja

aip a2 -+ Qp

Apl Ap2 -+ Qnp
e A;; o cofator do elemento a;j, isto &, (—1)""/ vezes o determinante da
matriz (n — 1) x (n — 1) constituida pela eliminagao da i-ésima linha e
j-ésima coluna de A.

Denotamos por
A - A

Anl o Ann

a matriz dos cofatores de A e por Al sua transposta.
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6. Vale
A—l — AZ
det(A)
se det(A) # 0.
7. De (5) e (6) temos que
I— A7
I — A -1 _ (S c
(s ) det(sl — A)

onde det(sI — A) = p(s) é o polindmio caracteristico de A de grau n.
Cada entrada de (sI — A)T tem grau no maximo n — 1 em s (teste em

uma matriz 2 x 2).

8. Como C(sI — A)I' B & uma combinagao linear de elementos da

matriz (sI — A), temos que C(sI — A)TB é um polinémio de grau

<n-—1.

9. Logo, a funcao de transferéncia

C(sI—A);B _qs)

Gls) = ClsI = 4B = det(sI —A)  p(s)

onde grau ¢(s) <n—1 e graup(s) =n.
10. Expansao em fracoes parciais

Suponha que todas as raizes de p(\) sejam simples. Entao podemos

escrever:
q(s) _ q(s) @ as an
p(s)  (s=A1) - (s—Ap) S—/\1+8—)\2+ +s—>\n
onde
o i 206

Logo, a funcao de transferéncia pode ser escrita como:

ay an Qp
s—/\1+s—)\2+ +5—/\n

G(s) =
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onde aq, ..., a, sao constantes, possivelmente complexas, caso haja auto-

valores complexos.

11. Podemos decompor a resposta do sistema como

M+ (9.3

12. Se )\; é real, entao

¢é real.

a; = lim ()
J 5= Aj (S — )\j)p(S)

O termo correspondente na decomposi¢ao dada na equagao (9.3) é:

Este tipo de termo é dito de 1 ordem, pois é o mesmo que resulta da
equacao:
Y= Ay + a;u
ondey e ReuéeR.
13. Se )\; € C entao Ay = \; € C (complexo conjugado)

Se A\ = a + (1, entao Ay = a — Si.

E
o — lim q(s)(s — M) _ My
e —
as = lim a(s)(s — M) =y — 0.
s—A1 p(s)
Com 1sso:
+ 01 — 01
ay a9 ol 1 N v )

s—)\1+s—)\2:3—(04—|—5i) s — (a— pi)
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29s — 2(ary + B6)
52 —2as + a? + 32

14. O termo correspondente a (13)

~

ay . a2
U+ U
S—)\l 5_)\2

¢ dito de 2° ordem, pois é o mesmo que resulta da equacao:

U1 + Yo =

ij — 209 + (& + Yy = 271 — 2(ay + Bo)u.



Capitulo 10

Resposta em frequéncia:

1% 29 ordem.

12 Ordem

1) Da aula 9, paragrafo (12), temos que em um sistema com uma entrada e

uma saida, cada autovalor simples A corresponde a uma parcela da forma

a
s— A
na funcao de transferéncia, a € R. Este termo é o mesmo que se obtém da
equacao
Y= Ay + au
com u(t) = @e’, onde t =1, 4 real, 0 >0, a=1e A= —v <0.

2) Seja s = i, nos temos que

~ _jot

y(t) = ye
com
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a 1 V— 10
) = = G(s)u = =
4 s— A (5) ioc+v V2402
3)
vV — 10 e
Glio) = =
(o) = o = Jorre
tan5:_—0<0
v
N\ v
v2 + o2
—0
V2 4+ o2

Figura 10.1: Representacao geométrica da funcao de transferéncia para

um particular valor de o.

4) Com isso,

1) i(ot+6
y(t) = ot = ot = 0
Vo?+ 12 Vo2 + 2
5) Portanto, tomando a parte real e imaginaria da entrada u = ¢! e

ei(o+6)t

da correspondente saida y(t) = Terrr Obtemos:

cos((o + 6)t)

sin((o + 0)t)

Entrada: cos(ot) —  Saida:

Entrada: sin(ot) —  Saida:
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6) Vamos normalizar a fungao de transferéncia de 1* ordem de tal modo

que para o = 0 a resposta seja igual a entrada. Como

62’5

1/\/14—3—;

temos a funcao de transferéncia normalizada

G(io) =

K(o) = o0 B o0
1+(%)2 V14 (10)?
onde
1
=
v

¢ a chamada constante de tempo, que possui unidade de tempo. Note
o
tand = —— = —710

v

7) A funcao de ganho é definida como

(K (o)

Figura 10.2: Esbogo da funcao de ganho.

8) § € R é o chamado angulo de fase (phase shift). Quando § < 0, o

angulo de fase é chamado de atraso de fase (phase delay).
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o
d = — arctan (—) = arctan(—70) < 0
%
N
7_\0'
™
2

Figura 10.3: Esbogo da funcao atraso de fase.

1.0

0.5+
\ — entrada

1 2 3 4 5 7 7 saida

=1.0+

Figura 10.4: Esbogo de uma saida para a entrada u(t) = sin(t). O ganho

¢ 0.5 e o atraso de fase é 0.4 rad.

22 Ordem

15) Da aula 9, paragrafo (14), a resposta de 2* ordem esté associada a um

autovalor complexo:

A=—-v+iw (ou=«+ finanotacao de aula 10)
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Os termos na expansao em fracoes parciais da funcao de transferéncia
que correspondem a resposta de 2* ordem, produzem a mesma resposta

dinAmica que a seguinte equagao de segunda ordem (ver aula 9, paragrafo

(14):

i+ 209 + (VP + Wy = 290 — 2(—vy + wd)u

16) Vamos simplificar a for¢ante e dar uma interpretagao fisica aos

1

5 obtemos
mw

coeficientes. Escolhendo v =0 e § = —

1 .
j=—*+why — 2wy + Eem (10.1)
Faremos a seguinte redefinicao de parametros

k b
— =AWt =2 (10.2)
m m

Com isso reescrevemos a equagao (10.1) como

k b 1,
j=——y— —y+—e" (10.3)
m”~  m~  m
——
=F/m

Esta é a equacao do sistema massa-mola-amortecedor forcado representado

na Figura 10.5.
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Figura 10.5: Sistema massa-mola-amortecedor forcado associado a equacao

(10.3).

A funcao de transferéncia associada as equagoes (10.1) e (10.3) é:

1/m
G =
() —0? + (V2 + w?) + 2voi
ou
1/m 1 1
G(o) = = —
() —(72—1-%—1-%02' kl—%(ﬂ—l—%ai

17) Introduzimos a notagao:

= — = “quadrado da frequéncia natural”

onde a frequéncia natural é aquela de oscilagoes do sistema auténomo

nao amortecido:

mij = —ky
k b
— =1+ w, = =2 (10.4)
m m
[ J
161 N , ., . :
( = ——— ‘“razao de amortecimento” (damping ratio)
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Note ¢ é admensional.

Se usarmos as relagoes na equacao (10.4) obtemos a condicao

¢ = \/ﬁ <1 (10.5)

que é necessaria e suficiente para que o os autovalores associados

a equacao (10.3) sejam complexos. Caso contrario eles sdo reais e

temos as respostas de primeira ordem.

Com isso

1 1 1

G(o) =

1
L {_m.2, boi L 2
R Y (e @)

18) Apos célculos, temos o ganho:

ganho = K (o) = k|G(io)| =

E o angulo de fase:

Wn

2
1-(2)

19) O maximo do ganho K (o) ocorre para as frequéncias:

angulo de fase = —2¢

Z—:L:\/l—QCQ se 0<C<\/i§
o=0 seCZ\/i5

A frequéncia de ressonancia é

o1 = /T = 22
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que para sistemas com pequena razao de amortecimento, ¢ ~ 0, é:
Op = wn(l T C2)

20) Pico da ressonancia (resonance peak) ou valor maximo de K (o):

Kooy = —— se 0<(< =

21) Se ¢ < 1 entao

w=wp\V1—C>o0,

¢ a frequéncia da oscilacao livre amortecida, onde A = —v + iw.



Capitulo 11

Resposta transiente: 1%

2% rdem.

11.1 Resposta de 1%rdem

1) Dada a equagdo & = Ax+ f, onde x € R", f € R" e A é diagonalizavel

sobre os complexos, existe uma mudanca de base x = Pz tal que

Z=Az+f
onde
(vo o)
I 0 Ay v 0
A=P AP = ‘ . ‘ , AjE(C
\0 0 - An}
e
f=prP7f
2)
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Suponha que A; € R é um autovalor simples. Neste caso, a 1 coluna

da matriz P é o autovetor associado a Ai:

1
n="PrP|0
0
com
Avy = M.

3) Suponha dados x(0) € R" e f(t) € R" da forma:

ZC(O) = f(O)’Ul, f(t) - fl(t)vla
onde £(t) € R e fi(t) € R. Substituindo x(t) = &(t)vy e f(t) = fi(t)vy na
equagao ¢ = Az + f , temos:
vr = Agvy + fiuy.

Como Av; = A\jvy, isso implica que:

é:)\lf—l—fl.

Forcas usadas no estudo do comportamento transiente
4) Fungao Rampa

0 set<0
fit) =

t set>0

f1(¢)
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5) Fungao degrau unitario

0 set<O
fo(t) =
1 set>0

fo(t)

6) Observagao

| et/e
folt) =l fe(t), - onde f(t) = 1

A funcao degrau é obtida no limite € — 0.

7) Fungao impulso (ou fungao ¢, ou §-Dirac)

0 t<0

) =limfl(t)=< o0 t=0
e—0

0 t>0

A integral da funcao impulso é dada por:

gt = 100 - sy = 1= [ san

E vale também:

/_m 3(t)g(t)dt = lim o F(Dg(t)dt = g(0).

o0 0 —0o0

onde usamos ¢(0) + tg’'(0) + .. ..
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8) Formula da variagao das constantes:

x(t) = ez (0) + e /t e 4 f(s)ds

0

No caso da equagao escalar 5 = —vE+ f, & eR, feR, com:

A =—v, v >0, asolucao ¢ dada por:

t
£(t) = e ¢(0) + e”t/ e’ f(s)ds
0
9) E padrio na teoria de controle analisar a resposta transiente usando

¢(0) =0.
10) Resposta transiente de 12 ordem & fungao impulso. Se f(s) =

d(s) em s = 0, entao:

£(t) = e_yt/o e’ f(s)ds

Como €% = 1, temos:
E(t) =e .
11) Observagao A funcao impulso vale 0 para ¢ > 0, logo o sistema ¢é livre

para t > 0, e o efeito do impulso é equivalente ao de tornar as condicoes

iniciais nao nulas.
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12) Representagao grafica da resposta de 12 ordem a fungao

impulso

e 1~ 0.37

v = “decay rate” = taxa de decaimento

1
— = “time constant” = constante de tempo = T’
v

1
— = também chamado de tempo de amortecimento (“damping time”)
v

_ln2

Ty, = = “half life” = meia vida

v

1
6_VTh = — = Th = —.
2 v

Observagao: A constante de tempo 7' é a vida média.

Note:

E(t) — &(t + dt) = —&(t)dt = namero de mortes entre ¢t e t + dt.

A vida média é: '
TG [ e
— [ E(t)dt £(0)
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onde fizemos integracao por partes do numerador. Usando que £(t) =

£(0)e " integramos o numerador e obtemos

Vida Média = 1 =T
v

13) Resposta a fungao degrau.
Da férmula da variacao das constantes:

t ut_l
{(t):e_”t/ e”ds = eV [e ]
0

v

) —
0.63& ~ 77 = |
|
|
|
71 t
v
Portanto, temos:
1 — e—yt
E(t) = , t>0 e £(t)=0, t<0
v
1
T=-—
v

Note:
£(0) =0 para qualquer v.

14) Resposta de 12 ordem a fungao rampa
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Da férmula da variacao das constantes:

t vst t us
se e
E(t) = e_”t/ se’*ds = e [ ] — | —ds.
0 0 0

v 14

obtemos:

Com as condigoes inicial:

Note:

—1/V2’

O erro de estado estacionario (steady-state error) ¢ dado por:

1 2

Logo, se T? ¢é pequeno, temos um erro pequeno no estado estacionario.

15) Conclusao A resposta de 1# ordem é determinada por T = % Para

T pequeno (v grande), o transiente é curto.

11.2 Resposta de 2%rdem

1) Resposta transiente de 22 ordem (Ogata, Segao 5.3)
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Suponha que A possua um autovalor complexo isolado A = —v + iw,
onde v >0 ew > 0. Como A éreal, A = —v — iw também é autovalor.
2)

O autovetor v € C" associado a A pode ser escrito como:
v =11 + 1y, ondewv; €R"ewvyeR"
Substituindo na equagao do autovalor:
Av=X v = A(v; +ive) = (—v +iw)(vy + ivg),
e expandindo, temos:
Avy + 1Avy = (—vvy + wog) + i(wup — Vug).
Igualando as partes reais e imaginarias:

Avy = —vv] — wiy
(%)

Avs = wu; — VU9

O subespago invariante associado a A tem dimensao (real) 2.
3)
Considere a equacao © = Ax + f(t), onde:

2(0) = &1(0)v1 — &(0)va e f(t) = fi(t)vr — fa(t)vo,
z(t) = & (v — &(t)v.

Substituindo em & = Az + f(t):

T = é1v1 - 52712 = §1Av; — LAV + fivg — fave.

Sabemos que Avy = —vv; — wvy € Avy = wuy — Ve, logo:

§1 — Egvg = (—v€) — wés + fi)vy + (W& — v&s + fo)va.
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Isso implica no sistema de equacoes:

51 = —v§ —wh+ N
52 =w& — v+ fo

4)

A analise fica mais simples se escrevemos:
=& +1i&, A=-v+iw, [f=fi+ifs.

Com isso:
=X+ f,

¢ equivalente ao sistema ().
5) Formula das variagoes das constantes para A complexa.
Para resolver f = X + f, fazemos a mudanca de variavel & = M.
Logo:
E =AM+ M= MO+ ) + .
Isso simplifica para:
n=ef.

Integrando:

n(t) — n(0) = / e f(s)ds.

0
Logo:

) = )+ [ e ps

Voltando para a variavel &, obtemos:

£(t) = ME0) + ¢ / e f(3)ds.

0

6)
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No estudo da resposta transiente fazemos £(0) = 0. Assim, temos:

E(t) = e”\t/o e f(s)ds.

7) A resposta a fungao impulso.

A resposta a func¢ao d (impulso), f = (f1 + if2)d(t), é equivalente
a resposta do sistema livre com condigoes iniciais nao nulas (como na
resposta de 1# ordem).
8) Resposta a fungao degrau

A funcao degrau é dada por:

0 t <0
f(t) =
fi+ifo=cte t>0

De acordo com a equagao (6):

t

t 6—)\3
£le) = fe [ e ds = g
0 —A
0
o que resulta em:
£ =1 -n=a+ie

9)

Para estudar a resposta do sistema, consideramos como saida a variavel
&1 (t) e como entrada f = 0 —1i (fy =0, f, = —1). Outras escolhas de
entradas dao resultados semelhantes.
10)

De (8) e (9):

Logo, temos:

1
V2 4 w?

&i(t) =

[w — e (w cos(wt) + vsin(wt))] .
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11)
Notagao: R(t) = & (t)(v* + w?) = Resposta.

R(t) = w — e "(wcos(wt) + vsin(wt)).

Inicialmente:

R(0)=w—w =0,

e a derivada em t = 0 é:

R0)=+ve " w—v-w=0.
Isso implica que:

R(t) — w conforme t — oo.

12) Gréafico da resposta R(t)

Max. Overshoot

Steady-State error

T
\/ S~
Rise Time

Peak Time

Settling Time

82

O grafico mostra a resposta R(t) em fungao do tempo, com destaque

para o tempo de pico (peak time ¢,), o tempo de acomodacao (settling

time ¢5) e o tempo de subida (rising time).

— =T = constante de tempo (“time constant”).
v

ts = tempo de acomodacao (“settling time”).
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Existem tempos de acomodacao ¢, para 5 %, 2%, etc. O tempo ts de 5%
corresponde ao instante a partir do qual |R(t) — Reo| < 0.05R.
13)Tempo de Pico t, (“peak time”):

Para determinar ¢,, derivamos R(?):

%it) = ve "!(w cos(wt)+vsin(wt))—e ! (—w? sin(wt)+vw cos(wt)) = 0.
Simplificando:

sin(wt)(v* 4+ w?) + cos(wt) (vw — vw) = 0,
logo:

14) Sobressinal (M,):

O sobressinal é definido como:

Substituindo ¢, e usand Ry = w:

—uvt .
_ R —e"r(weoswty +vsinwty) — R
M, = =e 7P,

o que resulta em:
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Resumo

Considere um sistema de segunda ordem com autovalor A = —v +w. H&

dois tempos importantes a serem considerados:

o ' = %: constante de tempo, que determina o tempo de acomodacao

ts.
e t, = Z: tempo de pico.

o M, = e 5™ = e %/T: sobressinal (overshoot), que ¢ determinado

ela razao
p T

O sobressinal ¢ dado por:

O gréfico mostra R(t) atingindo o valor assintotico R, com o sobres-

sinal M, e o tempo de pico t, destacados.

Max. Overshoot
Steady-State error

\_/f—ik ‘
Rise Time\/

Peak Time

Settling Time




Capitulo 12

Matriz de Controlabilidade

e Estratégia Otima.

1. Solucao da equacao nao homogénea:

T=Ax+ f
Onde:
r € R" (incognita), f(t) € R" (dado, forcante)

e A é uma matriz de coeficientes constantes:

ayp -+ Aip

an1 -+ QApp

Pela formula da variacao das constantes, a solucao da equagao é:

£(t) = M(£)z(0) + / M(t — ) f (n)dn
onde

M(t—n) = eAlt=n) — oAto—An _ M(t)M(—n)

85
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2. O sistema

T = Ax + Bu

Onde:
e 1 — variaveis de estado € R"
e u — variaveis de controle (entrada) € R”

¢ dito controlavel se, para quaisquer condigoes iniciais a € R" e finais
beR" existir T'>0eu € B={u:[0,T] - R" continua por partes}

tal que:

3. Caso trivial

Se B = 0, o sistema nao é controlavel. Por exemplo, nao é possivel
conectar a = 0 e b # 0 por uma solu¢do (x = 0 é ponto de equilibrio da
equagao & = Ax).
4. Caso em que B é a matriz identidade.

A equacao é:

T =Axr +u

Seja b = z(T) = M(T)a + fOT M(T — n)Bu(n)dn. Como B = id,

temos:

b— M(T)a= M(T) / M (—)u(n)dn

Definimos W como:
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W =0b—M(T)a (dado)

Escolhemos u(7n) como:

Logo:

W= M(T) [ M=) MM T)

Simplificando:

W =MT)M YT\W

Portanto, o sistema é controlavel.
5. Observagao:

Quando o sistema ¢é controlavel, existem muitas estratégias de controle.
Usaremos o "Método dos Minimos Quadrados"para selecionar uma.

6. Procura de u € B por meio de minimizagao:

p [t
min — u
ueB 2 0 g g

onde u : [0,7] — R", sob o vinculo:

T
WZ/O M(T —n)Bu(n)dn
com W = z(T) — M(T)z(0) (dado).
7. Uso de multiplicadores de Lagrange:

v =3 [ wolan = ([ 3(r = wButuan - w)
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Onde A € R" sao os multiplicadores de Lagrange.
8 Definicao de ponto critico.
A fungao @ é um ponto critico (ou extremal) de ® se, para toda varia¢ao

d € B,comd:[0,T] = R", vale:

=0 com s€R
s=0

d

9. Derivagao de 9.

A expressao para ®(u + sd) é dada por:

T T
B(ii455) — %/ (Jal? + 2576 + $|6)%) dn—A\T </ M(T = ) B(a + 56)dy — W)
0 0

A derivada de ®(u + sd) em relagao a s é dada por:

%Cb(a-l— s6)

T T
= / u' §dn — )\T/ M(T —n)Bédn=0 (12.1)
0 0

s=0

Ou seja:

/T(aT —~ M M(T —n)B) - 6dn =0
0

10. Lema de Du Bois-Reymond (1879); usado por Euler em 1744.
Vale a identidade na equagao (12.1), para qualquer variagao 4, se e 86

se:

a’ = \'M(T —n)B

Logo, u ¢ um ponto critico de ® se:

= BTM"(T —n)A
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11. Para determinar A\, usamos o vinculo:

W=/0 M(T—n)Bﬂ(n)dn=/0 M(T —n)BB"M*(T —n)Xdn

T
W = / M(T —n)BBY M™(T — n)dn - \
0

12. Definicao de Matriz de Controlabilidade Q)r:

T
Qr = / M(T —n)BB"M*(T — n)dn
0
¢ uma matriz n X n.
13. Hipotese.

Supondo que Q)7 é invertivel, temos:

A= QW

14. A estratégia de controle 6tima é:

a(n) = B"M™(T —n)Qz'W
Note: @ : [0,7] — R"™ é uma fungao analitica.
15. Teorema (Jerzy Zabczyk, "Mathematical Control Theory:
An Introduction", Cap. 1)
Se Qr ¢ invertivel, entao © = Ax + Bu com
a(n) = BTMY(T = n)Qp'W
satisfaz:

a) Dados quaisquer a € R" e b € R", se W for escolhido como W =
b— M(T)a, entao z(0) = a é levado em z(T) = b (o sistema ¢

controlavel).
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b) Para qualquer outra estratégia de controle u que leve z(0) = a ¢

z(T) = b, vale:
T T
/0 u(n)Pdy > / a2y para u £ 1

Obs: Q1 > 0 (isto é, (v, Qrv) > 0 para todo v # 0). Qr é invertivel
< Qr > 0 (definida positiva).
16. Prova

a) Sabemos que u(n) = BTMT(T —n)Q;'W, e que:

/0 M(T — n)Bi(n)dn = /0 M(T —n)BB"M™(T — n)dnQ7;'W =W

b) Seja u(n) = u(n) + d(n). Como:

/ M(T —n)Bu(n)dn =/ M(T — n)B@(n)dn+/ M(T—n)Bd(n)dn
0 P \0 P 0

\ .

~"

Obtemos que:

/OT M(T —n)Bdé(n)dn =0 (12.2)

Portanto:

Tu 27 _ Ta 2 ! 2 TaT
/0 ju(n) el / ja(n)|2dn + / 150y + 2 / (m)3(n)d

Como @(n) = BTMT(T — n)Q;'W, temos

/0 ' ()8 (n)dn = WT(QF)T/O M(T — n)Bé(n)dn = 0

7

~N"~

=0 eq. (12.2)
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Portanto vale:

/0 () 2dn — / a(n)|2dn = / 15()dy > 0

Logo, @ minimiza a integral fOT lu(n)|?dn.



Capitulo 13

Controlabilidade: critério

do posto de Kalman.

Teorema. As seguintes condicoes sao equivalentes para o sistema & =

Az + Bu:

(a) Um estado arbitrario w € R" é atingido a partir de z(0) = 0 para

algum 7' > 0.
(b) O sistema ¢é controlavel para algum 7" > 0.
(c) O sistema é controlavel para todo T' > 0.
(d) A matriz de controlabilidade

T
Qr—= [ MT—pBEM(T ~win, M) ="
0
¢ nao singular para algum 7' > 0.

(e) A matriz Qr ¢ nao singular para todo T' > 0.
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(f) O posto da matriz:

A|B]= [B AB A’B --. An—lB]nW

én.

2) Observagao: Nas aulas passadas provamos que:

3) Dados a € R" e b € R", a controlabilidade significa que existe u,
T>0e
u:[0,7] - R"

tal que:
#(T) = M(T)z(0) + / M(T — ) Bu(n)dn

com z(T) =be z(0) = a.

Isso ¢é equivalente a dizer que, para todo w € R", existe T"> 0 e u

tal que: ,
w = /O M(T — n)Bu(n)dn

ou seja, w ¢ atingido a partir de 0. Basta fazer w = b — M (7T)a.

Logo, (a) < (b).

4) Note que:

5) Observagao: Seja

Cr— {u: 0,7] = R /OTu(n)dn < oo}
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e
,CT : CT — R"
a funcao
T
w = Lr(u) = / M (T — n)Bu(n)dn
0
— Se L & sobrejetora para algum T > 0, entdo L é sobrejetora
para todo T" > T.
— Prova. Dado w € R" qualquer, seja @ : [0,7] — R" uma
entrada tal que L4(1) = w.
Fagamos (ver Figura (13.1))
0 0<n<T-T
u(n) = i .
aun—(T-T)) T-T<n<T
R" R"
w
Wi 1
at) (13.1)
T t t

Com esta escolha z(t) = 0 para 0 < t < T and 2(T) = w.

6) Lema: (a) = (e), ou seja, se um estado arbitrario w € R™ ¢ atingido
a partir de £(0) = 0 para algum T > 0, entdo Q7 é nao singular
para todo T' > 0. (De fato, @ é positiva definida para todo T' > 0).

Em outras palavras:

Controlabilidade = Det(Qr) # 0 para todo ¢
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7) Prova: A matriz Qp ¢é simétrica. Se ela é singular para algum

T > 0, entao existe um vetor v € R", v # 0, tal que:
T
0=v"Qrv= / v M(T — n)BBY M™ (T — n)vdn
0
Isso implica que:

_ /O (BT MT(T — nyo)" (BTMT(T — n)v) dy

T
— /0 H(BTMT(T — n)UHQdU

Neste caso, BT MT(t)v = 0 para todo t € [0,T].

8) Proposigao: BT M7 (t)v = 0 para todo t € R.!

Prova: Cada linha da funcao BT M?*(t)v € R” é uma combinacao
linear de funcoes da forma e, e cos(bt), e sin(bt), t*e cos(bt) e
thed sin(bt). Isso decorre de M(t) = e e do fato, visto em aulas
passadas, que as entradas de et sdo da forma acima (os termos em
t* s6 aparecem se a matriz A possui raizes multiplas e blocos de

Jordan ndo triviais).

Se BIMT(t)v = 0 parat € (0,T), com T > 0, entdo todas as
derivadas de cada linha de BT M (t)v sdo nulas para qualquer ¢ €
(0,T). Logo a expansao em série de Taylor destas linhas em qualquer
ponto do intervalo é a funcao nula. Mas as expansoes em série

de Taylor das fungoes acima convergem para todo t € R, logo

BT MT(t)v = 0 para todo t € R.

9) Suponha que Qr seja singular para T' > 0 e seja v € R” como em

(7).

!Consequéncia da analiticidade da fungao t — BT M7 (t)v
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Como o sistema é controlavel no tempo T', existe u, nao necessaria-

mente a que minimiza [ |u|*dnp, tal que:

b= / M(T — n)Bu(n)dy

Logo:

T
vl v = / vl M(T — 1) Bu(n)dn =
0

— /OT <BTMT(T — n)v)Tu(n)dn

Mas de (7) BTMT(t)v = 0 para todo t € R. Entdo:

T B T
vl v =]t = / (BTMT(T — n)v) u(n)dn =0
0
Isso implica que v = 0, o que contradiz que Q)7 é singular em 7.
Logo, (7) nao é verdadeiro, e temos que @ é positiva definida para

todo T' > 0 e, portanto, nao singular. C.q.d.

10) O seguinte diagrama mostra as implicagoes ja provadas no teorema

(1):

a b C
e —d
Nota-se a equivaléncia das afirmacoes a, b, ¢, d, e. Resta provar

f < a.

11) Teorema (Cayley-Hamilton)
Seja p(A) = det(A\] — A) = X" + a1 A"t + -+ + a, o polindmio

caracteristico da matriz A.
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Entao:
p(A)=A"+a A"+ ta,l =0
12) Ideia da prova.

(i) Se A é diagonal, entao A = diag(Ay, ..., A\,), onde Aq,..., A, sdo
as raizes de p(\).

Como:
p(A1) 0O 0
p(A)=1 0 0
0 0 p(A)

temos p(A) = 0.

(i) Se A ¢ diagonalizavel com M 1AM = D = diag(\,..., \n),

entao:
p(A)=0 & MpAM=0 <&
M7TA"M +a M A" M+ -+ a,] =0
M7'A"M =D, MtA" M =DM
& D'+ D'+ +a,l =0
por (i).

(il i) Se a matriz A nao é diagonalizavel, é possivel escrevé-la na

forma de Jordan. Considere um bloco de Jordan da forma:

(boo..0)y (o10..0)

06b0...0 001...0
00b ... 0 000 ... 1

\0 00 ... b) \000... 0)

onde

blxn € Npxn
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Temos p(A) = (A —b)" e:
p(A)=(A=b)"=({0BI+N—-bl)"=N"=0
Usando este fato e a fatoragao de p(\), conclui-se a prova do teorema.

13) Lema: Existem constantes cq, ¢y, ..., ¢,—1 tais que:

e =col + 1A+ +cp AV

14) Ideia da prova: Suponha que A possui autovalores distintos
ALy -5 Ape (As formulas de interpolacao reais que estudamos tam-
bém podem ser aplicadas no caso complexo).

Seja
q()\) = Cp + Cl)\ + -+ Cn_l)\nil
o polindmio interpolador da tabela:

NS
A

e e’\l e/\2 eA”

Seja M uma matriz que diagonaliza A: M~'AM = D. Entdo, como

na prova do teorema de Cayley-Hamilton
Ag(A)=0 o M (eA—q(A))M 0 & (eD—q(D)>M —0

Mas esta ultima expressao ¢ verdadeira devida a construcao de g:

e —q(\) O 0 0 0 0
0 0 =0 0
0 0 e —q(\) 0 0 0
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15) Teorema (a) < (f) no teorema 1, ou seja:

{ w ¢é atingido a partir de z(0) =0 } & [A|B] = [B AB ... A"'B
tem posto n.

16) Prova: Do Lema (13), existem cy(t), c1(t), ..., c,_1(t) tal que:

M(t) = el = co(t)] + c1(t)A + cQ(t)A2 N Cnfl(t)A”_l

Logo, usando que as fungoes cy(t), ..., c,—1(t) sdo continuas (pense
no polinémio interpolador na forma de Lagrange e no fato que para

t—0,¢i(t) > 0paraj=1,...,n—1):

/0 M(T —n)Bu(n)dn
:/O [co(T =) + -+ ¢yt (T — ) A"'] Bu(n)dn
= B/O CO(T—U)U(n)dn+BA/O c1 (T —n)u(n)dn

T
et BAT / eas(T = n)uln)dn

(v )

- {B AB ... Aﬂ—lB} "

onde:
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Se o posto de [A | B} < n, entao existe w € R" tal que:

(v )

w#[A\B] "

=

para qualquer (Vp, Vi,...,V,_1) e, logo, para qualquer u : Cp — R".
Portanto w nao ¢ atingivel e o sistema nao ¢ controlével.

Com isso provamos que nao (f) = nao (a), ou seja, (a) = (f).2

— Suponha agora que, para um dado 7' > 0, ndo vale (a), ou seja,

existe v € R" tal que:

T

OZUT/O M(T—n)BU(n)dnz/o (BYMY(T = n)v)" u(n)dn

para qualquer u(n), implicando que BT MT(t)v = 0 para todo
tel0,T].
Mas M7T(t) :eATt:]+ATt+%+...

e vale:

AT22
F(t):BT<I—i—ATt—|—( Q?t —|—...)v:0

Para t = 0, temos:

F(0)=B"w=0

2Se soubéssemos que a aplicacdo

S eo(T = n)uln)dn

T
c1(T —n)u(n)dn
u€elr — ifo ( uln) € R"

o enma (T —n)uln)dn

fosse sobrejetora, entao poderiamos reverter o argumento acima e concluir a prova do Teorema.
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Derivando em t = 0:

dEW)| - prar, g
dt g

Derivando até a ordem n — 1:

dn—l

dtn_lF(t) = BT(AT)" v =0

t=0

Essas identidades implicam que, para qualquer V) € R", V; € R",
e, Vo1 €ER™:
(BT0)'Vy =v'BVy =0
(BT ATV =0T ABV; =0

(BT (A" ')V, =0T A" BV, 1 =0

(v )

s Jape]| | =0

&y

(v

Vi
para qualquer vetor

Vo)
Logo, o posto de {A | B} < n.

Com isso, ndo (a) = nao (f), ou seja, (f) = (a).
C.q.d.

Observagao: O Teorema de Cayley-Hamilton nao foi usado na prova

to teorema acima, mas sera usado futuramente..



Capitulo 14

Forma Normal dos

Sistemas Controlaveis.

14.1 Mudanca de variaveis

Considere o sistema:

t=Ar+Bu xeR", ueR"
y=Cx yeR"

e as mudancas de variaveis:

= Px, u=0Su, y=Ry

3

onde Py, Srxr, Rmxm a0 invertiveis.

i = Pi = P(Ax 4+ Bu) = PAP'i + PBS™'4

j = RCx = RCP %

102
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COml:

A=PAP™', B=PBS', C=RCP!

14.2 Sistemas Equivalentes

Dois sistemas
Tz = Ax + Bu T = A7 + Bi
y=Cx y=Cx

Sao ditos equivalentes se existe uma mudanca de variaveis como no

paragrafo 14.1 que leva um no outro.

14.3 Teorema (forma de Kalman dos sistemas

nao controlaveis).

Suponha que o sistema © = Ax + Bu seja nao controlavel com posto
rank [A|B] = ¢ < n.
Entao existe um sistema equivalente tal que:
pAp-1 — A Ar . PB=— By
0 Ao 0
onde Aj; € R, Ajy € R0 Ay € RI=Ox(n=0),

Mais ainda, T = A2+ Biu, com T € Rg, u € R", é controlavel.
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Prova

Ver livro de Jerzy Zabczyk, Mathematical Control Theory, pag. 23.

14.4 Forma canoénica para sistemas controla-

veis com uma entrada, r = 1

Considere um sistema da forma

y(n) + aly(n—l) + - tay=u (141)
onde

m _ 4"y
g

Em forma matricial temos, fazendo y = 21:

Y

AN SRR WA
_ 0 0 1 --- 0
21| . L 2.2 n 9 w  (14.2)
.: 0 0 o -.. 1 : 1
\*n) \\—an Sy e e _aljj\”/ \\}L
A

14.5 Controlabilidade do sistema (14.2)

As matrizes A e B em (14.2) sao tais que
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(000 - 1)

000 *
*
[A|B] = [B|AB|A’B|...|A"'B] =
001
01 % -+ %

\1**--- *)

A\ 7

(B AB 4B ... A™'B)

tem determinante igual a 1, portanto posto n.

Logo, o sistema (14.2) é controléavel.

14.6 Lema: Forma candnica preliminar para

sistemas controlaveis.

Seja © = Ax + Bu, onde u € R, um sistema controlavel qualquer. Entao

& = Ax + Bu é equivalente a

0y (o)

(—al 1 00
—a; 010 ...0 0
, a3 001 ...0 0
W= A e (14.4)
—a, 1 000 ... 1 0
\—an 000 ...0) \1)
—~
B

=

onde aq, ..., a, sao os coeficientes do polindmio caracteristico de A:
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p(A) =det(M — A) = X"+ A"+ +a,

14.7 Prova

Seja A a matriz em © = Ax + Bu.

Renomeamos as colunas de [A|B] como

len |en 1 |... |e1] :=[B |AB |A’B|... |A"'B]

Como o sistema é controlavel, {ej,es, ..., e,} formam uma base. O

vetor x pode ser escrito na nova base como

$:w1€1+w262+“'+wn€n:(61 € ... en>w:Pw

onde
P = (61 ey ... en) — [A"'B]...|A%B|AB|B]

(100 .. 0)

*» 1.0 --- 0
= **1...0

(14.5)

K*** 1)

Com 1isso:
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T = e + wees + - -+ wpe, = Ax + Bu
= A(wier + -+ - +wype,) + epu
= wyAey + woAes + - - - + wyAe, + epu (14.6)
— w A"B + w A" 'B+ - + w,AB + e, u

= w A"B + weey + -+ - + wpep_1 + e
14.8 Teorema de Cayley-Hamilton

Do teorema de Cayley-Hamilton, temos que

p(A) = A" + a; A"+ a AV P4t a, ] =0

= A"B = —aq; A" 'B —a,A"*B—-.-—a,B

= A"B = —a1e1 — agey — -+ — a6y,

14.9 Voltando a equagao (14.6):

wlel + ’LDQGQ + ZU3€3 + - wnen

= Wa€] + W3€y + -+ + Wpey_1 — A W€ — AW1€2 — + *+ — ApW1Ey + €U
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Estas equacoes podem ser escritas como

’lDl = W9 — A1W1 (a)
wg = W3 — QW1 (b)
w3 = Wy — agw (c)

(14.7)

Wp—1 = Wy — Ap-1W1

w, = —a,wi + u

Em forma matricial essas equacoes ficam

(——al 100 ... 0) (0\

o2 001 0 ... 0 0
—az3 001 ... 0 0

w = w + U
—anp—1 000 ... 1 0

@)

K-—an 000 ...0) \1)

que é o sistema (14.4) no enunciado do Lema.
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14.10 Corolario: O sistema no Lema 14.6 é
equivalente & equagao (14.1) de ordem

n no paragrafo 14.4

Seja wy = y, entao da equagao (14.7)

w%n) _ y(") (@) wén—l) B a1w§”‘” (b) —a1y(n_1) n wén—2) B a2w§H_2>
9 —a1y" Y =y 4 win—s) — a3w§n_3) = ...
= —a1y" V) —agy" V= a1y + b,
= —ary" Y —ay" .~ a4y 1y — any +u

Logo:

que ¢ a equacao (14.1).
Antes de apresentarmos a transformacao w — z que leva o sistema
(14.4) no sistema (14.2), apresentaremos alguns resultados preliminares

sobre matrizes unitriangulares.

14.11  Matrizes Unitriangulares

Matrizes Unitriangulares inferiores sao da forma

1 0 0O --- 0
a921 1 0 - 0
A= lay azp 1 0

ap1 Qp2 Qp3z - - 1
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Note: as matrizes unitriangulares tem determinante 1.

e O produto de duas matrizes A da forma acima é da mesma forma.

As matrizes formam um grupo.

Seja:
1 0
ai 1
0 a2 ay
as a9
Qp—-1 QAn—2

Entao sua inversa é da forma

1 0
a1 1
ol = Qg
ag %
Op—1 OGp—2
De fato
1 0 0 0
a1 1 0 0
_ a9 o 1 0
Q'Q=
0%} 0% o 0
Qp1 Qpg Qg -+ 1

ai

an73 o e

a1
as

as

o o o O

o o o O

Ap—2 Qp-3 -

o o o O

(14.8)

(14.9)

100 ---
010 ---
=10 0 1

o O
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onde
ar+a=0=0=—q
as +aia1+as =0= s = —ja1 — as
a3 + asa; + ajas + a3 =0 = a3 = —a1a9 — ava] — as
ete.

E possivel inverter a matriz () facilmente usando uma recursao.

14.12 Teorema: Forma candnica dos sistemas

controlaveis.

Seja & = Ax + Bu um sistema controlavel qualquer, onde z € R" e u € R.

A mudanca de variaveis
x=PQz

onde P e Q) s@o as matrizes dadas na equagoes (15.1) e (15.2), respectiva-

mente, leva o sistema © = Az + Bu ao seguinte sistema:

(21\ (0 1 0o --- 0\ (21\ (0\

0 0 1 - 0 0
= s s S e TR
| o o o - 1 || |
Zn Kzn 1
K ) \—a,n _an—l « o e o« o e _a’1/ ) K )
(ou seja, ao sistema (14.2)), onde ay, . . ., a, sao os coeficientes do polinomio

caracteristico de A:

p(A) =detO\[ —A) ="+ a N+ +a,
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14.13 Prova.

No Lema 14.6 mostramos que a transformacao x = Pw leva o sistema
@ = Az + Bu no sistema (14.4), ou seja w = Aw + Bu .

Portanto basta mostrar que fazendo w = (z obtemos
5 =Q 'AQz+ Q 'Bu

e este sistema ¢ igual ao sistema (15.3)

Usando a expressio de B na equacio (14.4) temos

1 0 0 O 1 1 N
0 0
a1 1 0 0
| 0 0 0
. o Q
O'B=| " ! _
a3 9 a1 0
0 0
1 1
Qp1 Qp2 Qp_3 -+ 1] =~ - -
que possui a forma desejada.
Resta ainda provar que
0 1 0 0
0 0 1 0
Q'AQ =
0 0 0 e 1
—Qp —ap-1 —Aap—2 -+ —A]

Vamos apenas verificar a identidade para uma matriz 3x3.

1 00 1 0 0
Q=la; 1 0 Q'l=1la; 1 0

a2 0411

a9 CL11
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com
_ _ _ 2
] = —ai, Q9= —Qy— a; = —az +aj

Usando que

—a; 1 0 1 00 0 1 0

AQ=|—ay 0 1| |a; 1 0l =] 0 a 1
—ag 0 0 |ag a; 1 —a3 0 0
obtemos
1 0O O 0 1 0 0 1 0
Q'AQ=| —a 1 0|0 a 1l=]0 0o 1
(—ag+a3) —a; 1| |—a3 0 0 —a3 —ay —a

como desejado.



Capitulo 15

Estabilizabilidade

15.1 Definicao.

t=Ar+ Bu, zeR", wuweR

¢ estabilizavel se for possivel encontrar uma retroalimentagao ("feedback")

u=—Kaz talqued = (A— BK)x ¢ estavel.

Referéncia: (Ogata 5" ed cap 10-2) "pole placement"
(Zabcyk sec 2.5)

15.2 Definicao.

O sistema é completamente estabilizavel se dados A, Ag, ..., A, € C é
possivel escolher K tal que A — BK possua Aq, ..., A, como raizes do seu

polinémio caracteristico.

114
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Teorema: O sistema é estabilizavel < O sis-

tema é controlavel.

Recordagao:
e O sistema © = Ax 4+ Bu é controlavel <= dado a € R", b € R",
Ju :[0,7] — R tal que

e O sistema & controlavel <= [A|B] = [B AB A’B ... A" B] tem posto
n.

e Teorema ja provado: Qr = fOT M(t)BB"M ' (t)dt & invertivel <=
[A|B] é de posto n.

15.3 Prova: Controlavel = Completamente

Estabilizavel.

Consideraremos apenas o caso em que u € R (caso considerado no livro
do Ogata). Portanto, By x.
Na Aula 14, teorema 14.12, provamos que se o sistema & = Ax + Bu é

controlavel, entao as matrizes

p;:(e1 ey ... en):[A”‘lB|...]AQB|AB|B] (15.1)



CAPITULO 15. ESTABILIZABILIDADE

sao invertiveis e definem uma transformacao de variaveis

1 0 0
aq 1 0
as aq 1

xr = PQz

p—1 Qp—2 Aap-3 -

o o o O

1

116

(15.2)

que leva o sistema & = Az + Bu ao seguinte sistema (forma canonica dos

sistemas controlaveis):

Ly (0 LY (o)
0 0 1 0
%2 = - “1v (153
': 0 0 0 1 :
S W ASVIRY
onde aq, ..., a, sao os coeficientes do polinémio caracteristico de A:

p(A) =det(AN — A) = X"+ a A"+ -

15.4 Matriz de ganho

._|_an

Seja K a matriz de ganho nas variaveis z a ser usada no controle por

retroalimentacao (“feedback”) de estados

Note: u1x1 = —KixnZnxi-

UZ—KZ
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Escrevemos
K= {5” On—1 51:|1><n
Usando que

-0- | 0 O o - 0-

0 0 O 0O - 0
DA | i
(] — "o o0 o 0
1 Opn Op1 oo ... 01
escrevemos o sistema (15.3) com u = —K z como
| 0 1 0 0 |
0 0 1 0
i = : P (15.4)
0 0 0 1

—Qp — 0p —Qp_1 — Op—1 —ay — 01

R ~ .

Temos
| A —1 0 0 _
0 0 —1 0
det(\ — A) = det
0 0 o - —1
Qy, + 0p Ap_1 + Op_1 A+ a4+ 01

= A"+ (a1 + )N+ - F Nap— + One1) + an + 6
(15.5)
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15.5 Nota sobre o Sistema (15.4)

O sistema (15.4) pode ser escrito como:
21 = Z9, 22 = Z3, ceey Zn_l = Zn

Zn = _{(an + 571)21 + (an—l + 571—1)22 + e+ (al + 51)271}
Eisse sistema ¢ equivalente a:
2 4 (a4 602+ (a1 + 00 1)2" D 4 (g + Gn)z =0
Fazendo z; = e, temos que

A"+ (ag + o)A+ 4 (an, +6,) =0

0 que € a equacao caracteristica correspondente.

15.6  Polindmio Caracteristico Desejado e

determinacio de K.
Dado os autovalores desejados A1, ..., \,, construimos o polinémio
PA) = (A =A)(A =) ... (A= Ay)
Expandindo, temos:
pA) =N+ @\ 4+,

Para encontrar os valores de d que definem a matriz de ganho K,

impomos que p(\) seja igual ao polindomio na equagao (15.5):

A+ (a1 + )N+ (A +6) = AT @GN T+t ay,
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Isso implica que:
(51:&1—6L1, 52:&2—a2,..., 5n:&n—an

Concluimos, entao, que controlabilidade implica estabilizabilidade.
Mais ainda, temos uma maneira explicita de determinar a matriz de

ganho para qualquer escolha de autovalores.

15.7 Matriz de ganho nas variaveis originais

Usando que x = Pw e w = (Qz temos

(6ns Op—ts- -3 01)2 = (0ny Op_ty ..., 60)Q  'w = (6, 0p_1,...,01)Q 'P 1w
Portanto, nas variaveis originais x:

K= (6p,0n-1,...,01)Q 'P?

15.8 Estabilizavel = Controlavel

A prova neste caso é feita provando
Nao Controlavel = Nao Completamente Estabilizavel

Na aula 14, paragrafo 14.3, nos apresentamos o seguinte resultado.
Suponha que o sistema & = A% + Bu seja ndo controlavel com

posto[A|B] = ¢ < n. Entao existe um sistema equivalente tal que:

T A A T B
1 _ 11 12 1 i 1 U (15.6)
.’I.JQ 0 AQQ I9 0
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onde z; € R! e To € Rn_l, A € Réxf) Ag € fo(n—ﬁ)) Ay €
R(n—é)x(n—ﬂ).

Mais ainda, 71 = Aj1x1 + Biu é controlavel.

15.9 Matriz de Ganho K

Sejar =1,ousejau € R, e

Ty
u = —[Kl, KQ]

T2
onde K7 ¢ uma matriz 1 X [ e Ky é uma matriz 1 x (n —1).

Substituindo este u no sistema (15.6) obtemos

x A — BiKy A — BiK x
1l [4n 1481 Az 1442 1 (15.7)
To 0 Agy 3
Vamos calcular o polindémio caracteristico p(A) da matriz na equagao

(15.7):

M — Ay + BiKy —Ap + B K
p(A) =
0 AN — Ay

= det(A] — Agg) - det(A] — (A1 — B1K4))

onde det(A — Ayy) é o polindémio pa(A) correspondente & parte nao con-
trolavel do sistema. A prova pode ser feita usando eliminacao de Gauss.
Como nao é possivel alterar as raiz de ps(\) escolhendo K os sistema
nao ¢ estabilizavel, como queriamos demonstrar.
Note: ainda ¢é possivel estabilizar a parte controlével do sistema, mas a

estabilidade dependeré das raizes de py terem parte real negativa.



Capitulo 16

Observabilidade.

16.1 Definicao de Observabilidade

Considere o sistema de controle:
= f(z,u), ze€R", welR", y=h(z,u), yecR"(saida)

O sistema é observavel se, conhecendo a entrada e a saida

u:[0,T] - R", VT >0,
y:[0,7] = R™, VT >0,

é possivel determinar o estado inicial x(0).
Ver Ogata (Segao 9-7).

Para sistemas lineares:

T = Ax + Bu = f(x,u)

y=Cx+ Du= h(z,u)

121
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16.2 Observabilidade para sistemas lineares

No caso de sistemas lineares a definicao de observabilidade é equivalente &
seguinte:
Definicao

T = Ax
y=Cx

é observavel se conhecendo y(t),t € [0,T] é possivel determinar x(0).

Observacao:

Eliminam-se quantidades Bu e Du pois ambas podem ser incorporadas ao

y. De fato, sejam T e ¢ novas variaveis dadas por

r=27T+ /0 M(t — 7)Bu(r)dr

y=y+C </tM(t—T)Bu(T)dT> + Du
Nas novas variaveis o Siste(:)ma
T = Ax + Bu
y=Cx+ Du

fica

A

&
I
=N

Cz

N
I

16.3 Observabilidade e Sistemas Sobre-determinados

A solucao de & = Ax é

M (t)2(0) = ez(0)
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Logo se y(t) é conhecido, entao
y(t) =Cz(t) =CM(t)x(0) 0<t<T

consiste em um sistema sobre-determinado: as componentes de x(0) cons-
tituem n incognitas e, para qualquer 7" > 0, ha infinitas equacoes, uma
para cada valor de ¢.

O método dos minimos quadrados em dimensao finita diz que se a

solucao de um sistema sobrederteminado existe
Az=y onde zeR! yeRl qg<p
entao ela é dada pela solucao de
AT Az = ATy

Se a solucao nao existe, entao a solucao do sistema AT Az = ATy da a
“melhor aproximacao” no sentido do método dos minimos quadrados.
No caso do continuo de equagoes y(t) = Cx(t) = CM(t)z(0) 0 <

t <T a mesma ideia da

(/ MTcteM(t) dt) /M )T CTy(t)dt (16.1)

16.4 Definicao de Matriz de Observabilidade
Ry

Ry = / ' MTCTCM (t)dt (16.2)

Definimos também

Yr ::/O MT(#)CTy(y) dt
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Observagao: Se procurarmos o x(0) que minimiza a fungao
T
O(x) = / (y(t) —CM(t)x,y(t) —CM(t)x)dt xeR"
0
chegaremos exatamente a equagao (16.1), ou seja,

Rrz(0) = /O M()TCTy(t)dt = Yy

16.5 Teorema:

O sistema

r=Ax, y=Cx

é observavel se, e s6 se, Ry é nao singular para algum 7" > 0.
Valem as equivaléncias:

O sistema ¢ observavel < Ry ¢é nao singular V7T' > 0
= poth[AT‘OT] = {CT (AT>CT e (An—l)CT} =n

onde [AT|CT] é uma matriz n x nm.

16.6 Prova (ideia):
Se o sistema é observavel entao
y(t)=0, te€][0,T] paraalgum T > 0= z(0) =0

Logo a definicao de observabilidade é equivalente & seguinte propriedade

do sistema

xog:=2(0) #0=y(t) #0 para algum t > 0
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Qualquer saida ¢ da forma y(t) = CM(t)xg. Isso implica que
T T
| wo.vw)ae= [ crrta,crra) d
0 0
T
— <x0/ MY CTCM(t) dtx0>
0

7

(16.3)

:‘RrT
Suponha que o sistema é nao observavel. Entao existe T'> 0 e xy # 0

tal que f0T<y(t), y(t)) dt = 0. Mas da equagao (16.3)
<£13’0, RT$0> = det(RT) =0

Logo, nao observével implica det(Rr) = 0 ou, equivalentemente, det(Rr) #
0 implica observavel.

Se det(Ry) = 0 entdo existe xy # 0 tal que (zg, Rrxg) = 0. Da
equacao (16.3), para este xg # 0, y(t) = 0 para t € [0,T], e o sistema ¢é

nao observavel. Logo provamos
observével < det(Rr) # 0
Para a prova de que o posto
T (ATOT ... (An—l)TcT} —n

implica observabilidade, ver Ogata Secao 9-7.

Observacao
Note que as matrizes

T
Ry = / MT(t)CTCM(t) dt = matriz de observabilidade
0
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T
Qr = / M (t) BB M (t)dt = matriz de controlabilidade
0

coincidem se na matriz de observabilidade fizermos as substituicoes
M= M =t O BT
Provamos na aula sobre controlabilidade que
Qr € nao singular para V1T > 0 < posto [A|B] =n
Logo, o mesmo argumento implica
Rr é nio singular para VT > 0 < posto [AT|CT] = n
onde

[AT|07] = [CT (ATYCT ... (AHOT| (dimensdo n x nm).



Capitulo 17

Observadores.

17.1 Exemplo de Sistema Nao Estabilizavel
por Retroalimentagao de Saida (Output
Feedback)

Exemplo: O vetor de estado é:

/x1\ ( Y \

T2 Y

)\

a equacao diferencial do sistema é:
g™+ ay" Y by 4 any = u;

e a saida é y = 1.

Se usarmos retroalimentacao de saida, u = — Ky, a equagao fica:

y" a4+ (4, + K)y =0

127
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O polinémio caracteristico é obtido com a substituicdo y = eM:

PA) =N+ " 4+ (a, + K) =0 (17.1)

Proposicao Suponha que todas raizes de um polinémio real ménico,
p(A) = N+ e\ + aA"? + ..., possuem parte real extritamente
negativa. Entao todos os coeficientes do polindémio sao positivos.
Prova Basta escrever o polinomio na forma fatorada: p(A\) = (A—X)(A—
A2)(A — A3) ... com fatores repetidos no caso de raizes com multiplicidade
maior que um. Se todos os autovalores sdo reais e negativos, entao p(\) é
um produto da forma p(A\) = (A + | A1) (A + | A2]) (A + |As]) . .. e todos os
coeficientes de p(\) sao positivos.

Se Ay = —|b| + ic é complexo, entdo Ay = —|b| —ic e

A=A)A =) = A+ [b])* + 2 = A2 +20b| +b* + ¢

possui todos os coeficientes positivos cqd.

Pela proposicao se algum coeficiente do polinémio caracteristico é
estritamento negativo, entao o sistema ¢ instavel.

Suponha que um dos coeficientes ay, as, ..., a,_1 de p(A) na equagao
(17.1) seja negativo. Nao é possivel mudar esse coeficiente, uma vez que

K s6 altera a, Logo nao ¢é possivel estabilizar o sistema com feedback de

saida.

17.2 Construcao de Observadores

Considere o sistema:
t=Ar+Bu y=Cz (17.2)

onde:
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e r € R" sao as variaveis de estado
e u € R" sdo as entradas (variaveis de controle)
e y € R sao as variaveis de saida

Para construir o observador, fazemos uma réplica do sistema original e

adicionamos um acomplamento entre a réplica e o sistema original:
t=Ai+Bu+Lly—9) §=Ci (17.3)
onde:
o © € R" é 0 estimador de x € R"

e [ ¢é a matriz de ganho do observador

Subtraindo a equagao (18.2) da (18.1):

i —2 = Az + Bu— (At + Bu+ L(Cx — C#)) = Az — &) — LC(z — 7)
Definindo o vetor erro e := x — &, reescrevemos a equacgao acima como
é=(A—-LC)e

Queremos determinar L tal que a matriz A — LC' seja estéavel (todas

as raizes de seu polindmio caracteristico tém parte real negativa).

17.3 Definicao: Detectabilidade

O sistema © = Ax, y = Cx é detectavel se existe uma matriz L tal que

é = (A— LC)e ¢ estavel.
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Teorema: Se o sistema
t=Ar y=Cx (17.4)

é observavel, entdo ele é detectavel.!

17.4 Prova

Proposicao:
2= (A—LC)z ¢ estavel & 2 = (AT — CTL")z & estavel.

Prova: Note que
det(A — [A — LO]) = det(M — [A— LC))" = det(A — [AT —CTL™))).

Logo, as rafzes dos polinomios caracteristicos dos sistemas z = (A — LC)z
e 2= (A" —CTL")z sdo as mesmas. cqd.

Na aula 15 vimos que: se [A|B] tem posto n, entao dados A, Ao, .. .
¢ possivel encontra K tal que os auto-valores de A — BK sao Ay, Ag, .. ..

Como
A—BK — A"—CTL" sob aidentificacio A—A'B—-CT K — L'
temos que: se

ATICT) = [T (AT)CT L. (ao)T]

tem posto n, o que significa o sistema (17.4) ser observével, entao é possivel
escolher LT de modo que AT — CTLT possua autovalores prescritos. De
acordo com a Proposicao a matriz A — LC' terd os mesmos autovalores.

Isso conclui a prova do teorema.

1O sistema (17.4) é observével se conhecida a saida y : [0,7] — R™, com T > 0, é possivel

determinar x(0).
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17.5 Corolario

Se o sistema (17.4) é observavel, é possivel escolher autovalores A1, Ao, . ..
e depois encontrar uma matriz de ganho do observador L (se m =1, L é
obtida pelo algoritmo da aula 15) tal que os auto-valores de & (x — &) =
(A= LC)(z — &) sao A1, Ag, .... Portanto, escolhendo auto-valores com
parte real negativa garantimos que a diferenca e = x — 7 tenda a zero

quando t cresce.

O Efeito do Observador na Controlabilidade

por Realimentagao de Estado (Feedback)
Vimos no parédgrafo 17.1 que um sistema da forma
t = Ax + Bu y=~Cr

nao pode ser controlado com retroalimentacao de saida u = — K.
No entanto, com o uso de um observador podemos fazer uma retroali-

mentacgao usando o estado estimado z:

= Ax + Bu y=Cx u=—Kz
. (17.5)
Tt =AT+ Bu+ L(y — C%)

onde o ganho do controle K e o ganho do observador L precisam ser

escolhidos.
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17.6 Analise da Estabilidade do sistema (17.5)

Usando que e = x — &, a primeira equagao do sistema (17.5) pode ser

escrita como:
&t =Ar — BKi = Ax — BKx + BKx — BK: = (A — BK)x + BKe

Subtraindo a segunda equagao do sistema (17.5) da primeira obtemos
a equagao ¢ = (A — LO)e.

Com isso o sistema (17.5) pode ser reescrito como

t=(A— BK)x + BKe

(17.6)
é=(A—LC)e
ou na forma matricial:
t)y [A-BK BK x
¢ \ o a-r1c) \e

A equagao caracteristica do sistema (17.6) é dada por
A — (A — BK) BK
det
0 A — (A~ LC)
= det(AM — (A — BK)) -det(A\] — (A— LC)) =0

o que nos mostra que as raizes de det(Al — (A — BK))=0e
det(A — (A — LC)) = 0 sdo independentes.

17.7 Conclusao.

O controle por retroalimentacao de estados estimados por um observa-
dor requer que o sistema seja controlavel (posto[A|B] = n) e observavel

(posto[AT|CT] = n). O projeto do sistema de controle possui 2 etapas:
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a) Determinar a matriz de ganho de controle K como se estivéssemos
fazendo retroalimentacdo de estado ("state feedback").

b) Determinar a matriz de ganho do observador L.



Capitulo 18

Consideracoes Fisicas
Relativas a Escolha de

Parametros.

18.1 Introducao

Para entender as restricoes fisicas impostas na escolha de autovalores

(matriz de ganho), consideremos o sistema de 2 ordem:

my + by + ky = F (18.1)

IEstas notas foram parcialmente copiadas de diversas fontes encontradas na internet. Elas sdo de

uso exclusivo do curso: MAP2321 Técnicas em Teoria de Controle.

134
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TF

m | L

18.2 Autovalores

Os autovalores da equagao (1) sdo determinados por:

mA\ +bA+k=0

ou
A 4 2Cwp A+ w?r =0
onde:
2 ko .
w, = — € o quadrado da frequéncia natural
m
b b N : : :
¢ (razéo de amortecimento = "damping ratio")

oEkm m- 2w,

Os autovalores ficam:

2,42 __ 42
N, £ Y T e T

2

ou
A= —Cwy, £ iwy\/1 — (2 (18.2)

para ( < 1, o que implica que \ seja complexo.
Observagao: Se ( > 1, o sistema é superamortecido e a anélise

dinamica é similar & que fizemos para os sistemas de 1# ordem.
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Escrevendo

A= —vdiw=—Cw, £iw,\/1— 2

temos a parte real e a frequéncia do auto-valor

v="_w, € w=uw,\1—C_

A frequéncia w é chamada de frequéncia do sistema amortecido.

18.3 Parametros de desempenho (da Aula
10).

Para 0 < ¢ < 1:

T = constante de tempo = —
v (wy

T
t, = — = tempo do pico = ————
e L VI=0

M, = sobressinal = exp <_—V7r> = exp &ﬂ' = exp —#TF
g wp/T — (2 V1=

W

18.4 Consideracoes sobre w, e (

k Rigidez

Wp = - = PE—
m Inércia

Rigidez ¢ uma caracteristica que geralmente ¢é dificil de ser alterada e é

mais facil de ser estimada teoricamente.
¢ é proporcional a b, que é uma constante muitas vezes dificil de estimar

teoricamente. Em geral, b varia com a temperatura e idade.
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Conclusao: Na analise dos possiveis autovalores do sistema, é

razoavel considerar w, constante e ( como variavel.

18.5 Graficos

Os comportamentos de t, e M, (definidos no paragrafo 18.3) em fungao

de ¢ sao antagonicos, enquanto ¢, cresce com ¢, M, decresce, ver Figura.

18.6 Critério Empirico (Ogata pagina 171)

Ogata, na péagina 171, propoe (ver texto em anexo) o seguinte critério

empirico para a escolha de (:
04< (<08

Usando que (ver paragrafo 18.3)

(m ty

Ji_e& T

o critério empirico implica:
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t
1.4 <2 <42
T
e Usando que T' = % et, ==, temos

044 < 2 <133
w

Observagao: = ¢ da ordem de 1 e

v _ 1 :Mp:e—fﬂ =e " ~0.043
w

Observacao sobre w: Note que

w=wp\1—C?

onde w,, é conhecido da anélise do sistema sem dissipagao.
Para

04<(¢<0.8

temos

0.6w, <w<0.92w,

onde ¢ = 0.8 corresponde a 0.6 w,, e ¢ = 0.4 corresponde a 0.92w,,.
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