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Um resultado bastante conhecido é o de que, se uma fungao f, definida em uma
vizinhanga da origem, é diferenciavel na origem, entio o quociente centrado de diferencas
converge, ou seja, o limite lims_.q L(—h)—;hﬁ;'ﬂ existe e é igual f'(0). Entretanto, a

reciproca, em geral, & falsa e o contra-exemplo € a fungao f(z)} = |z|. O que poderiamos

dizer a respeito dos quocientes nao-centrados de diferengas?

Teorema.
Seja f: R — R definida em uma vizinhanga da origem, continua na origem, e seja

a uma constante tal que a # £1. Se o limite

existir, entdo f sera diferencidvel na origem.

Prova: Vamos inicialmente, provar o resultado para L =0 ¢ 0 <a< 1.
Seja D(a,h) = LA=Ll=h)

=a)hA

Seja € > 0; como limy_.g ﬂ:—;:—gz—ﬂ =0, existe § >0 tal que:

f(h) — f(ah)
h .

0<|h|<é = <e
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e, portanto, 0 < (k| <6 = |D(ah)| <e.

Tomando-se 7 > 1, teremos:
0<|a’h|<§ = |D(a,a’h)j<e
e, como |a’k| < |h| < 6, entdo
0<|h|<§ = |D(a,d’h)| <e.

Vamos provar que, para todo n > 1, vale a igualdade:

= v f(B) = f(a™h)
Za D(a,a h) = W‘

j=0
A prova é obtida mediante a aplicagdo do Principio da Indugdo Finita.
Para n=1, temos

n—1

~ ; f(h) = f(ah)
a’D(a,a’h) = a°D(a,a’h) = D(a,h) = ————.
; D(a,o'h) = a*D(a,a*h) = Dla, h) = =0

Supondo que a relagao seja valida para n, para n+1 temos:

(n+1}-1 n n—1
Z a’D(a,a’h) = ZajD(a,ajh) =a"D(a,a"h) + E a’ D(a,a’h)
j=0 j=0 j=0
_ a"{f(a™h) — f(a™*'h)| 4 218 — fla"h)
a*(1—a)h (1 —a)h
_ f(h) = fa™*'h)
- (1-a)h

Isto estabelece a validade de (2).

Da relagao (2), utilizando a propriedade triangular escrevemos, para todo n 2> 1t

If(R) = f(a"R)] "2 ;
Ta-an < Z“’ID('JN’ h)|.

=0

De (1) vem, para todo 0 < |h| < § etodo n2 1

n n-1 n-—1
___lf(h()l—_f;()‘; L < Zale(a.ajh)| < j_ZoajC.

j=0
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de onde se conclui que

)~ famh) a1 —an)
(1 -a)lh| z (1-—a)

Assim, para 0 < |h| < § etodo n > 1, tem-se

|f(h) = f(a™h)]
i

Somando-se e subtraindo-se f(0) no interior do médulo do numerador vem, para

< €.

todo 0<|hi<d e n>1

f(R) — £(0) + f(0) — f(a™h)
h

f(h) = f(a™h)  f(a™h) = f(0)
=‘ h - h ‘<"'

e, novamente usando a propriedade triangular, obtém-se

s, ®

(a"h) — £(0)
h

Agora, vamos escolher um n conveniente.

Fixado n tal que 0 < |h] <4, seja & €]0,4[ tal que
0<|t|j< & = |f(t) - f(0)] < elhl.
Seja ng =ng(81,€) € IV tal que a”|h| < §,. Entdo

-

s

[\

P P .
=

a™hl < &
ng <39

a

Utilizando-se umn n > ny fixado em (3), conclui-se que

‘f ;( <2

.

Esta tltima relagao ndo depende de n e é, portanto, valida para todo h tal que
0 < |h| < 6.

Assim, conclui-se que f é diferencidvel na origem, o que completa a prova no caso

em que L =0,
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Consideremos, agora, L # 0. Definimos a fungio g(z) = f(z) — Lz.
Dai
B = g(ah) _ . J(R)~ flah) _

gl
oS g Tl S TR T

0
e, utilizando-se o resultado anteriormente provado, conclui-se que a fungido g ¢€ dife-
rencidvel na origem.
Para 0 caso em que a =0, a conclusio € imediata:
f(h)—ptaa) .. JR) - f(0)
Bk isT R O

Para o caso em que a > 1, observamos que
h
)= 1
lim D(a, h) = lim D(a, &) = fim L) =08 _ o pd
A—0 A—0 @' h=0 (l-a)t Th=0'a

e recaimos no caso em que 0 <a < 1.

Finalmente, para o caso em que a < 0, basta observar que

_ f(h)— f(ah) _ f(h)~f(-ah) _ . 1 _
D(a,h) = h =T dtah = D(-~,~-ah)

. . 1
Pﬂ D(a,h) = iﬂ D(—;, —ah).

O exposto acima ¢ baseado no artigo de P.P.B. Eggermont, intitulado Noncentral
Difference Quotients and the Derivative, publicado no American Mathematical Monthly,

n°® 6, vol.95, 1988, pp. 551 a 553.



