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I. Curvas no plano

Neste estudo diferencial das curvas planas, ha uma série de propriedades a serem

exigidas das mesmas. Em particular, elas devem ser diferencidveis continuamente até a 3a.

ordem. i.e., devem ser de classe C3.

Para essas curvas, pode-se definir o referencial de Frenet, um “referencial mdvel”

ortonormal ao longo da curva, no qual as propriedades da mesma sdo meihor analisadas

localmente. Seja a curva v definida assim:
7:{a,8) = R? / ~(t) = (z:(t), 72(2))

Z1. z2 funcoes C3.
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Nessa curva, definimos o vetor velocidade
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Se I7(t) =v(t) #0 em 7, acurvaé regutar. Nesse caso, pode-se reparametrizar

a curva para que o modulo da velocidade seja unitario:
(s =1
70, L) = R* (7(s) = (31(s), z2(s))
(L : comprimento da curva).
Esse parametro s € o comprimento de arco.
Nessa parametrizagao, define-se o rererenciai de Frenet:
{ T(s) = 7(s) 3
N(s) = rotagao de + 90° de T(s) .
Esses vetores satisfazem as equagoes de Frenet:
{ T'(s) = k(s)N(s) ()
N'(s) = —k(s)N(s)
onde k(s) é chamada curvatura de ~(s).

Observe-se que, por 7 ser C3, k'(s) existe e é continua.

Além disso, ha uma férmula simples para k(s):

onde 6(s) éo angulo entre o vetor T(s) e oeixo Oz.

Uma curva plana é fechada se v{(0) =v(L). Se v é C®, é claro que os vetores T(s),
N(s), a fungéo' k(s) esua derivada k'(s) devem ser continuos.

Uma curva fechada simples é tal que ~(s;) # v(s2), 91 # $2, excetose sy =0 e
s7 = L. Ela é conveza se quaisquer dois pontos internos a ela podem ser unidos por uma

reta pertencente ao interior da curva. Pode-se demonstrar que:

Lema 1. Uma curva C? regular, simples e fechada com k # 0 ¢ convexa. (Prova: Su
Buchim, “Lectures on Differential Geometry”, pp.10-12.)
A convexidade da curva garante, em particular. que qualquer reta s6 a corta em dois

pontos. 26



1. Aplicacio de curvas convexas na circunferéncia

Definimos uma aplicagio que leva uma curva 7, pa qual estda definido o referencial

de Frenet, na circunferéncia de raio 1.

'Y ;91

(N
N

Xy

0 Ki
Ela é definida:

Fiy—C/F((s)=0+T(s) 0<s<L

(O : origem do sistema %, 7).
Lema 2. A transformagao F definida acima é sobrejetora. para curvas fechadas.

Prova. A fun¢ido 6(s), definida anteriormente, é continua, para curvas com referencial

de Frenet bem definido e fechadas. Além disso, se s =0 € o ponto em que & =0, pela
continuidade de f(s) vé-se que § =21 em s = L, que € 0 mesmo ponto, em v, que

3 = 0. Logo, como #(s) é continua, assume todos os valores entre 0 e 27 = F é

sobrejetora. ]

Observe-se que, nesse caso, pode-se garantir que para todo ponto M de v existe

N tal que o vetor tangente em N ¢é oposto ao vetor tangente em M. A unicidade vem

pelo
Lema 3. A transformacao F definida acima é biunivoca, para curvas convexas.

Prova. Se a curva € convexa, k > 0 (ou < 0, dependendo da orientagao). Logo,

#'(s) = k(s) > 0. Istoé: 8(s) é monotonicamente crescente = como F(7(s)) = O+T{(s),
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e o angulo entre f(s) e Oz, é 8(s), F é biunivoca. V ‘ ]

Definiga ‘riice 6
finigdo. Vertice é um ponto, numa curva. em que a curvatura k& € maxima ou

minima localmente (k' = 0).

Ex.:
Vértices
Elipse Circulo: todos os pontos sao vértices.
Teorema dos 4 Vértices
(Mukhopadhaya, 1909).
Seja ¥ uma curva C*, regular, fechada. simples e convexa. Entao v tem no minimo
4 vértices.

Apresentamos primeiramente uma prova classica (J. Stoker, “Differential Geometry”).

Prova 1. Como K(s) é continuamente diferencidvel, pois v(s) ¢ C°, pode-se definir a
derivada K'(s) = 8"(s) (6(s) definido anteriormente).

Como K' é continua, assumindo o mesmo valorem s =0 e s = L, pelo teorema
de Bolzano ela deve se anular um nimero par de vezes no intervalo 0 < s < L. Logo, o
numero de veértices (A’ = 0) deve ser par, e nde pode ser zero. pois a fungio N(s) é
continua e definida num compa:cto = tem maximo e minimo. Suponhamos entao, por
absurdo, que +(s) tenha 2 vértices.

Pela convexidade de v, pode-se definir o eixo .X, como passando pelos pontos P

e Q, onde L' =0, os vértices:



Xy
>0
/ K'>o
Al o 1 4

\ ,
X1 €0 \\—/K <o

de tal modo que, como A’ sé deve mudar de sinal duas vezes, ela seja positiva para

X2 >0 e negativa para X; < 0.

Claramente, a integral

L
/ Xo(s)K'(s)ds
0

é diferente de zero. pois X,;/’ > 0 acima e abaixo do eixo X3.

Mas, cailculando diretamente,
L L
| K@K s = [ X(01at"(s)es =
0 0

L
= [2()0 ()} — / X3(5)6(s)ds

Como X,(0) = X3(L) =0, a parte integrada é zero. Além disso,
Xi(s) = sen 8(s) (def. de T(s)).

L L
Portanto [ Xa(s)K'(s)ds = / (—sen 8(s))#(s)ds = {cosb(s)]¢ = 0.
Jo

/0

[sso é uma contradi¢do. Logo, o niimero de vértices deve ser maior que 2, ou seja, 4.

Como a elipse, por exemplo, tem 4 vértices, o numero minimo de vértices realmente ¢ 4.

Nosso grupo de iniciagao cientifica elaborou uma prova que, a nosso ver, torna um
pouco mais natural a introdugao de uma integral para eacontrar a contradi¢ao no argu-

mento de redugdo ao absurdo. usando a transformagao F definida anteriormente {I1).
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Prova 2. Seja a curva v C?, fechada. simples e convexa. Entao. pelos lemas 2 e 3, a

imagem de v sob F é a circunferéncia C de raio 1, inteira, biuntivocamente.

Para provar que o numero de vértices deve ser par. suponhamos que s = 0 seja o
ponto de curvatura maxima. Se observamos que K = §'(s) é a velocidade da curva e
(imagem de v, F{(v)), e % = ¢'(s) ¢é a sua aceleragao, vemos que, se o numero de
vértices fosse impar, &' mudaria de sinal um numero impar de vezes entre 3 = 0 e
s = L. Mas isso implicaria que ' estivesse diminuindo para s — L, o que € uma
contradi¢ao, pois ¢(0) = 8'(L) é maxma em +(0).

Suponhamos. entdo, que haja 2 vértices, ja que deve haver vértices para que [(s) =

8'(s) seja continua. Sejam P e Q os pontos de curvatura maxima e minima, respecti-

vamente.

Na figura acima escolhemos o ponto M. entre P e @, tal que o angulo entre
T em M(= T(M)) e T(P) seja igual a menos o angulo entre T(M) e T(Q), e
que certamente pode ser feito, e escolhemos eixos X,;, X, tais que 'f(ﬂ/!) é paralelo a

0X,. Se aplicamos a v a aplicagdo F, e expressamos a imagem no mesmo sistema de

coordenadas X,;, X;:
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(F(P) ésimétrico a F(Q) em relagao ao eixo X,).

A curva J(s), imagem de ¥ sob F, é entdo escrita:
(3) = F(q(s)) = (cos 8(s),sen 8(s)) = ()?1(3), X2(3)).

Como X|(s) = —(sen8(s)).8'(s),

XL - X0 =- /OL #(s)sen 8(s)ds (2)

Mas, como 5(0) = F(7(0), F(L)=F(x(L) e (0)=7(L), Fa(L)=Ki(0) e
portanto X,(L) — £,(0) = 0.

A integral a direita em (2), no entanto, ndo é zero. Para ver 1sso, notemos que
9'(s) = K(s) aumentade F(Q) a F(P) e diminuide F(P) a F(Q) (sentido positivo
em 7).

Portanto, K(s) é maior acima do eixo X, isto €, para pontos simétricos em relagao
ao eixo X a curvatura é maior para o ponto com .X; > 0. O sen §(s) é positivo acima
do eixo X e negativo abaixo, e para pontos simétricos seu valor absoluto é o mesmo.
Logo, a integral em (2) nao pode ser nula. Isso é uma contradigao, portanto deve haver

mais do que 2 vértices, ou seja, pelo menos 4. Como a elipse, por ex., tem exatamente 4,

o minimo ¢ realmente 4. L]
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