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Resurno

Neste trabalho apresentaremos uma técnica iterativa para calcular a
solução maximal de um conjunto de equações algébricas de Riccati aco-
pIadas entre si (EAR,4) a tempo discreto, baseada no método de diferença
temporal. As E.ARA estão relacionadas ao controle ótimo de sistemas Ii-
neares com saltos Markovianos e tem sido estudadas extensivamente nos
últimos anos. Traçaremos um paralelo com a teoria de algoritmos de dife-
renças temporais para processos de decisão Markovianos para desenvolver
um algoritmo iterativo dependente de um parâmetro À e [0, 1] para a so-
lução maximal das tIARA. Para o caso especial onde À = 1 e À = 0 temos
a situação na qual os algoritmos se reduzem à iteração das equações a di-
ferenças de Riccati (iteração de valores) e o método de quasi-linearização
(iteração de estratégias) respectivamente. Apresentamos algoritmos de di-
ferença temporal para os casos em que a matriz de transição é conhecida
e para o caso em que não é conhecida.

Abstract
In this paper we present an iterative technique for deriving the maxi-

mal solution of a set of discrete-time coupled algebraic Riccati equations
(CARE), based on temporal difference methods. CARE are related to
the optimal control of Markovian jump linear systems and have been ex-
tensively studied over the last few years. We trace a parallel with the
theory of temporal difference algorithms for Markovian decision processes
to develop a À-policy iteration like algorithm for the muimal solution of
these equations. For the special cases in which À = 0 and À = 1 we have
the situation in which the algorithm reduces to the iterations of the Ric-
cati difference equations (value iteration) and quasi-linearization method
(policy iteration) respectively. We present temporal difference a]gorithms
for the case in which the transition matrix is known and for the case in
which it is not known.

Contou com o auxílio financeiro da:
- Fundação de Amparo à Pesquisa do estado de São Paulo (FAPESP)
t Conselho Nacional de Desenvolvimento Científico e Tecnológico (CNPq)
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1 Introdução
Neste trabalho consideraremos o seguinte modelo em um espaço probabilístico
(O, P, {&}, F) apropriado, conhecido na literatura internacional como sistemas
lineares com saltos Markovianos a tempo discreto (vide. (?)):

1(A + 1) = '40(#)2(#) + BoCk)uCk)
z(0) = ao, 0(0) = do, (1)

onde 0(k) é uma cadeia de Markov tomando valores em {1, . . . , N} com a matriz
de transição de probabilidade P = (po ). Seja E = {u = (u(0), . . .); u(A) é :F k-
mensurável para cada #}. Para u € E, considere o seguinte funcional quadrático
nara o sistema (1) :

1 \ ( 1 o l o o ) ( a ) = JE ( r o 1 o o ) ( É | Oo ( k ) 1 ( k )

DoCk)„(k) 1= )i (2)

Deseja-se minimizar (2) sob u € E. Nos artigos ((?), (?),(?)) mostra-se que
a solução deste problema esta associada à existência de uma solução P =
(Pl, . . . , PN ), Pi 2 C) à = 1, . . . , N, do seguinte conjunto de equações algébricas
de Riccati acopladas entre si (E:ARA), para i = 1, . . . , N

Xi = ,4;& (X) A + C\Ci – ,4;& (X)Bi ÇB'i8i (X)Bi
+ DliDiBriC,(X) A, (3)

onde f (X) = (& (X), . . . , fN (X)) é definido, para X = (Xl , . , X/r) como
N

&(X) = }_,Pij Xj .
3= 1

(4)

Se tal solução P existe, pode-se mostrar (vide (?)) que a lei de controle
ótima para o problema dado pelas equações (1), (2) e (3) é obtida pela lei de
controle de realimentação

uCk) = Fo(k 13tk 1 (3)

(6)

onde F = (Fl, . . . , FN) é dado por

Fi = – (B;& (P) 8 + DIDi)–1 B;& (P)A .

Associado aos problemas de horizonte infinito (1), (2), temos o problema
de horizonte ânito (7) no qual, para algum S = (Sl, . . . , S N) e HP+ , deseja-se
encontrar um u(0), . . . , u(n) tal que minimize o seguinte funcional

J ,,..9.,(u) = E,1..o.1 (8(116(k),(k)El=
(7)

D,(,)„(#)2) + '(' + 1)’50(x+,)'(„ + 1)) -
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Como é provado em (?), a solução deste problema pode ser obtida do seguinte
conjunto de equações a diferença de Riccati para A = n, . . . , 0,

8(k) = ,4;&(PCA + 1)),4á + CECi
– A;&(P(k + 1))&(B;&(P(k + 1))B,
+ D:a)B;&(p(k + 1))Ai
= (_4, + B,F,(k))’&(p(k + i))(a, + B,F,(k))
+ o: cá + a(A)/D;Da(k)

(8)

onde P(€ + 1) = S e

a(#) = – (B;&(p(k + 1))B.
+ D:DO–1 B:& (P(k)) Ai. (9)

A lei de controle ótima de (7) é dada por

u(A) = Fo(t) (h)'(k)

e sob algumas condições (vide (?)), P(k) converge para uma solução semi-
definida positiva P de (3)

Traçando um paralelo entre a teoria acima e a teoria de processos Markovia-
nos de decisão (PMD), poderíamos relacionar as iterações (8),(9) com a técnica
chamada de iteração de valores em PNID. Por outro lado, como será apresentado
no Lema 4 abaixo (vide Observação 1), o método chamado de quasi-linearização
para obter a solução de (3) pode ser visto como a técnica de iteração de estraté-
gias para PMD , envolvendo a parte de avaliação de estratégia e melhoramento
de estratégia.

O primeiro objetivo deste trabalho (seção 3) é aplicar o método de diferença
temporal para obter a solução ótima P para as EAR.4 (3), (4) quando a matriz
de transição ? é conhecida. Alguns àlgoritmos numéricos baseados na equação
de Riccati, equação de Liapunov, e programação convexa tem sido propostos nos
artigos ((?), (?), (?), (?), (?)). Entretanto se o número de modos de operação
N do sistema for grande, um método específico que só usa a técnica de iteração
de valores (ao invés de otimização convexa e inversões de matrizes) pode ser
vantajoso desde que possua uma rápida convergência. Aplicaremos essas idéias
para obter um método iterativo para calcular a solução maximal de (3), (4),
a ser definido na seção seguinte. Como será visto abaixo, esse método traça
um paralelo com o método de TD de iteração de estratégias em PMD quando
? é conhecida. Para À = 0 nossa técnica se reduz à técnica apresentada nas
equações (8), (9) (iteração de valores), enquanto que para À = 1 se reduz ao
método de quasi-linearização que será apresentado no Lema 4.

A outra meta neste trabalho (seção 4) é obter a solução ótima P, porém
quando a matriz de transição de probabilidades P é desconhecida. Para isto
vamos a usar a técnica chamada de TD(À) (vide (?),(?)), que mistura idéias
de simulação de Monte Carlo e programação dinâmica. O método de TD pode
aprender diretamente das observações da cadeia de Markov sem ter P, e também
pode atualizar estimativas baseadas em outras estimativas apreendidas, sem ter
que esperar pelo resultado final

Um exemplo para os 2 casos (? conhecido e P não conhecido) é apresentado
na seção 5. e as conclusões na seção 6.
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2 Notação e resultados preliminares
Para X e Y espaços de Banach, definimos 13(X, Y) o espaço de Banach de todos
os operadores lineares de X em Y, com a norma uniforme induzida representada
por II.11_ Por simplicidade usaremos IB(X) := iB(X, X). O raio espectral de um
operador g e IB(X) será derrotado por r„(g). Se X é um espaço de Hilbert o
produto interno será derrotado por <_; .), e para g € 1B(X), g* denotará o opera-
dor adjunto de g. Como é usual, g 2 0 (g > 0 respectivamente) denotará que
o operador g e IB(X) é positivo semi-definido (positivo definido). Em particular
denotaremos o espaço complexo n-dimensional por C” e por B(C- , W ) o espaço
linear de todas as matrizes m x n com norma limitada, e IB(C” ) := IB(C” , C” )-

O conjunto p“” é formado pelo espaço linear de todas as aV-seqüências
das matrizes complexas Y = (Yr , ._. , 1’-N) com 1’i e IB((C” , W ), i = 1, . . . , N
e, por simplicidade, o conjunto !HP := m’”. Para 1'’ = (1“1, . . . , %) € H’"m
consideraremos a seguinte norma em liP’”

N

11vEI := :, IInf
i=1

(10)

É fácil verificar que equipado com a norma acima HP’T” é um espaço de Banach.
Definimos

se

bIn+ := {y = (h, . . . , %) elEiP; 1$ 2 0, Vá}

e escrevemos que Y > S onde 1/ = ( 1’1 , . . . , Vv) € HIP e S = (Sl, . . . , S N) € 1P ,

y – S = (y, – S„.. . , Y„, – sN) € 1W+,
e que V > S se Vi – Sí > 0 para i = 1, . . . , N. Para, r = (Fl, . . . , F,v) € 1P
definimos os seguintes operadores, C(-) = (É1('),...,zÀ-(')) e IB(H” ) e g(-) =
(gl ( ), - . . , gN( )) € 1B(m”) para Y = (Vl, . . . , 1’N) e !HP e i, i = 1, . - . , À-,

ri(1') := r;& (.)rj
N

aj (y) := E por iRr;
i=1

(11)

(12)

onde o ODerador f (.) = (fl(-), . . . , &v(.)) e IB(A") á definido como em (4).
É simples verificar que os operadores E , E, e g papel IP+ em IEiP+ , e que
,aCE) = ra(g)-

Assumimos no modelo (1) e na função de custo (2) que .4 = (Ar , . . . , .4À, ) e
m’, B = (81, . . . , BN) € w”'”, o = (cl, . . . , a.„) € W’P eD = (Dl. --- , DN) e
HP’P. Como for mostrado em (?), (?), o modelo (1) com u(h) = Fo(k)3(h), e
1:(A) = E (1(k)z(k)* 1{o(k)=i})9 Y(k) = (t-1 (k)7 . . . ) %(A)) e HIT+ leva a

1/(k + 1) = g(V(k)), A = O. 1,
onde ri = Ai + BiFi em (12). Vamos definir o conceito de estabilidade que será
usado nas seções seguintes.

Definição 1 DiTemo s que F = kF 1, . . . , FN) e W’"' estabiliza (a, B) no sen-
ti.do da média quadrática se, quando fazemos uCk) = 8(k)rCA:) no sistema (1),

temos que E (113(#)112) o 0 quando A + x paTa qQQtqueT condição ánác ia/ de
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3(0) e 0(0). D iremos @e (A, B) é estabilãzávet na média quadrática se para
algum F = (F\, , , . , FN) e IBp’m, temos que F estabitiza (A,B) no sentido da
média quadrátãca.

o seguinte resultado, provado em (?), mostra que F = (Fl , . . . , FN) estabili-
za o sistema (1) no sentido da média quadrática se e somente se o raio espectral
do operador (12) (ou (11)) em malha fechada é menor que 1

Lema 1 F = (F1, . . . , FN) e IF_P’f” estabiliza (A, B) no sentido da média q aa-
drática se e somente se ra(g) < 1, onde g é como em (12) com Fi = Ai + BiFi

o seguinte Lema, provado em (?), é crucial para o desenvolvimento deste tra-
balho' Seja ri = -4i +BtFi, á = 1 > ' „ 1 Nl para algum F = (Fl7•'• ? FN) e Hp’m
Considere também o operador Z(') = (Zl ( ), . . . , zN ( )) e IB(Mn ) definido como

a(-) := A;&(.)Ai, i = \, . . . , N (13)

onde Ai = Ai + Bi(Ii, i = 1, . . . , JV, para algum G = (Gr , . . . , G N) e lip’m

Lema 2 Considere É e Z de$nidos em (11) e (13) acima, com Fi = Ai + BiF,
e Ai = _41 + BiG i , i = \, . . . ,N . Suponha q&e r„(€) < 1 e para algum P =
(Pr, . . . , PN) 20 e ô > 0,

pi – A;&(p) Aí 2 à kG 1 – FiT ’(Gi – a), i = 1, . . . , N, (14)

Então r„(t) < 1.

Definição 2 DeÊnimos F(.) = (71 ('), . . . , F/v(')) : HP+ 4 W’Tn , ?(') =
(y’1 (-), . . - , %(')) : Ip’m + HPe IR = (Rl (')! ' „ 1 RN(')) : IFIP+ + HP+ co-
TIIO

Fi(X) := – (B;&(X)& + D'iD Ü– 1 B;&(X).4{
RCF) := 0:Ci + F: D'iD iF.

R,(X) := _4;& (X).4, + O;C,

.4;& (X)Bi (B!& (X)Bi

(15)

+ D;Dá) –18;&(X)_41

,nd, X = (X„. . .,X„) e W+ , F = (F„ . .. , F.,,') e W-":
Também temos o seguinte resultado (vide a prova em (?)):

Lema 3 SupOTIha qbe F = ÇF\, . . . , FN) € iW'm estabilãza ('4, B) no sentido da
média quadrátàca. Então eziste uma única solução 5(F) para a equação em Y

}; – (,4, + B,F,V ’ & (Y) (A, + B,F,\
– ( GjGi + F:D’iDiFi) = 0,

(16)

,4Jém disso.

De

s(F) = E' r' (y(F)) .
1'=0

( 17)
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A seguinte identidade será útil nas próximas seções: para qualquer F
(Fr , _ . . , FN) € 1Bp’m , temos que

(Ai + BiFi)' &(S) (Ai + BiFi) + FjDliDiF,
= (,4, + B,7,(S))’&(S) ('4, + B,/,(S))
+ /,(S)’ D',D,:F,ÇSl

+ (a – R(s))’(B;&(s)a + DjDi) (8 – ECS)) .

(18)

o seguinte Lema provado em (?), provê a existência de uma solução maximal
para (3) quando (_4, B) é estável na média quadrática. É baseado na técnica de
auasi-linearizacão para a EAIIA (3), e paralelamente à técnica de iteração de
estratégias para PMD (vide Observação 1 abaixo)_

Lema 4 Suponha que (A, B) é estabitizável na média quadrática e considere
FO = (AO, , . . , F/$) € Hp’m tal que estabiliza (_4, B) no sentido da média qua-
drática, Então para / = 0, 1, 2, . . ., eriste X1 = (X{, . . . , Xk) gIre satisfaz às
seguintes propTietiaties:

a) Xo ? Xl 2 - . . 2 Xz 2 À’, para um X e HP+ arbitrário tal que X ? R(X)

b) ra(Zí) < 1 .onde Zz (.) = (E{ (.), . . . , É{,\.(')) e para i = 1, . . . , N,

4(-) := -41’&(.)4,
,4{ := Ai + BiF! ,

F! := E (X/–1) for J = 1, 2, . . . .

c) Xl satisfaz X1 = El (Xl) + Y (F:) e é dado por X1 = ELo (Z:1)k (Y (P) ) .
Além dãsso e=iste um X+ = (XF, . . . , X;) e MP+ tal gIre X+ = 72(X+),

X+ > X paTa qualquer X e IEn+ tal que X 2 72(X), e Xl –> X+ quando
/ –> oo. Mais ainda ra(É+) $ 1, onde C+(.) = (É?(-), . . . , E 1( )) é de$nido

como E: (.) = A;’&(.)_4: , paTa á = \, . . . , N , e

F,* = 8 (X*)
,4: = ,41 + BiF:

Observação 1 O passo cJ do Lema 1.4, qtLe corresponde ao cálculo da solução
do sistema linear

xl = r1 (xl) + y (Fl) ,

pode ser u isto como o passo de avalãação de estratégias na técnica de itemção
de estratégias para PMD, enquanto que da identidade (18),

(-4i + Bf'-€)’&(X')(Aí + BiFi) + CIC'i + FID'iDiFi =
x! – (FJ – E (xz))’(B;&(xl)Bi + D;Dá) CF! – a(x 1))
+ ( 8 – E(xl))’ (B;&(xl)Bi + D;Dá) (E – n (xl))

e o lado direito é minimizado em Fi escolhendo Fi = F1+1 = :Fi (X1) , que pode
ser visto como o passo de melhoramento de estrctégàas.
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3 Método de diferença temporal quando se co-
nhece a matriz ?

O passo de avaliação de estratégias do método de iteração de estratégias apre
sentado no Lemma 4 poderia ser realizada por iteração de valores já que, como
visto em c) no Lema 4,

De

x' = E (r')* (y(F'))
k=O

e do fato de que, como r, (Z1) < 1, o somatório acima pode ser truncado para
um inteiro suficientemente grande N, e

FL

x' = E (r;)* (y(F')) .
A=O

Se r, (Zz) está perto de 1, a convergência acima pode ser lenta, e desta
maneira seria interessante usar uma abordagem na qual o raio espectral do
operador associado é reduzido para acelerar o método de iteração de estratégias.
Para tanto apresentamos abaixo um algoritmo de iteração de estratégias, o qual
traça um paralelo com o método do TD em Programação N=eurndinâmica (vide,
por exemplo, (?),(?)) quando a matriz de transição P é conhecida

Considere À e (0, 1). Suponha que na iteração Z, tenhamos (Se-1 , Ft) tal
que vIP/ estabiliza a( ,4, B) no sentido da média quadrática.

Para k = 0, 1, . . ., definimos o TD associado à transição de 0(k) a 0( A + 1)
da seguinte forma:

Pt (k) = $r (k – 1)’ (q(k)oo(k)

=,,';*)„b(*)„,'*,,,'(*) * („'*, *'.„,,á(~))“âi~=*=)(„„*, * „„~,á(~)) –'âí*:)).„* – :,
01(k) = (Ao(A) + 80(É)4(É)) @€(A – 1)

@/(–1) = 1.

Podemos ver Fé(k) como nrn estágio da matriz de custo no tempo A, para um
sistema linear com saltos Markovianos a tempo discreto (1). A matriz de custo
com o fator de desconto À é dado por

00

AÍ = :/ E (;\kF/(k)10(0) = á) .
A=O

(19)

A próxima matriz de custo é dada por

Si = SÍ–1 + A! (20)

e nos referimos ao método acima como sendo o método de À-iteração de estra-
tégias. N'ote que

E (r/ (k) to (o) = i) = (4)É (y (Fé) )
+ (zF)**: (s'–=) – (rí)* (s'–=) (21)

7



e da hipótese r„(ÀÉZ) < 1, existe um a ? 0, 0 < b < 1 tal que

(ÀZ/)k $ abR (22)

e segue de (21) e (22) que o somatório (19) é bem definido,
Defina Ml ( S) = (M{ (S), . . . ,Uk(S)) como

,UÍ(S) = À#(S) + (1 – À)Z' (S'–1)

onde Ti (S) = (#(S), . . . , T{(S)) é definido como

%'(S) = (4, + B,Fil' & (S) (A, + B,F/)
+ C\Ci + FE' D\DiF it

= a (s) + Y ( F') .

Lema 5 Para k = 0, 1,

(M/)k (s) = (1 – À) [r (sf–1) +

+ ÀÃ–l (r)k (s/–1) | + Àk (p) É (5).
Prova: Vide (?).

Lema 6 Suponha que aFe estabihza a('4, B) no sentido da média quadrá-
tAca. Então

i) E=iste um único R q&e satisfaz

R = M{LR), e R = Si onde St satisfaz (20).

8

a ) Parü 0 $ À < 1, R = 5/
00

sI = (1 – À) := Àk (rf)k+1 (sf–1)
k=O

Prova: Vide (?).
Do Lema 6,

a

(23)SE = ÀZ' (Sf ) + (1 – À)C' (Sf–1) + Y (F') ,

onde Z€C ) = (/:{ (-): 7 /:1( )) e

E;(.) := (Ai + BiF')'& (.)(Ai + BiF'')

Considere Fo = (Flo, . . . . F+) € W=’m, 0 $ À < 1, e S– 1 e
tal que

A) r' (ÀZo) < 1
B) 1'’ ? P onde P é a solução maximal da EAR'4 (3)

c) Ar'’ (s–:) + (1 – À)ro(1’) $ s–~

1’ e HP+

8



Observação 2 Supontta que Fo estabiliza (,4, B) no sentido da média quadrátã-
ca. Então do Lema g, ezãste uma única solução Y 2 0 satisfazendo Y = To(Y)
e Y 2 P. Portanto para esse Fo e com S– 1 = Y , V = Y, Al),A2),A3) são
satisfeitas para qualquer À = [0, 1).

Definimos o algoritmo À-iteração de estratégias para Z = 0, 1, . . . da seguinte
maneira:

i) F{ = Fi (l:€–1) (exceto para Z = 0).

ü) S! a solução da equação (23).

Este algoritmo corresponde ao TD para o caso que ? é conhecido. Temos a
seguinte prova de convergência neste caso.

Teorema 1 Suponha que (.4, B) seja estabilizáve! na média quadrática e AI),
_42J, ,43) sejam satisfeitas . Então paTa cada / = 0, 1, . . . , temos que MFé
estabüãza &(.4, B) no sentido da média quadrática, e

St 1 P qtLando g ? oo

wade P é a solução mazimat paTa a E ARA dada por (3).

Prova: Vide (?). •

4 Método de diferença temporal quando não se
conhece a matriz p

Nesta segunda parte do trabalho vamos desenvolver um algoritmo para ca:lcu-
lar a solução maximal para a E ARA dada pela equação (3), quando P não é
conhecida, baseado no método TD(À) (vide (?)). Primeiramente note que a lei
de controle de realimentação ótima é dada por

uCk) = Fo(k)rCA)1

onde F = LF\, . . . , FN) é

Fi = – (B;&(P)& + DIDi)–1 B;&(P)Ai.

Como ? não é conhecida, não temos como calcular &(P) mesmo se P fosse
obtido. o problema pode ser resolvido da seguinte forma; como

Xi = (Ai + BiFi)1 & (X) (_Aí + BiFt-)

+ CjC, + F: D',D,F, .

temos que, fazendo Y: = €(X),

}; = }_r Pa r(Ai + BiFi)’ yi (Ai + BiFi~)
3

+ qa + F,’D;D,F,] . (24)
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Portanto se obtivermos a solução maximal Y = (Yr , . . . , n) para (24) então a lei
de controle ótima é obtida diretamente de Y fazendo a = – (B;YiBi + DliDa-1 B;E Ai .

Seguindo a estrutura do algoritmo TD para calcular Sã em (19), (20) onde
0(A) = it, definimos a seguinte diferença temporal:

d: = $(k)’ [('4,,,, + B,,, .. FL*j Y=+1 (_4,,,, + B,,,, Fá+1) + C:k+ 1 C,,,,

D:k+\Di,,,Ffk=1 – }T] @(k), (25)

onde

@(h) = (Ai, + Bi, Ff,) @(k – 1)
$(O) = 1 ..

e traçando um paralelo com a técnica TD(À) (vide (?)) podemos calcular a
solução da equação (24) via diferenças temporais da seguinte forma:

00

E
m=k

Hl|r ; k + 1 = ) f ;tr F py N À7”–tdi1 , (26)

e assumindo que FÃ 4 S€, quando PJ f m, podemos atualizar Fg de acordo
com

Fi = – (B;SfBi + D\D à– 1 B:S! Ai (27)

Definimos o algoritmo de iteração de estratégias via TD(À) para E = 0, 1, . . .
da seguinte maneira:

i) Fi é calculado de acordo com a equação (27), exceto para g = 0 onde neste
caso ternos que encontrar um Fo tal que estabiliza cada um dos modos de
operação .

St é calculado de acordo com as equações (23) e (26)

5 Exemplo Numérico
Para ilustrar o uso do resultados desenvolvidos nas seções anteriores, escolhemos
um sistema econômico simples baseado no modelo multiplicador-acelerador de
Samuelson's (?), o qual aparece na forma de equações de estado:

=ÇF;: + 1) = Ao(k)1(h) + Bo(É)uCk).

Consideramos os seguintes três modos de operação do sistema linear a saltos
Markovianos a tempo discreto: A matriz de transição de probabilidades para
este sistema é assumida como:

[0.67 O.17
p = 10.30 o.47

0.26 0.10

Para o algoritmo apresentado na seção 3, temos Fo = (Flo, PP. 4)) e i{í2'1 ,
0 $ À < 1, e S–\ e l}l2+ , 1'- € 1Hí2+ . Se escolhermos um Po tal que r„(€o) < 1,

10



Modos de operação
.) 3
0 1

,43,42 = 5.3 –5.2–4.3 4.5
7 b

BI = BR
11

IF3
(23 =(32 ,3 8
KIM1.165R-2

Parâmetros

matriz ,4

matriz B

matriz Qi = C; G

matriz Ri = DL'D i

3.6
–3.8

El = 2.6

.3.8
4.87

Tabela 1: Dados do modelos multiDlicador-acelerador

S– 1 = To ÇS–l) e 1’ = S– 1 então, como visto na Observação 2, as condições
Al), A2) e .43) são satisfeitas para qualquer valor de 0 $ À < 1, e portanto de
acordo com o Teorema 1, o algoritmo converge para a solução maximal P.

Foram considerados três valores de À; À = 0.1, À = 0.5 e À = 0.9. Para
cada um desses valores S' foi resolvido por iteração de valores, e tomamos a
média do número de iterações, denotada por ç, necessária para que (Mt y (Se–1 )
convirja para Sí. Denotamos por g/ o número de iterações necessário para que
St convirja para P

EÀ Çmm
m83 | 12
no no

Tabela 2: Relação de s e Z/ com respeito a À

Como esperado, quando À aumenta, ç aumenta e tf diminui (vide Tabela
2). Em todos os três casos, a solução ótima foi:

Solução da EAR.4
818.6616

Pl = –18.9360 28.1086

30.8818 m6
P2 .21.6010 36, 2739

35, 4175 m6
Pl

.38, 6129 49, 7079

Lei de controle ótima

Fl = [2,3172 –2,3317]

[4, 1684 –3, 7131]

F3 = [–5, 1657 5, 79

Tabela 3: Solução ótima

Para o algoritmo apresentado na seção 4 , forem realizados vários experi-
rnentos com diferentes valores de À (vide Tabela 4). Na coluna 5 da Tabela 4
mostra-se o erro, que foi calculado de acordo com a seguinte equação:

Ai =



À ir TL TrLTrl Ai
0.0409
0.0134
0.1029
m3
0.0377
0.0070

0.1 100 1 200
0.1465
0.3296
0.2365
m2
0.5293
0.3351

o.5 É 20 | loo F 200

Tabela 4: Dados do algoritmo aplicado no exemplo multiplicador-acelerador

6 Conclusões
\este trabaiho foi traçado um paraleio entre os métodos de diferença temporal
(TD) para processos Markovianos de decisão (PMD) com o algoritmo de itera-
ção de À-estratégia para obter a solução maximal de um conjunto de equações
algébricas de Riccati acopladas _entre si (EARA) para a lei de controle ótima
de sistemas lineares com saltos Markovianos a tempo discreto. Relacionamos as
iterações (8),(9) com a técnica de iteração de valores em PNID e o método de
quasi-linearização apresentado no Lema 4 com a técnica de iteração de estra-
tégias para PMD, envolvendo a parte de avaliação de estratégias, e a parte de
melhoramento de estratégias (vide Observação 1) .

O TD tem sido usado para resolver problemas relacionado a PN4D, por exem-
pIo (?), (?)). Usualmente é preferível não usar o passo de avaliação de estratégias
no método de iteração de estratégias, substituindo-o pelo uso de iteração de va-
lores- A desvantagem nesta abordagem é que o algoritmo de iteração de valores
pode convergir lentamente para um fator de desconto perto de 1. A idéia do
TD é aumentar a velocidade de convergência no passo de iteração de valores do
método de iteração de estratégias pelo uso de iteração de valores, Isto é feito
usando um parâmetro, usualmente chamado de À, o qual dá origem ao TD(À)
método de iteração de estratégias. Para À = 1, o método se reduz à técnica de
iteração de estratégias, enquanto que para À = 0, temos a técnica de iteração
de valores

Aplicando essas idéias para a solução maximal de (3), (4), quando ? é cb
nhecida obtivemos um método iterativo que traça um paralelo próximo com o
método de iteração de estratégia TD em PMD. Para À = 0 nossa técnica se
reduz à apresentada nas equações (8), (9) (iteração de valores), enquanto que
para À = 1 esta se reduz ao método de quasi-linearização apresentado no Lem-
ma 4 (iteração de estratégias). Da mesma forma que para PMD, a vantagem
do método é encontrar um À apropriado entre 0 e 1, que aumente a velocidade
de convergência no passo de avaliação de estratégias do método de ite ração de
estratégias pelo uso de iteração de valores, sem reduzir muito a convergência
global para a solução ótima do problema.

Na seção 4 usou-se a técnica de TD(À) para calcular a solução maximal
da E ARA de um sistema com saltos Markovianos a tempo discreto, quando a
matriz de transição de probabilidade P é desconhecida, e somente se conhecem
as trajetórias do sistema.
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