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Resumo

Neste trabalho apresentaremos uma técnica iterativa para calcular a
solu¢dao maximal de um conjunto de equacdes algébricas de Riccati aco-
pladas entre s (EARA) a tempo discreto, baseada no método de diferenca
temporal. As EARA estio relacionadas ao controle 6timo de sistemas li-
neares com saltos Markovianos e tem sido estudadas extensivamente nos
tltimos anos. Tracaremos um paralelo com a teoria de algoritmos de dife-
TENGas temporais para processos de decisdo Markovianos para desenvolver
um algoritmo iterativo dependente de um parametro A € [0, 1] para a so-
lugdo maximal das EARA. Para o caso especialonde A=1¢e ) = temos
a situacdo na qual os algoritmos se reduzem i iteracdo das equagoes a di-
ferencas de Riccati (iteracdo de valores) e o0 método de quasi-linearizagio
(iteragdo de estratégias) respectivamente. Apresentamos algoritmos de di-
ferenca temporal bara os casos em que a matriz de transicdo é conhecida
€ para o caso em que nio é conhecida,

Abstract

In this paper we present an iterative technique for deriving the maxi-
mal solution of a set of discrete-time coupled algebraic Riccatj equations

to develop a A-policy iteration like algorithm for the maximal solution of
these equations. For the special cases in which \ — 0 and A =1 we have
the situation in which the algorithm reduces to the iterations of the Ric-
cati difference equations (value iteration) and quasi-linearization method
{policy iteration) respectively. We present temporal difference algorithms
for the case in which the transition matrix is known and for the case in

which it is not known.

Contou com o auxilio financeiro da:
“Fundacao de Amparo 4 Pesquisa do estado de Sio Paulo (FAPESP)
TConselho Nacional de Desenvolvimente Cientifico e Tecnolégico (CN Pq)

[




1 Introducao

Neste trabalho consideraremos o seguinte modelo em um espaco probabilistico
(Q., P.{F\},F) apropriado, conhecido na literatura internacional como sistemas
lineares com saltos Markovianos a tempo discreto (vide. (?7)):

z(k+1) = .‘ig(k}l‘(k) -+ Bg(k]u(k)

z(0) = z9,6(0) = 6o, (1)
onde §(k) é uma cadeia de Markov tomando valores em {1,..., N'} com a matriz
de transicdo de probabilidade P = (p;;). Seja © = {u = (u(0),...); u(k) & Fy-
mensuravel para cada k}. Para u € T, considere o seguinte funcional quadratico
para o sistema (1):

Ji20.60) (1) = E(z4,00) (z ICopryz(®)||?

k=0
+ | Dageyut) ||2) @

Deseja-se minimizar (2) sob u € ¥. Nos artigos ((?), (?),(?)) mostra-se que
a solugdo deste problema esta associada & existéncia de uma solucdo P =
(Pi,....,Py), Bs>20t=1,..., N, do seguinte conjunto de equagoes algébricas

de Riccati acopladas entre si (EARA), parai=1,... . N

X; = AL&(X)Ai+ CICi — ALE(X)By(BI&(X) B;
+ DiD;BiE(X) As (3)

onde £(X) = (&(X),...,En(X)) é definido, para X = (X;,..., Xy) como
N
E(X) =) i Xy (4)
j=1

Se tal solucdo P existe, pode-se mostrar (vide (7)) que a lei de controle
6tima para o problema dado pelas equagdes (1). (2) e (3) & obtida pela lei de
controle de realimentagao

u(k) = Fagyz(k) (5)
onde F = (Fy....,Fy) é dado por

F,=—(Bi&(P)B; + D:-Dt-)_l BIE(P)A;. (6)
Associado aos problemas de horizonte infinito (1), (2), temos o problema
de horizonte finito (7) no qual, para algum S = (S).....Sx) € H*", deseja-se

encontrar um u(0)....,u(k) tal que minimize o seguinte funcional
I (20.80) (1) = Ezq.00) (Z(”CB[HI(kNF (7)

k=0

+HDmmuwﬂr)+xm+4r&m+umn+10.
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Como ¢é provado em (7)., a solugdo deste problema pode ser obtida do seguinte
conjunto de equacdes a diferenca de Riccati para k = Ky...,0,

P,(k.') = 4.;5,(})(;: + 1)).4,‘ -+ C;C,'
—AE(P(k + 1))B;i(Bi&:(P(k +1))B;
+D;D;) BiE;(P(k + 1)) 4, (8)
= (Ai + Bi Fy(k))'&(P(k + 1))(4: + B;Fy(k))
+CiC; + Fi(k)' DiDF()

onde P(k +1) = Se

Fi(k) = —(Bi&(P(k + 1)) B;
+DiD;) ™' BIE(P(F)) A (9)

A lei de controle 6tima de (7) é dada por
u(k) = Fe(k}(k)i'(k)

e sob algumas condi¢bes (vide (7)), P(k) converge para uma solucio semi-
definida positiva P de (3).

Tragando um paralelo entre a teoria acima e a teoria de processos Markovia-
nos de decisdo (PMD), poderiamos relacionar as iteracoes (8),( 9) com a técnica
chamada de iteracio de valores em PMD. Por outro lado, como sers apresentado
no Lema 4 abaixo (vide Observagio 1), 0 método chamado de quasi-linearizacao

para obter a solucio de (3) pode ser visto como a técnica de iteracio de estraté-

de estratégia.

O primeiro ob jetivo deste trabalho (secao 3) é aplicar o meétodo de diferenca
temporal para obter a solucdo 6tima P para as EARA (3), (4) quando a matriz
de transicio P é conhecida. Alguns algoritmos numeéricos baseados na equacio
de Riccati, equacao de Liapunov, e Programacao convexa tem sido Propostos nos

N do sistema for grande, um método especifico que s6 usa a técnica de iteracao

um paralelo com o método de TD de iteracido de estratégias em PMD quando
P & conhecida. Para )\ — 0 nossa técnica se reduy a técnica apresentada nas
equagoes (8), (9) (iteracio de valores), enquanto que para A =1 se reduz ag
método de qQuasi-linearizacio que sera apresentado no Lemg 4.

quando a matriz de transicao de probabilidades P & desconhecida. Para isto
Vamos a usar a técnica chamada de TD(A) (vide (2),(?)), que mistura idéias
de simula¢do de Monte Carlo e programacao dindmica. O método de TD pode
aprender diretamente das observacées da cadeia de Markov sem ter P, e também
pode atualizar estimativas baseadas em outras estimativas apreendidas, sem ter
que esperar pelo resultado final.

Um exemplo para os 2 casos (P conhecido e P nio conhecido) é apresentado
na secdo 3, e as conclusdes na se¢ao 6.




2 Notacao e resultados preliminares

Para X e Y espacos de Banach, definimos B(X, YY) o espaco de Banach de todos
o0s operadores lineares de X em Y, com a norma uniforme induzida representada
por ||-||. Por simplicidade usaremos B(X) := B(X,X). O raio espectral de um
operador G € B(X) sera denotado por r,(G). Se X & um espaco de Hilbert o
produto interno sera denotado por (.; .), e para G € B(X), G* denotara o opera-
dor adjunto de G. Como € usual, G > 0 (G > 0 respectivamente) denotari que
o operador G € B(X) é positivo semi-definido (positivo definido). Em particular
denotaremos o espaco complexo n-dimensional por C* e por B(C",C™) o espago
linear de todas as matrizes m x n com norma limitada, e B(C") := B(C",C").

O conjunto ™™ ¢é formado pelo espaco linear de todas as N-seqiiéncias
das matrizes complexas V = (Vi,...,Vx) com 1; € B(C™, C”} b= LV
e, por simplicidade, o conjunto H™ := H™". Para V" = (1;,...,Vn) € E™
consideraremos a seguinte norma em H™™

Vil= 3 vl (10)

E facil verificar que equipado com a norma acima H™™ & um espaco de Banach.

Definimos
Ht = {V = (Vi,...,Vy) € H*; Vi >0,V5)
eescrevemosque IV > Sonde V= (13,...,Vy) el e S = (5;.....5x) € H?,
se
V-8§=(W-5,..., N—Sm]eﬁﬂ"‘“
equeV > S8seV;—85; >0parai=1,....] /. Para, I' = (I1,...,T'y) € B®

definimos os seguintes operadores, £(-) = .C1 ) L Ly(-) e BEHY) e G(-) =
(G1()s-.-,Gn(-)) € B(H®) para V = (W,....Vx)€EH* ei,j=1,....N,

Li(V) =& ()T (11)
&
Gi(V) =Y pyTiVil} (12)
i=1
onde o operador £(-) = {El{v},...,&v{-) E(H") 4 definido como em (4).
E simples verificar que os operadores £ , L, e G papel H*" em H'". e que

re(L) =1s(G)-

Assumimos no modelo (1) e na funcdo de custo (2) que A = (4;,.... Ax) €
H'.B=(B),....By) e """, C = (C;...., Cn)eH"?eD = (Dy....,Dn) €
Hmp Como for mostrado em (?J (7). o modelo (1) com u(k) = Fpyz(k), e
Vi(k) = B (z(k)z(k)" 1gary=i} ) V(K) = (Vi(k), ..., Vn(k)) € H* levaa

V(k+1)=G(V(k), k=0.1,...

onde I'; = A; + B;F; em (12). Vamos definir o conceito de estabilidade que sera
usado nas secOes seguintes.

Definicao 1 Diremos que F = (Fy, ..., Fx) € F™™ estabiliza (A, B) no sen-
tido da média quadrdtica se, quando fazemos u(k) = Fy(y z(k) no sistema (1),

temos que E (Hz{k}|l2) — 0 gquando E — oc para qualquer condig¢@o inicial de



z(0) € 6(0). Diremos que (A, B) € estabilizivel na média quadrdtica se para
algum F = (FI,..‘,FN) € H™™  temos que F' estabilizg (4,B) no sentidp da
médie quadrdticq.

O seguinte resultado, provado em (?), mostra que F=(F,.... Fy ) estabili-
za o sistema (1) no sentido da média quadritica se e Somente se o raio espectral
do operador (12) (ou (11)) em malha fechada & menor que 1.

Lema 1 F = (Fi,...,Fxn) € prom estabiliza (4, B) no sentido da média gua-
drdtica se e somente 5er5(G) < 1, onde G € como em (12) comT; = A;+ B;F,.

O seguinte Lema, provado em (?), & crucial para o desenvolvimento deste tra-
balho. Seja I; = Ai+BF;, i = Loy N, para algum F = (Fl,...,FN) € I,
Considere também o operador £(-) = (Z,(.), ... LN (7)) € B(H") definido como

Z;() s A;Eg{‘)}\i, i=1,....N (13)
onde A; = 4; 4+ B,G;, i = L,..., N, para algum G = (Gr,...,GN) e Ipom.

Lema 2 Considere L e L definidos em (11) e (13) acima, com I'; = A; + B;F;
ed; = 4; + B;iG;, i = L,...,N. Suponha que (L) < 1 ¢ pare algum P =
(Pli"':Pa’\") 20e 3> O:

P - A&(P)A: > 66, - R)(G, - F), i=1,..N (14)

Entio r,(T) < 1.

Definicio 2 Definimos F(.) = (F1()s o Fn)) : m+ =+ H™™ Py =
M, Un() : Evm H' e R = (R1()s-.., Rn() : B - H** ¢o.
mo

Fi(X) = — (Bl&(X)B; + DiD,)™" Bl&;(X) A,
Vi(F) := C/C; + F!D!D, F, (15)
Ri(X) = 4i(X) 4, + ClC,
~ Ai&i(X)B; (Bl (X)B;
+D;D;) T Blg(X) 4
onde X = (Xy,...,Xn) € H™, F = (F1,...,Fy) € Hm .

Também temos o seguinte resultado (vide a prova em (7)):

Lema 3 Suponhg que F = (Fy,. .., Fy) € H™ estabilizg (A, B) no sentido dg
média quadrdtica, Entao eziste umaq Unica solugdo S(F) para o equacdo em Y

Yi—(4:+ B;F) & (¥) (A + B;Fy) (18)
—(CiC; + FlD\D;F) =0, ;= sy N
Além disso,
S(F) =" c* (v(F)). ar)
k=0




A seguinte identidade serd util nas proximas segbes: para qualquer F =
(Fi.....Fxn) € HM™ temos que

(4: + B;F})'€:(S) (A: + B:F:) + F/D\D;F; (18)
= (Ai + B:Fi(S)) €:(S) (Ai + B Fi(S))
+ Fi(S)' DiD; Fi(S)
+ (F: = Fi(S)) (BI£i(S)B; + D\D;) (F; — Fi(S)).
O seguinte Lema provado em (7), prové a existéncia de uma solugao maximal
para (3) quando (4. B) é estavel na média quadratica. E baseado na técnica de

quasi-lineariza¢ao para a EARA (3), e paralelamente & técnica de iteracio de
estratégias para PMD (vide Observacao 1 abaixo).

Lema 4 Suponha gque (A, B) € estabilizdvel na média quadrdtica e considere
FO = (F,....F}) € H*™ tal que estabiliza (A, B) no sentido da média qua-
drdtica. Entdo para !l =0,1,2,..., eziste X' = (X{,....XY) que satisfaz as
seguintes propriedades:

a) X°>X'>...> X!'> X, para um X € H* arbitririo tal que X > R(X).

b) ro(L') < Londe L(-) = (L4(),...,LA()) eparai=1,... N,
Li() = AL & ()AL
Al = A; + B;FL,
Fl:=F(X""Y) forl=1,2,....

Il

¢) X! satisfaz X' = L1 (X') +V (F') e € dado por X' = 2 (£)* (v (F1)).
Além disso eziste um X+ = (X7,...,X3) € H'" tal que Xt = R(X™),
X7 > X para qualquer X € H'" tal que X > R(X), e X! - X* quando
l = oo. Mais ainda r,(Lt) < 1, onde L7(-) = (ﬁ;’()ﬁt,{}) é definido
como L7 () = A} &()A}, parai=1,...,N, e
£ = 7 (X%)
AT =4, + B, F*.

Observagao 1 O passo ¢) do Lema 1.4, que corresponde ao cdleulo da solucio
do sisterna linear

X=X+ Vv (FY,

pode ser visto como o passo de avaliagdo de estratégias na técnica de iteracdo
de estratégias para PMD, enquanto que da identidade (18),

(Ai + BiF;)/£(X")(A; + B;F,) + CiC; + F!D.D;F; =
X{— (Ff - Fo(X")) (Bi&:«(X")B; + D D;) (F! — Fi(XY))
+ (Fi — F(X") (Bi&:(X")B; + D.D;) (F; — Fi (X))

e o lado direito € minimizado em F; escolhendo F; = F;H = (XI), que pode
ser wisto como o passo de melhoramento de estretégins.



3 Método de diferenca temporal quando se co-
nhece a matriz P

O passo de avaliagao de estratégias do método de iteracdo de estratégias apre-
sentado no Lemma 4 poderia ser realizada por iteracao de valores ja que, como

visto em ¢) no Lema 4,
o0

x'=3(£)*" (vE)
k=0
e do fato de que, como r, (£') < 1, o somatério acima pode ser truncado para
um inteiro suficientemente grande &, e
L 3
X' =3 (e ).
k=0
Se r, (£') esta perto de 1. a convergéncia acima pode ser lenta, e desta
maneira seria interessante usar uma abordagem na qual o raio espectral do
operador associado é reduzido para acelerar o método de iteracio de estratégias.
Para tanto apresentamos abaixo um algoritmo de iteragao de estratégias, o qual
traca um paralelo com o método do TD em Programagao Neuro-dinamica (vide,
por exemplo, (?7).(?)) quando a matriz de transicio P é conhecida.
Considere A € (0,1). Suponha que na itera¢ao £, tenhamos (S, F¥) tal
que VAF! estabiliza v/A(4, B) no sentido da média quadratica.
Para k = 0,1,..., definimos o TD associado & transicdo de 8(k) a (k + 1)
da seguinte forma:

(k) = ®(k — 1) (C,;(k,cg(k}

'
y ’ £ ) ; - £
e Faf(k)D;(k)Dﬂ(k)Ferk) + (4‘1*9(&] s Bﬁ{k}FEf[k}) S;(kl—f—l} (‘49(1:) + Bﬂ[HFﬂtk})

(k) = (Aoqx) + Bogwy Flyay ) 840k~ 1)
®f(-1) =1I.
Podemos ver I'*(k) como um estagio da matriz de custo no tempo k, para um

sistema linear com saltos Markovianos a tempo discreto (1). A matriz de custo
com o fator de desconto A é dado por

Af = iE (A*T4(k)|6(0) = i) . (19)

k=0
A proxima matriz de custo é dada por
B =85 AL (20)
e nos referimos ao método acima como sendo o método de M-iteracdo de estra-
tégias. Note que
E (I (0)19(0) = 1) = (£))" (v (FY)
+(£™ (571 - (£9)* (5*) (21)

=~1

- s;(-;))@f{k - 1)




e da hipétese r, (ALE) < 1. existeum a > 0, 0 < b < 1 tal que
k ;
(et < apt (22)

e segue de (21) e (22) que o somatério (19) € bem definido.
Defina M¢(S) = (M$(S).... M§(S)) como

ME(S) = ATE(S) + (1 = NTH (8571)
onde T4(S) = (TE(S). ..., TH(S)) é definido como
THS) = (A: + BiFY)' £4(S) (A + B;FY)

+CiC; + Ff D\D;F!

= Li(S)+ V{FY).
Lema 5 Para k=0.1,...

(MYE(8) = (1= N)[T* (5" +
+ Ab=L )k (gt 1)] + Ak (T9* (5).

Prova: Vide (7). :

Lema 6 Suponha que VAF® estabiliza \/A(4.B) no sentido da média quadrd-
tica. Entdo

i) Eziste um 1nico R gue satisfaz

R=M4R). e R=S* onde S* satisfaz (20).

) Para0< A< 1, R=S¢

oo

=(1-2A Z (T (544

Prova: Vide (7). =
Do Lema 6,
St= ALt (8Y) + 1 - NLf (S + v (FY, (23)
onde L(-) = (L{()..... L5 () e

L) == (A + BiFY'&()(A: + BiFY).

Considere FO = (FP,... . FY) e "™, 0<A<1l.e 5! e H .V € HET
tal que

Ay rp (AL0) <1
B) V > P onde P é a solu¢ao maximal da EARA (3)
C) AT (S~ + (1= NT°(V) < S~



Observacao 2 Suponha que F° estabiliza (4, B) no sentido da média quadrdti-
ca. Entdo do Lema 3, eziste uma tinica solucdo Y > 0 satisfazendo Y = TOY)
eY > P. Portanto para esse F* e com S™' =Y ,V =Y, A1),42),A3) sdo
satisfeitas para qualquer A = [0,1).

Definimos o algoritmo M-iteragdo de estratégias para £ = 0,1,. .. da seguinte
maneira:

i) Ff = F; (§%) (exceto para £ = 0).
ii) S¢a solugdo da equacao (23).

Este algoritmo corresponde ao TD para o caso que P é conhecido. Temos a
seguinte prova de convergéncia neste caso.

Teorema 1 Suponha gue (A4, B) seja estabilizivel na média quadrdtica e A1),
A2), A3) sejam satisfeitas. Entdo para cade ¢ = 0,1,..., temos que VAF!
estabiliza VA(A, B) no sentido da médic guadrdtica, e

5% | P quando £ 1 oo
onde P € a solugdo mazimal para a EARA dada por (3).

Prova: Vide (7). ]

4 Meétodo de diferenca temporal quando nao se
conhece a matriz P

Nesta segunda parte do trabalho vamos desenvolver um algoritmo para calcu-
lar a solugdo maximal para a EARA dada pela equacao (3), quando P nio é
conhecida, baseado no método TD(A) (vide (?)). Primeiramente note que a lei
de controle de realimentagio 6tima é dada por

u(k) = Fyryz(k),
onde F' = (Fy,...,Fxn) é
F; = — (B&(P)B; + D'D;) ™" BI£i(P)A:.

Como P nao é conhecida, nao temos como calcular &£;(P) mesmo se P fosse
obtido. O problema pode ser resolvido da seguinte forma; como

Xi = (A + BiFy) &(X) (A: + B;Fy)
+ CIC: + F/D!D;F,

temos que, fazendo Y; = £(X).

Yi=3 py[(Ai + BiF) Yi (4 + BiF)
i |

# Ol P}’D;DgFi] . (24)




Portanto se obtivermos a solugao maximal ¥ = (}3,...,Yw) para (24) entdo alei

de controle 6tima é obtida diretamente de ¥ fazendo F; = — (B}Y;B; + Dﬂ;j{),‘)*:L BlY;A;.
Seguindo a estrutura do algoritmo TD para calcular S{,_em (19), (20) onde

B(k) = iy, definimos a seguinte diferenca temporal:

" ! -
af = ®(k) [(Aiss + Birys Pl ) Yy (At + Biuen Pl ) + Gl G

T+l
+ P\ D, Di Pl — Y| @(R), (25)
onde
®(k) = (4, + B Fi,) ®(k 1)
®(0) =1,

e tragando um paralelo com a técnica TD(A) (vide (7)) podemos calcular a
solucdo da equagao (24) via diferencas temporais da seguinte forma:

oo
}::j:r+l = v + ,Th' Z )\m_kd;::;, (26)

Y
m=k

e assumindo que ¥ — Sf quando N 1 oc, podemos atualizar F¢ de acordo
com:

Ff=—(BiS!B; + D\D;)” BiSt4; (27)

Definimos o algoritmo de iteragao de estratégias via TD(A) para £ =0,1,...
da seguinte maneira:

i) F. f é calculado de acordo com a equagao (27), exceto para £ = () onde neste
caso temos que encontrar um FP tal que estabiliza cada um dos modos de

operacao.

ii) 8¢ é calculado de acordo com as equagdes (25) e (26)

5 Exemplo Numeérico

Para ilustrar o uso do resultados desenvolvidos nas se¢bes anteriores, escolhemos
um sistema econémico simples baseado no modelo multiplicador-acelerador de
Samuelson’s (?), o qual aparece na forma de equacées de estado:

J:fk + 1) = Aa”\.}z(k) + Bg{k}u(k).

Consideramos os seguintes trés modos de operagdo do sistema linear a saltos
Markoviancs a tempo discreto: A matriz de transicdo de probabilidades para
este sistema é assumida como:

[0.67 0.17 0.16
P =030 047 0.23
10.26 0.10 0.64

Para ¢ zlgoritmo apresentado na secio 3. temos F® = (F? FY, F?) € H*,
0<A<l.eS!eH"*, VeHT. Seescolhermos um FP tal que r,(£%) < 1,
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' Modos de operacao
Parametros 1 E [ 3
‘ 0 1 0 1] 0 1
matriz A A = _95 39 Az = —43 43| | == 5.3 —5.2
matriz B B, = 8 B; = - By = :
1 1 2 1 3 1
PN _[36 -38 _[10 =3 | 5 45
matriz Q; = CiC; | Q1 = —38 487 Q2 = -3 8 Qs = —4.5 4.5
| matriz R; = D!D; | R, =2.6 Ry =1.165 Rz =1.111

Tabela 1: Dados do modelos multiplicador-acelerador

§~' =T7°%S7!) e V = S7! entdo, como visto na Observacio 2, as condices
1), A2) e A3) sao satisfeitas para qualquer valor de 0 < A < 1, e portanto de
acordo com o Teorema 1, o algoritmo converge para a solucao maximal P.
Foram considerados trés valores de A; A\ = 0.1, A =05¢e A = 0.9. Para
cada um desses valores S foi resolvido por iteracao de valores, e tomamos a
média do niimero de iteragoes, denotada por <, necessaria para que (M*)7(S%1)
convirja para S*. Denotamos por £ # 0 nimero de iteracoes necessario para que
S* convirja para P .

A < £
0.1 | 3.375 | 16
0.5 | 5.083 | 12
0.9 | 6.500

Tabela 2: Relacdo de ¢ e £ com respeito a A

Como esperado, quando A aumenta. ¢ aumenta e £; diminui (vide Tabela
2). Em todos os trés casos, a solucao 6tima foi:

Solucdo da EARA Lei de controle 6tima
18.6616 —18.9560
1| B= | 189560 og.1085 | | F=[%3172 ~2,3317]
0.8818 —21.
2| py= | 50808 “HLONOL | b= (41684 —3,7131]
35,4175 38,6129 RP——
3| Pa=| 3 c1o0 497070 | | Fs=[-5,1657 5,7933]

Tabela 3: Solucdo 6tima

Para o algoritmo apresentado na secao 4 , forem realizados varios experi-
mentos com diferentes valores de A (vide Tabela 4). Na coluna 5 da Tabela 4
mostra-se o erro, que foi calculado de acordo com a seguinte equacao:

F'reai
;;‘Tea.i i

A-:i = 100.




A £ n | mm A;

A; = | 0.0409 0.1465

0120100 | 200 | As=[ 00134 0.3296 |

Az = 0.1029 0.2365
0.3123 0.2707

[ 0.0377 0.5293 |

= [ 0.0070 0.5351 |

e
l

0.5 | 20 | 100 | 200 Ay

s
|

Tabela 4: Dados do algoritmo aplicado no exemplo multiplicador-acelerador

6 Conclusoes

Neste trabaiho foi tracado um paralelo entre os métodos de diferenca temporal
(TD) para processos Markovianos de decisdo (PMD) com o algoritmo de itera-
cao de A-estratégia para obter a solucdo maximal de um conjunto de equagoes
algébricas de Riccati acopladas entre si (EARA) para a lei de controle 6tima
de sistemas lineares com saltos Markovianos a tempo discreto. Relacionamos as
iteracoes (8),(9) com a técnica de itera¢do de valores em PMD e o método de
quasi-linearizacao apresentado no Lema 4 com a técnica de iteracao de estra-
tégias para PMD, envolvendo a parte de avaliacao de estratégias, e a parte de
melhoramento de estratégias (vide Observacao 1).

O TD tem sido usado para resolver problemas relacionado a PMD, por exem-
plo (7). (7)). Usualmente é preferivel nao usar o passo de avaliacao de estratégias
no meétodo de iteracdo de estratégias, substituindo-o pelo uso de iteracao de va-
lores. A desvantagem nesta abordagem é que o algoritmo de iteracao de valores
pode convergir lentamente para um fator de desconto perto de 1. A idéia do
TD é aumentar a velocidade de convergéncia no passo de iteracdo de valores do
método de iteracio de estratégias pelo uso de iteragdo de valores. Isto é feito
usando um parametro, usualmente chamado de A, o gual da origem ao TD(A)
método de iteragdo de estratégias. Para A = 1. o método se reduz & técnica de
iteracdo de estratégias, enquanto que para A = 0, temos a técnica de iteragao
de valores.

Aplicando essas idéias para a solucdo maximal de (3), (4), quando P é co-
nhecida obtivemos um método iterativo que traga um paralelo préximo com o
método de iteragdo de estratégia TD em PMD. Para A = 0 nossa técnica se
reduz a apresentada nas equacoes (8), (9) (iteragdo de valores), enquanto que
para A = 1 esta se reduz ao método de quasi-linearizagao apresentado no Lem-
ma 4 (iteracio de estratégias). Da mesma forma que para PMD. a vantagem
do método é encontrar um A apropriado entre 0 e 1, que aumente a velocidade
de convergéncia no passo de avaliacdo de estratégias do método de iteracao de
estratégias pelo uso de iteracao de valores, sem reduzir muito a convergéncia
global para a solugao 6tima do problema.

Na secao 4 usou-se a técnica de TD(A) para calcular a solugado maximal
da EARA de um sistema com saltos Markovianos a tempo discreto, quando a
matriz de transicdo de probabilidade P é desconhecida, e somente se conhecem
as trajetorias do sistema.
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