
8 E s o o 1 a p o 1 1 t é c n 1 o a n E P 8 C

"’111111111ljljjljljjl]jljlllllll
1,

BT/PEF–8827

ESFORÇOS RESISTENTES DO CONCRETO
SEÇÃO CIRCULAR

Lauro Modesto dos Santos
Professor Doutor

( recebido em 29/12/88 )

E:llI)][EUR CIXE:F:E P ,M , Pimenta

C©MISSÃ© EDITORIAL

- Engenharia de Solos
• Estruturas de Concreto
- Estruturas Metálicas e de Madeira
- Interação Solo–Estrutura
– Mecanica Aplicada
-. Métodos Numericos
– Pontes e Grandes Estruturas
-, Teoria das Estruturas

lg .Hachich
P,B,Fusco
P . B , Fusco
.C , E , M , Maf fe i

.p . M .Pirnent; a

J . C , André
D .Zagot; tis
V . M . Souza Lima

+

.- - t



- ).

J
J1 '

1 A
• # b



-1

ESFORÇOS RESISTENTES DO CONCRETO
+u

SEÇAO CIRCULAR

Lauro Modesto dos Santos

Resumo

Apresenta–se um formulário que permite o calculo analÍtico di re–

to da resultante de compr ess;o do concreto e respectivo moment.o re–

sistente em sek:es circulares submetidas a flex;o composta , n;o ne-

cessariamerlte no estado IImite ultimo. Os esforços resistentes s;o

dados em furlç;o da curvatura na seção e do ericur Lamento específico
maximo do concreto.

As formulas apresentadas constltuern valioso subsi dio para a ela–

bor ação de programas para computador relativos a problemas de 2a or –

dem, sImplificando–os e diminuindo o tempo de processamento.

Abstract

A formular y is given for the direct anal yt i caI deter mi nation of

both t_ he result ant of concrete str esses in the compression zone and

i ts res ist ant rrDrrent , in cir cu 1 ar cross –sec ti ons under compr es si on

and bend i ng , not nec ess ar i | y at t he u | ti note 1 i mi t stat e . The

re sist ant l ood effects are de terrrti ned os a func tio r, of the CLlr vatu re

and the mox i num corrT)res si ve st rain of the concrete .

b
b- = +

1

The presented forrrtu l oe const it ut e a vaI uah | e heI FI for carry:u ter

programs on 2nd order problerr6 , si np lify i ng them and r educ ing their

process i ng t i nIC .
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In CONSIDERACOES iNiCiAiS E OBJE'rivo DO TRABALHO.

Na elabor-ç;o dos diagramas de interação força nc,r mal – monlertt c.

fletor - curvatura Cusual mente denominados “dta€r' anaIS. momert to–curva–

t tIra“) , e necessário conhecer os esforços resistentes da seção em

estudo , correspo,i3c.ntes a cada diagrama de def orlnaçoes imaginado.

Os esforços resistentes oferecidos pelas barras de aço s;o de

cálculo rapido , mas o mesmo n;o ocorre com a resultante RAP de com-

pressão llo concreto e com a sua posi c,ao , que exigern, geralmente , in–

tegr ac, ;o numérica para sua determi nat,;c.. No caso da flexão normal

composta , entretanto , e para as secr 8es usuais , e relativamente sim-

pl es o cálculo analÍtico de R e d’) respectivo momento resistente.

As formulas diretas assim oF Lidas ajudam a compor programas para

comE-ut.ador , simplificando–os e di l'Ánui r,do o tempo de processamento.

O objetivo deste trabalho é a determi nac,;o de fÁr mulas arJal it i –

cas para o cálculo dos coef i cientes 77 e 7? ’ , com os quais se obtém i –

medi atamente os esforços resistentes do concreto , de acordo com as
nu

equaçoes gerais e,o11 citadas no item 4 e com as notat,-oes do item 3.

Os esforços resistentes do concreto ser ;o dados em f-urlça’o do encur –
/

Lamento maximo 6 e da curvatura O.
C

Este artigo ocupar -se–a da seção circular . Trabalhos anteriores

[ 13 [ 23 abordaram a seção retangular .

2. CONYEN(,'io DE SINAIS+

O momento f letor e suposto sempre positivo. A força normal e as

tens 8es s;o positivas quando de compress;o. Def ormaçges positivas

correspondem a encurtamentos- .

3+ NOT AÇÕES.

a distancia da resultante R à borda mais encurtada ;cc





-3

E

h

+

/

t)

/

cc

C

raio do circulo ;

diametro do circulo CaI t.ur a da set, ao transversal ) = 2r ;

= distância do C. 6. O da s€'ç;o ; borda nIa is enc ur Lada = 2- ;

= distancia do C. G. de uma camada extrema de barras de aço

borda mais proxima ;

distancia do C. G. da camada genérica i de barras de aço à
borda mais encurtada ;

vaI or de' c 3.1 r: 131 cl d.:,. re: is 1_.elir: 1 L- d:.-1 r:rJ11r: 1 ' e+_ ri

valor de cálculo da_ resister,cia do aço ;

camada gener ica de barras de aço ;

numero total de barras de aço ;

“numero de linhas“ , isto e , numero de camadas de barras de aço ;

numero de barras de aço da camada f ;

raio de curvatura ;

profundidade da linha neutra ;

distância da "f ibr a " genérica de concreto a borda mais encur –

Lada ;

distancia da "fibra" genérica de concreto à linha neutra :

altura do bloco retangular de tensges no concreto , quando o

diagrama de tens;es e retangular –parabél ico;

altura do trecho parabol ico "completo" – isto e , ate a linha

neutra – no diagrama de tens;es retangular –parabol ico;

Hp = area da seçao transversal ;

A = area de concreto comnri mi do na sec;o :

A = area total da secr;o da armadura ;

H_ = area de aço da camada t de barras ;

A , 8, C , D = funçães de c e O , definidas no texto ;

E , F , 6 , H , 3 , J = f unE,des de r, definidas ncl texto ;

E 1, F 1,61,A 1, it, JL = funç oes de nã, definidas no texto;

N = força normal ;

M = momento fletor

C
2

d'

di

J cd

/yd
t

71

71’

TI
1

r
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y
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Ccl

força normal de calculo;

momento f 1 etor de calculo ;

resultante de compressao no concreto ;

angulo def-ini dor da "fibra" genérica de concreto ;

angulo defirti dor da linha neutra ;

ângulo def ini dor da "fibra" de concreto com encurtamento=2%o ;

a / h;

C / tt '_
a

d / h,
]

angulo defi ni dor da camada t de barras de aço ;

x / h = profundidade relativa da linha neutra ;

x’ / h

= c3’ / t,.:
/

= errcurtarüeritü relativo maximo do concreto ( na borda 2) ;

encurtamento rel at.ivo da "í ibr a " gener ica de concreto ;

= deformação especifica da borda 1 Cbor da traciortada pelo ef-ei

to exclusivo do momento M) ;

R / (o .. /4 ) = esforço normal resistente do concreto, redu–ce – cd e

zi do adi mensi onal ; ;

R . a / Co . A . h) = momento resistente do concreto , reduzido
cc – cd e

adi mensi onal ;

= Nd / Coed' de) = força normal reduzida adi mensional ;

= ff , / Co . . A . h) = momento fleLor reduzido adI mensional ;d – cd e

= C). 65, / ;
C

= tensão ma>d ma de compr ess;o no concreto ;

= tensão de compress;o na "f i bra " generi ca de concreto ;

= tens;o na camada gener ica t de barras de aço ;

= 1 000 h / rf = curvatura majorada adi mensional ;
= X . f --- t: .4 . í> _> = t. 3.x:q mec=-..,',1 r,-=*_ d'_-. 3.r 1113,d,ir 3. .

e ' yd c ccJ

TI

T)’

k.
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4 e EQUAÇOES GERAIS e

De acordo com o que foi mostrado em [ 1 ] , para uma seg;o qual

quer , dotada de um eixo de simetria , as equaçÓes de equilibrio , e

termos adi mensionai s , se escrevem:

+ b

+ e€

r
'{

T) + +

n

} ": (1 )

El 13c2' TI
T1 + + +

(Í3c2 Pi) ( 2)

No caso do circulo , 13 c2
50

Usar–se-á tambem a relação basica:

€

6
e C:3)

que relaciona a profundidade relativa 13 da linha neutra e o encur

Lamento máximo e – e , portanto , o dIagrama de deformaçoes da sec,;c,
e

com a curvatura 8.

4 ele Coeficientes 8, para a seçao circulare

._ EaErLad« Te
A fig. 1 mostra o

"f or nato circular

barras de aço. Ve-se

que nt = 1 para t =

1 ou n ; e n, = 2 PÉ
r a os demai s vaI o-

– – carr1a

Ft 8 . / res de t .

Dado o nÚmero total n de barras , re:ul ta o numero de camada:

{ -+
i \

/4 \\ /\
t ––a+=.\\ ,llpP

ip

da l

n’ = + + 1 (4)

Angulo def ini dor da camada i :
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(5)aTI t)rtYt T b

Sendo yi = Cr – c!' ) cos p,

d, = r - y,

resulta : dt = r(1 – cos Wt) + d’ cospt

donde: D, = O, 5 Cf – cos qI,) + 6 cos Wt

5. PREPARO DE FÓRHULAS AUXILIARES+

5, 1, Integrais definidas e

p sen =p
2 4

11C 1C) •l5 (1F1rAp) + 1C 1C> :; 11|9 + :

3qq _ sen ap + sen 4p

l

a. da = seT ç’3

p sen 49r 12

3 4
SeTE e) SeTE ç) sert Ç). cos g)

5 Í5 5

c os

(6)

.A-

1

P '{

dCsen a
0

tP

senua
0

0 4r seu a
0

tD

J ser:= a
0

2s ort cx
0

ID

J qH1s19 1!= r1L 1112

0(
0

=:

=

da

2 a. dac os

3
a. da =c os

(73

(8)

( 1 c) )

c-11 )

(1 2)

5, 2, Paralretros basi Cose

fibra

L

Ft 6 . 2
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(13)y = r C/ – cos a)

ou: tJ = x – r (! – cos a)

y Cou v) define a "fibra" generi ca , de área elementar acc.

Lembrando que

x / h = 13x = ec / e
1 l

x = Dx. h rl 4_:,

Cl 5_-/donde: u
: c 1F1b 1|p ( / c 1C> qS 1C1E1 )

5+ 2, 2+ Area eleaentar,

dHcc

y = r

dHcc =

2r . sena. dy ;

r cos a ; dy

ser? a. da

( ft 8.2)
r sart a. cia

C 1 63

5+2+3e Defirtiçao da linha neutra,

Quando a linha neutra esta dentro da seção (x $ h) , fig. 2, ela é

definida pelo angulo p :

IP
r – xaFC cos r lembrando (1 4)

0 – 26
C

aFrc cos =te (17)

A c-17) vale par- a os casos 1 e 2 C x = /t ).

Nos casos 1 e 2

r ( 1 – cas €. )

Nos casos 3 e 4

CIc'.

(19)

e x e dado pela (14) , válida em todos os casos .
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5+2o4n Def orrrnt,ao cc, da "fibra " generica,

m
F–.ul*

Ft 8 . 3

C

)

C Cc . ?_'c) X

A C2C)) vale em todos os casos .

582, 5, Tens;o oc, na "fi bra " generi can

C2

oct = aed ( Cct – + ) - para Cct 5 2 (21)
com Cct dado em %,

oct = aed para ect > 2 c2z)

A (21 ) pode ser escrita de outra forma , de acordo com ( ao)

o,t = a,d 1+ – + | c23)

Entrando com as expr essÔes de x e de u , dadas por (14) e (15) ,
respecti vamente , chega–se ?

oc, = acd CH + 8 cos a + C coszn) (24)

C

(20_)
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– g ) (26)

C ET J

(28)

5, 2, 6, Def iniç;o da "fIbra" com encurtanento 2X e 1

Segundo a fig . 5

– cos ai) ;

= O , 5 (1 - cos oq) ; donde: cos ai = /

x cc – 2) h cc – e)c epor outro lado: x’ = =
e

o – 2 e + 4
C

e –2
C

8 ’Dx ,

donde:

0 – 26 + 4
o(i – arc cos

C ( ag J

6 e CASOS A CONSI DEItAR+

O estudo anal 1 tico compreende 4 casos :

Caso 1 ) Cc $ 2 Cem ' / ve) ;

Caso 2) Se > 2 Cem

Caso 3) Cc 3 2 Cem ' / vv) ;
C:aso 4) Cr > 2 Cem

x $ h

x < h

x > h

x > h

7. cÁLcuLO DOS COEFICiEMrES Tl E T)’ o

7 + 1 + Caso 1 +

V

Rcc = J oct. dAc, = J' ocd ( J + B cos a + C c os'a) 2r'sen'a. do: =
Apr O

= acd. 2r 7 CHF + BF + CG)= Rcc (30)

onde
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E = P – 4
3

seTl ç)
r - =

Pc)

6 = g – W2
Façamos tambem

seu Ç)
5

4
seR Ç). cos 6)

5

(31 )

c3a)

( 33)

at

(34 ) .

1 (35)

Fig . 4
+\P

Sendo, por definiçao
Rcc

Ocd' /ic acd . nr2 ’

vêm : TI = ; (HE + Br + CG)

A posição de Rcc e dada por

( 36)
: f

Rcc . a

Rcc . a

(A + B cos a + C cos2«) ?r3ser12a (/ –cosa) da

[ /11| ( J[ Jr) + J!B ( 1r dc;1 ) + lc ( 1c31 o1D ]
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Sendo , por def inI t,acl
R . a F

cc cc a

acd ' Jc - h ac d . ?r 3TI
TI’

resul ta

e r :

d

A ( E - F) + B (r – 6) + c (6 - J) 1
[

(37)

7n Zn Caso 2+

Ft 8. 6

Na fig. 5

a define a "fi bra " gerleri ca , de area ciHcc ;

q> define a linha neutra ;

txt define a "fibra" com encurtamento a < ' / DV)

1||lec c = / 1C1 c t a 1C!J14l e c = /1e1Eb 1 1[1H1 e da 2 r 2 sp n 2 nl o daL + /\ ci + Zr 2 sp n 2 aLn da =
Acc O a 1

R,
g)

2 ;•

+ /acd. Zr (A +SeTL cx
0 a 1

E cos a +
;'''=«-'.]

Chamando

sen ZD, 1
4

( 38:)

Ft =

3
seR cxi3 ( 39)

(40)sen 4al
32
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(41 )
J1p\1r 1 = q11 1 : 1|11F)|1 1

6

71 ; -'- '' - 1 i- -' -' -1

JL

r es ul ta

[
Rec = orcd' ar El + À (E – E 1) + B (F - F 1) + C (6 - 61) | :
donde :

[

2
TI = R J|r 1 + A ( J[ 1|E 1 ) + 1||5 ( 1r 1r 1 ) + 1c ( 1c1p o1 ) ]

A posição de Rcc decorre de

ç' 4 c:.'

(43)

T) 9 = i l J[ 1 Jr 1 + /11| ( 1[ 1E 1 J|F + 1F 1 ) + 1B ( FF 16 + 61 ) + c ( 661 J + JI ) ]

J:“'»=-'.-' -'.; «,d« , J'''„*„.'.*„.'=’«,„-=.'-' –'.'.;'.][ 11 a J

1E H11r 3 B 1C)r c d [ 1E 1 J[ 1 + /14| r E E 1 J|1r + r 1 : \r + E 1: FF 16 + 61 ) + C ( CÚ 1 H + : + ; TH 1
donde

F =9

Caso 37 o 3

L +IBA+r«/

Ft 8 _ 6

+ B cos a + C cos a' J serL= a. da
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aed. nr2( ,4 + S )
+ 1

11Re 1e 1e e 1c1 = f 1C1 1E11HHFF iL n e1\y1 n 1c1IÁ c

Ac

. : = .cd.;,=jD'” * ' '.'- *
- " = acd.nr3 (,4 – ; + S)

donde : n’ =

7, 4, Caso 4,

C

c'45, ‘

cos a) sen'a. da

(46)

' +O• ‘

ea q
11R e 1c 1E11FHHr = f 1C1 1C t • lCZ711 1C

Ac

acd. 2r2 [ J \sen2a. da + J (,4 + B cos a + C cos2 a) seT3 . da
ai

1EhHq1r c d p 1c> 911r 2 [ ][ 1 + /gl ( 1 1[ 1 ) 1|5) Ir 1 + c ( : 61 ) ]

d 1cl n d 1e : T1 = : [ 1r 1 + A ( : J[ 1 ) E• r 1 + f ( : 6l31

1|Hc11 1c 1e + 161 = j 1EiFJ 1c t • 1111yl • 1C||1 À c
AF

= ....;,=[ J::'„=’.'-'–'.'.,'« * J:e.„.'«.„.'=«-,„»=-'-:-'.'«,~. ]

(- 4 7
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El–FI+H(: – E 1+ F 1) + B( +1– :

(1 () r) (1 e : T1 p = r E 1 F 1 + /1 ( : 1r 1 + r 1 ; ) + 1F ( + 1 : + 61 )

3
= acd. ar

rJTl
)

-1+ 61) +C( 158

TI
–61 + JI)+c(;8

4l+H 1–

( 48;)

8+

r 1

,4

B

C

FORP{ULÁRI 00

e B? b

;

'1
2

D – E
g (/ – g )

02
16

8 - 28
C

aFC cos =
0 – 2 C

C

= aLrc cos

sert aq»
4

3
sen q23

te (p/ casos 1 e 2)

+4
ai

E

F

6

H

1

2

=

8=

sen 'ip
32

SeTE g)
5

4
seTE g>. cos g)

5

N – ; – 1

h sen aoc 1r 4
3

seTE o(í
3

> qs 1e :p é # dE11 1111F114 1

sell a &
5

seR aI. cos al
5

4

:=:

E =

1

=

=nan

(38:

(39:Ft

61

Hl

71

(41 :
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JI = Nl – Êl – /1

CaseI 1 -

n = ; (dE + Br + CG)

T1 p = ; [ /e1| ( 1|r 1r ) + 1151 ( 1|r

Caso 2 -

T) = : [ 1[ 1 + d4 ( Jr J[ 1 =) + 5 ( 1r ]|r1 e) + ( ( 6 61) ]

T1 p = ; [ 1|E 1 1r 1 + H ( 1[ 1|[ 1 J|r + J|r 1 +F•) + B ( FF 10 + o1 ) + c ( 661 J + J 1 ) ]

6) + C (6
3 11 ) ]

Hd a 8
,i

a

'1

Caso 3 -

11 = A

n’ =

Caso 4 -

2 TI
EL)+J4 (;TI =

1 2Tr 1i51 1r 1 + c ( : 1(;1 1 ) ]

T1 p = ; [ J|r 1 Jr 1 +A 11 ( 3 1E 1 + Jr1 )

Tl Tr+ Gt) +C( –61 +J 1)+ B(–F 1 B

No caso 4 , e necessario que

Cc < 2 + ; 0

para que nio haja "ruptura

:\
+1

'-+
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