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Métodos de Decomposição em Problemas de Estoque e Roteirização

Patrícia Prado Belfiore e Oswaldo Luiz do Valle Costa
Universidade de São Paulo, Departamento de Engenharia de Telecomunicações e

Controle

Resumo: Este trabalho trata do problema de estoque e roteirização, que é uma extensão
do problema de roteirização de veículos tradicional, O problema consiste em determinar
quando e quanto entregar de mercadoria para cada cliente e quais roteiros de entregas
utilizar, com o objetivo de minimizar os custos de estoque e distribuição de modo que as
demandas dos clientes sejam atendidas. Quando o número de clientes ou rotas de
entrega aumenta significativamente, o problema torna-se complexo, dificultando a
obtenção da solução ótima. Propõe-se neste trabalho o algoritmo de decomposição de
Benders, que decompõe o problema principal em um subproblema de alocação de
estoques e outro subproblema de transportes. Finalmente será feita uma análise do
desempenho deste algoritmo através de exemplos numéricos.

Palavras-chave: Algoritmo de decomposição de Benders, Problema de Estoque e
Roteirização, Vendor Managed Inventory (Estoque Gerenciado pelo fornecedor).

Setembro – 2003

1. Introdução

A eficiência e competitividade de cada empresa dependem do desempenho da cadeia de
abastecimento, fazendo com que o ganho individual esteja diretamente inter-relacionado
com o ganho total da cadeia de suprimentos. Uma das técnicas visando elevar os ganhos
totais da cadeia é o VMI, que tem como objetivo a redução de custos através da
integração dos componentes da cadeia logística,

O VMI é uma técnica no qual o fornecedor controla os níveis de estoques de seus
clientes, e decide quando e quanto entregar de mercadoria para cada cliente. Em muitas
aplicações, o vendedor, além de controlar os estoques dos clientes, também administra
uma frota de veículos para transportar os produtos aos clientes. Este problema é
chamado Problema de Estoque e Roteirização (IRP – Inventory Routing Problem). O
IRP é resultado das novas formas de modelagem e otimização da cadeia de
abastecimento baseada na idéia de integração dos diversos componentes logísticos.

O objetivo deste trabalho é estudar metodologias para resolver o Problema de Estoque e
Roteirização. Como o IRP é um problema de grande porte, que envolve inúmeras
variáveis inteiras, o objetivo do trabalho foi decompor este problema em subproblemas
de alocação de estoques e distribuição, através do método de decomposição de Benders.
O algoritmo de decomposição de Benders permite a resolução de problemas de
programação inteira mista de alta escala.

2. Definição do Problema

O Problema de Estoque e Roteirização (IRP) trata da distribuição de um único produto,
a partir de um único centro de distribuição, que atende N clientes dentro de um
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horizonte de planejamento 7, possivelmente infinito. O cliente í consome o produto a
uma taxa &, e tem uma capacidade de armazenagem C, . O nível de estoque do cliente /

no instante / é l: . A distribuição dos produtos é feita através de À4 veículos
homogêneos e cada veículo tem uma capacidade C„ . A quantidade entregue ao cliente 1

pela rota r no instante t é Q:r . O número total de rotas de entrega é R , Define-se c, o

custo de executar a rota r = 1,., .,R e c„t ,,' o custo de armazenagem do cliente i.

O objetivo é minimizar o custo médio diário de distribuição durante o horizonte de
planejamento de modo que não haja falta de estoques para os clientes. Pode-se adicionar
ao modelo custos de estoque, custos de falta (admitindo que pode ocorrer falta de
produtos) e até mesmo a função lucro em função dos produtos entregues ou das vendas.

O Problema engloba três fases:

1. Seleção das rotas

Uma rota representa um grupo de clientes que serão visitados por um único veículo:
sem especificar a ordem de entrega dos clientes da rota, A definição dos clientes que
farão parte de uma mesma rota depende da localização geográfica dos mesmos> da taxa
de consumo e da capacidade de armazenagem de cada um deles

2. Determinar a cada dia quais rotas irão ocorrer e quanto entregar para cada cliente da
rota durante cada visita

Selecionadas as possíveis rotas pela fase 1, a próxima etapa consiste em deteruünar para
cada dia t , quais dessas rotas irão ocorrer, e conseqüentemente quanto entreg© pma
cada cliente da rota.

3 . Roteirização de veículos: qual o melhor roteiro

Na fase de roteirização, especifica-se a ordem de entrega dos clientes da ro@ para cada
uma das rotas obtidas na fase 2.

3. Modelagem

Apresentaremos a seguir a modelagem de cada uma das fases.

3+1 Fase 1: Seleção das rotas

O modelo de seleção das rotas foi baseado na localização geográfica dos clientes) na
taxa de consumo, na capacidade de armazenagem e nos custos de estoque de cada
cliente. O objetivo é selecionar as rotas de menor arsto

3.2 Fase 2: Determinar a cada dia quais rotas irão ocorrer e quanto entregar para
cada cliente da rota durante cada visit&
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a) Modelo de programação inteira mista para um único período de acordo com
Campbell, Clarke, Kleywegt e Savelsbergh (1997)

Este modelo decide a âeqüência em um único período :f de cada uma das rotas.

Parâmetros:

R –> total de rotas de entrega

c, –> custo de executar a rota r, r = 1, ...,R
N –> número de clientes

zl,. –> taxa de consumo do cliente i, 1 = 1,..., N
T –> horizonte de planejamento

C1 –> capacidade de armazenagem do cliente i, i= \,...,N

C„ –> capacidade do veículo

Variáveis de decisão:

e,., = volume total entregue ao cliente 1 na rota r no horizonte de planejamento 7

x, = &equência com que a rota r é executada no período 7

Formularemos o problema como:

: f a, É min(C, , 21 C, )x,
tel ,fc/,

(1)

(2)
(3)

(3.1) „ É lni11(C.,, C, )x,0 r = 1,.,.,R,i = \,. . ,,N

i = \,...,N

1, inteiro, e, , à o

O objetivo é minimizar o custo médio diário de distribuição durante o horizonte de
planejamento de modo que não haja falta de estoques para os clientes.

A restrição (1) garante que os volumes totais entregues aos clientes 1 da rota r no
período é menor ou igual o mínimo entre a capacidade do veículo e a capacidade total
de armazenagem de todos os clientes, multiplicado pelo número de vezes que a rota r
foi executada.

A restrição (2) garante que o volume total entregue ao cliente 1 que pertence a rota r
não ultrapassará o mínimo entre a capacidade do veículo e a capacidade de
armazenagem do cliente /, multiplicado pelo número de vezes que a rota r é executada.

A restrição (3) garante que o volume total entregue ao cliente 1 no período é igual a sua
taxa de consumo durante o período,

b) Modelo de programação inteira mista multi-período baseado nas idéias de Campbell,
Clarke e Savelsbergh (1999)
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Neste modelo, as decisões sobre quais rotas irão ocorrer, quanto entregar para cada
cliente da rota e qual o melhor roteiro são tomadas diariamente

Parâmetros adicionais:

c ,„ a custo de armazenagem (RS/item dia)
M –> número de veículos disponíveis

/,o –> estoqueinicial do cliente 1, i = 1,,..., IV

/; -+ nível de estoque do cliente 1 no instante t , 1 = 1

T, = duração da rota r (Ração do dia)
Td = tempo total disponível por dia

Variáveis de decisão:

Q:, = volume total entregue ao cliente i da rota r no dia t

11 = variável binária, indica se a rota 7 é executada no dia t (1: = 1) ou não (1: = 0)

O nível de estoque do cliente 1 no instante t pode ser definido como:

(3.2) 1 ! = 1 1 4 + S Q 1 11 +
r=1

A quantidade mínima a ser entregue ao cliente i no final do dia f é:

(3.3) df = max(O, tui – /,9 )

A quantidade máxima a ser entregue ao cliente / no final do dia t é:

(3.4) D! = tui + C,. –19

O Problema pode ser formulado da seguinte maneira:

min EJ:JCrX: + }1}dCa,/1‘

d:. =EEe,; ' D„
s=1

t r t i

i = \,...,N ,t = 1,..., T (4)

(5)
(3-5)

:le;, $ Cvr:
iel ,

7 = 1,...,R,t = 1,,..,,7

xt,binary , 05 e: r É min(Cv, (:, ).

O objetivo do modelo é minimizar os custos de transporte e estoque de modo que a
demanda de todos os clientes sejam atendidas. O modelo pode minimizar apenas os
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custos de distribuição, desconsiderando os custos de estoque, sujeito às mesmas
restrições,

A restrição (4) garante que não haverá falta de estoque para o cliente / e que a
capacidade de armazenagem do cliente i não será excedida.

A restrição (5) garante que o volume total entregue aos clientes i da rota r não
excederá a capacidade do veículo.

Se o tempo total disponível por dia for limitado adicionamos a seguinte restrição:

R

}l7,X: $ 17,1 1 = 1,,,.,7. (6)
r=1

A restrição (6) garante que o tempo necessário para executar as rotas não excederá o
tempo disponível.

Caso o número de veículos (M) em cada período seja limitado, adiciona-se a seguinte
restrição:

3.3 Fase 3: Roteirização de veículos

Nesta fase, a partir das soluções obtidas na fase 1 e 2, determinam-se as rotas a serem
percorúdas em cada dia,

Seja N o número de clientes a serem visitados. Tem-se como variável de decisão:

se 7 é atendido depois de 1

caso contrário

A função objetivo do modelo é minimizar a distância total percorrida:

(3.6)

As restrições são

min ::@?xg

Wj el, 6)

A restrição (8) garante que o veludo chega a cada cliente J uma única vez

Vie Ir (9)

A restrição (9) garante que veículo sai de cada cliente 1 uma única vez
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11, –11 j + Nx,j É N –\ \d i + j',i=\,2,...,N', j = 2,3,...,N +1 u, 2 0 (10)

A restrição (10) garante que todos os clientes sejam visitados.

4. Decomposição de Benders

4.1 Considerações iniciais

À medida que o número de clientes aumenta o número de variáveis inteiras cresce
significativamente. Os modelos de programação inteira mista de grande porte tornam-se
de dificil solução.

Quando o problema é muito complexo, pode ser subdividido em subproblemas. O
algoritmo de decomposição decompõe o problema principal em um sut)problema de
alocação de estoques e um subproblema de roteirização de veículos.

4.2 Decomposição de Benders para programação mista

Considere o problema de programação mista:

x + d' y

(4.1) AI + By 2 b
leI
y 2 o

onde 1 pode ser, por exemplo, um conjunto de números inteiros, ou um outro conjunto
de restrições lineares.

Fixando valores de 1 sobre o problema (4.1), o restante do modelo a ser resolvido é:

O(;) = mirt'/'y
-y

By 2 b – AI

y 20
(4-2)

O problema completo de minimização pode ser escrito da seguinte forma:

(4.3) r9[c'x + mIn p'y | By 2 ó – 21,y 2 o}]

Pelo Teorema da Dualidade, o problema (4.2) é semelhante a:

e(;) = max z/’ (6 – dx)
s.a. tf B É d'

Ii

(4.4)
112 o



Pelo Teorema da Dualidade, o problema (4.2) somente é viável se o problema (4.4) tem
uma solução ótima finita, ou seja, se existe 1 que satisfaça a condição:

(4-5) (djy(ó – ,41) $ 0, j = 1,. . .,1

Dessa forma podemos reescrever o problema (4.3) como:

min t' x + PS(Hj )'(Ó – '41)}
re /(4.6)

s .a. (dj )'(ó – Hx) $ 0, J = 1, . . .,/

Dessa forma, adicionando e definindo a variável 2 como a maior cota inferior de e(1),
reescreve-se (4.6) como:

(4.7)

(4-8)

(4.9)

min c' x+ 2
1,2

leI,Â€ R
s. a.

Ld j )' (ó – ,41) É 0,

2 2 (u j )’ (Ó – 2D,
x € /

J|f = 1 ) e T n a )

j = 1>-.-.>#

O método de decomposição de Benders baseia-se na aplicação dos conceitos de
Dualidade> Projeção e do relaxamento das restrições (4,8) e (4.9) para a resolução do
problema (4. 1). Com base nestes conceitos o problema (4. 1) é reescrito na forma do
problema (4.7) com as restrições (4.8) e (4.9).

Passo 1: Resolve-se o problema (4.7) sem as restrições (4.8) e (4.9), caso estas
restrições ainda não tenham sido acrescentadas pelo passo 2, encontrando uma solução

ótima (J 7 2) . Caso a solução não seja encontrada, o problema (4, 1) não tem solução.
/\ /\

Passo 2: Para testar a viabilidade da solução (x, 2) , resolve-se o problema linear (4.4).

Se o valor de e(1) é menor ou igual a 2, então a solução (x, 2) encontrada é ótima

os valores de tr encontrados em (4.4). Se o problema (4.4) , com x , não possuir

solução ótima finita, o que significa que Cd t]Lb – 2D 2 O, então com os valores
encontrados em (4.4) adiciona-se uma restrição do tipo (4.8) ao problema (4.7) e
retorna-se ao passo 1.

para (4.7) a (4.9) e y é obtido por By = 6 – Xx , terminando a otimização, Caso o valor

e(x) for maior que 2, adiciona-se uma restrição do tipo (4,9) ao problema (4.7) com

/\ A

/\ /\ A

/\ /\

/\

/\
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4.3 Aplicações ao Problema de Estoque e Roteirização

Considerando o problema (3.5), podemos definir os vetores c' , x, d' , y e ó , e as
matrizes ,4 eB de forma a representar o seguinte problema de programação mista:

min c’ 1 + d’ ),

Ar +By 2 6
1 binário

que pode ser resolvido aplicando a decomposição de Benders. O vetor x representa as
rotas e o vetor )' as quantidades entregues.

5. Exemplo Numérico

Considere uma empresa distribuidora que adquire produtos químicos de um fabricante e
distribui o produto para seus clientes. Além da distribuição do produto, a empresa é
responsável pelo controle do nível de estoque de seus clientes. A distribuição é feita
através de uma &ota de veículos homogênea, a partir de um único depósito central que
atende N = 10 clientes. O número de veículos disponíveis para entrega é M =2 . O
objetivo da empresa é minimizar os custos de distribuição e estoque,

Foram adotadas as seguintes hipóteses:

• Demanda determinística
• Horizonte de planejamento: 7 dias
• Cada veículo pode fazer uma única uma viagem por dia
• Um cliente pode pertencer a mais de uma rota
• O custo de estoque é igual para todos os clientes

Os dados de demanda, capacidade e estoque inicial de cada cliente, em toneladas, estão
na tabela abaixo:

dem/sem dem/dia ICapacidade l Estinicial
10 2 15 4
8 1.6 9 3.2

T5 812,5 14
T6 10 3,2e
1 ,8 3,69 11e
7 1210 4

5 7 21e
3 617,515Cliente 8

10 2 12Cliente 9 4
Cliente IO 101 ,6 3.2

Tabela 5,1: Dados dos clientes em toneladas

Temos a seguir dados de custos e capacidade do veículo:

C„, ($/t dia) = 5/t dia
cf,1„ ($/t dia) = 10/t dia
Custo de transporte = custo õxo + custo variável (distância)



Custo fixo (R$/dia) = R$100/dia
Custo variável = R$1/km
Custo do pedido = R$100
Capacidade do veículo = 20 toneladas

A tabela abaixo mostra a distância entre o depósito (0) e cada cliente e entre os clientes:

= 3 4 521

1934
5855 491 X

38 r6 r827!
503 XX

= 36 X

5618
59

7
8 H9 H10

9 10
4220
35X
4450

Tabela 5.2: Distância entre o depósito e cada cliente e entre os clientes

6. Resultados e análise de dados

6.1 R«ultados da modelagem

6.1.1 Resultados da fase 1: Seleção das rotas

As rotas selecionadas para a fase seguinte encontram-se na tabela abaixo:

Clientn
2 e 4

me
4, 6 e 9
me

Tabela 6. 1: Rotas selecionadas

6.1.2 Resultados da fase 2: Determinar a cada dia quais rotas irão ocorrer e quanto
entregar de mercadoria para cada cliente da rota

a) Modelo de programação mista para um único período

A tabela abaixo mostra a âeqüência ótima semanal de cada rota (1, ) e a quantidade de
mercadoria entregue ao cliente 1 pela rota 7 no horizonte de planejamento 7 :
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[MTMel
rlTIT17–n

•–l–l–UF
rll[5 27

[T

[7T 24 TIT7T
a–i-T–8––T
r82
•9 T
r92
R

Tabela 6.2: Freqüência semanal das rotas e quantidades entregues a cada cliente

b) Modelo de programação mista multi-período

Primeiramente buscou-se resolver este modelo em uma única fase sem aplicar o
algoritmo de decomposição de Benders. Neste caso, a solução do modelo não
convergiu. Aplicando o método de decomposição de Benders foi possível obter a
solução ótima.

A tabela 6.3 mostra as rotas obtidas para cada dia e a quantidade entregue a cada cliente
da rota.

dOl F
=T 11 1 Quarta IEal:nl2

[3Taa T
F'TnFr–=7–T18©FT-:
FTTuartan 9 ]

[lnneMF

nT1 –z–- IB:FRa=:=
Tabela 6.3: Rotas ocorridas e quantidades entregues
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6,1.3 Comparação dos raultados dos modelos com e sem decomposição de Benders

Para podermos comparar os resultados dos modelos, foram feitos 2 estudos, um deles
considerando um único problema, e o outro aplicando o algoritmo de decomposição de
Benders. A tabela 6.4 compara os resultados do modelo de um único período e do
modelo multi-período, com e sem decomposição de Benders,

dias | var.inteiras custo
>

único período
multi 9eríodo com wl ie

Com deoomposição
único período

) e

1724 9min 35s
r

6min 20s
1 h 53min

Tabela 6.4: Comparação dos resultados dos modelos

7, Conclusões

O Problema de Estoque e Roteirização é resultado das novas formas de modelagem e
otimização da cadeia de abastecimento baseada na integração dos diversos componentes
da cadeia logística. Visto que o IRP é um problema de programação mista de difícil
resolução, o objetivo deste trabalho foi estudar metodologias para resolver o modelo.
Assim, o problema foi decomposto em subproblemas de alocação de estoque e
distribuição. O algoritmo de decomposição de Benders permite a resolução de
problemas de programação mista de alta escala.
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