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Resumo—
semivariancia em

de média-semivariancia usa como fungdo risco uma combinagio convexa das semivariancias
(“tracking error’ - a diferenga entre 2 carteira e um

retorno esperado) do erro de rastreamento
Consideramos diferentes formas de calcular a média
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O objetivo deste trabalho é formular um problema de selegao robusta de ativos utilizando média-
termos de um problema de otimizagao com desigualdades matriciais lineares (LMI). O modelo

(acima e abaixo do
benchmark).
Iremos entao

o a semivariancia do erro de rastreamento.

minimizar uma fungao objetivo definida como uma combinagdo convexa da fungao risco menos o retorno esperado

de erro de rastreamento. Chamamos de
no pior caso.

Abstract— The main goal of this paper is to

in terms of a linear matrix inequalities

risk function a convex combination of the semivariances

error (the difference between the investor’s portfolio
of calculating the
defined as a convex

solution we mean a

combination of the risk

mean and semivariance of the tracking error. It is
funetion minus the expected return of the tracking error.
feasible portfolio which leads to a worst case value function lower than any other worst case

solugao robusta a carteira factivel que apresenta o valor da fungdo objetivo

formulate a robust mean-semivariance portfalio selection problem
(LMI) optimization problem. The mean-semivariance model takes as the

(below and above the expected return) of the tracking
benchmark portfolio). We consider different forms
desired to minimize an objective function
By a robust

and a

value function evaluated at any other feasible portfolio.

Key Words— mean-semivariance;

1 Introdugao

O modelo de meédia-variancia para selegio de
ativos ¢ um problema classico em finangas intro-
dugzido por (Markowitz, 1959), onde deseja-se re-
duzir os riscos de uma carteira através da diver-
sificagdo dos ativos. O principal objetivo & ma-
ximizar o retorno esperado para um dado nivel
de risco ou minimizar o risco esperado para um
dado retorno esperado. Selegao 6tima de ativos éa
ferramenta mais usado € conhecida para alocagao
de capital (ver (Campbell et al., 1997), (Elton e
Gruber, 1995), (Jorion, 1992)). Recentemente, O
modelo foi estendido para incluir otimizagao do
erro de rastreamento (ver (Roll, 1992)) e modelos
de semivariancia (ver (Hanza e Janssen, 1998)).
Neste caso, 0 gestor dos recursos é avaliado pe-
la performance obtida em comparagdo com um
benchmark pré—estabelecido. O problema da de-
cisao de alocagdo € baseada na diferenga en-
tre o retorno obtido pelo gestor e © retorno do
benchmark, o chamado erro de rastreamento ou
“tracking error’. No modelo de semivariancia a
funcéo risco € uma combinagao convexa das semi-
variancias (acima e abaixo do retorno esperado)
do erro de rastreamento. Como exemplos de
trabalhos sobre o erro de rastreamento podemos
mencionar (Roll, 1992) que considera o problema
de minimizar a volatilidade do erro de rastrea-
mento, e (Rudolf et al., 1999), que utiliza mo-
delos lineares para minimizagao do erro de ras-
treamento. Qutras fungdes objetivos para esta

portfolio optimization;

linear matrix inequalities; computational tool.

classe de problemas também podem ser conside-
radas (ver (Zenios, 1993)), e uma abordagem unifi-
cada destas metodolgias pode ser encontrada em
(Duarte Jr., 1999).

Como apontado em (Rustem et al., 1995),
para a estratégia Stima do modelo de média-
variancia ser 1til, os retornos esperados dos ativos
e a matriz de covaridncia precisam Ser estima-
tivas precisas. Pequenas variagoes nos retornos
podem provocar grandes mudangas na decisdo de
alocagao, como pode ser visto em (Black e Litter-
man, 1991). Esta falta de robustez com relagao a
imprecisdo inerente as estimativas dos retornos €
variancias motiva o estudo de modelos robustos de
otimizagao. Neste caso, a otimizagao nao € feita
para um inico caso de médias e varidncias, mas
consideramos um conjunto de valores para estes
pardmetros, que chamaremos de cenérios. Es-
tratégias robustas para carteira min-max sao con-
sideradas em (Rustem et al., 1995), onde deseja-se
obter uma carteira que minimize o valor da fungao
objetivo no pior caso (méximo sob os cenArios)-
Apesar de ser uma solugdo de pior caso entre todos
os cenarios utilizados, na pratica podemos obter
uma boa estratégia, principalmente se analisarmos
periodos de muita volatilidade e mercados emer-
gentes. Em (Costa e Paiva, 2002) é proposto uma
abordagem com desigualdades matriciais lineares
para resolver numericamente o problema robusto
de selegao 6tima de carteiras. Assume-se que OS
retornos esperados dos ativos bem como a matriz



de covaridncia pertencem a um politopo convexo
definido por alguns vértices escolhidos pelo gestor.
Dois problemas foram abordados: o primeiro foi
encontrar a carteira de volatilidade minima no
pior caso do erro de rastreamento com uma perfor-
mance esperada garantida minima, O segundo foi
obter a carteira com o maior retorno esperado no
pior caso com uma méxima volatilidade do erro de
rastreamento determinada, Mostrou-se que estes
dois problemas sig equivalentes a resolver pro-
blemas de otimiza¢do com desigualdades matri-
ciais lineares. Qutras referéncias sobre algoritmos
robustos para finangas sao (Howe e Rustem, 1997)
e (Howe et al., 1996).

Devido ao grande nimero de técnicas com-
putacionais rdpidas e confiiveis disponiveis para
problemas de otimizagdo com desigualdades ma-
triciais lineares atualmente (ver (Oliveira et al.,
1994)), esta abordagem tem se mostrado uma fer-
ramenta importante para derivagio de algoritmos
numéricos em controle robusto e problemas rela-
cionados. Em particular, algoritmos utilizando
Programacao semi-definida para obtencio de con-
trole para sistemas estocdsticos tem sido apre-
sentados recentemente (ver (Boyd et al., 1994),
(Costa et al., 1997),(Geromel et al., 1991)). Dei-
Xamos estas referéncias para maiores detalhes so-
bre a implementacio pratica de tajs algoritmos.

O principal objetivo deste artigo € utilizar de-
sigualdades matriciais lineares para resolver um
problema de otimizacdo do erro de rastreamento
robusto utilizando critério de média-semivariincia
€ considerando diferentes valores para os retornos
esperados e semivariancias. Vamos assumir que
0s retornos esperados dos ativos pertencem a um
politopo convexo definido por alguns vértices es-
colhidos pelo gestor. Para o célculo das semi-
varidncias, vamos considerar estimativas baseadas
em dados histéricos dos retornos dos ativos. Pe-
sos decrescentes ao longo do tempo sio aplicados
ao conjunto de dados. Assumimos também que a
matriz formada pelos pesos pertence a um poli-
topo convexo definido por alguns vértices escolhi-
dos pelo gestor. A idéia por trds desta hipotése
€ que estes pardmetros (expectativa de retornos
€ semivaridncias) nio sio exatamente conhecidas
e dificilmente sdo estimadas com precisao. A
fungao objetivo que queremos minimizar é a com-
binagao convexa da semivaridncia do erro de ras-
treamento menos o retorno esperado do erro de
rastreamento. O problema de otimizacao robusto
do erro de rastreamento neste caso € determi-
nar a carteira que minimiza o pior caso (maximo
sob todas as possiveis combinagdes convexas dos
parametros) da funcao objetivo. Acreditamos que
esta técnica representa uma ferramenta computa-
cional importante na direcéo de superar as princi-
pais limita¢Ses do modelo de otimizagdo de média-
variancia mencionado acima, com foco especial
Para problemas reais.

Este artigo est4 organizado da seguinte ma-
neira. A notacao, resultados basicos e a for-
mulagdo do problema que serd considerado du-
rante todo o trabalho sio apresentados na secio 2,
Secéo 3 apresenta a formulacgdo com desigualdades
matriciais lineares para o problema de otimizagdo
de média-semivarincia para o caso do erro de
rastreamento robusto, A Se¢do 4 apresenta si-
mulagoes numéricas com agoes da Bovespa. O ar-
tigo € concluido na $egao 5 com comentarios finajs,
Todas as provas podem ser encontradas em (Costa
e Nabholz, 2002).

2  Preliminares

2.1 Desigualdades Matriciais  Lineares e

Definicoes Bdsicas

Vamos denotar por R e R* o espago dos reais e ve-
tores n-dimensionais reais respectivamente. Para
uma dada matriz Q, definimos Q' como a ma-
triz transposta de Q e RQ>0(Q >0 respecti-
vamente) significa que a matriz simétrica Q tem
que ser semi-definida positiva (definida positiva).
Para z € R™ e 0 0 vetor zero n-dimensional, a de-
sigualdade z > 0 significa que cada elemento do
Vetor x € maior ou igual a zero,

Vejamos alguns fatos bésicos sobre desigual-
dades matriciais lineares (LMI). Um LMI (ndo-
estrito) tem a forma

n
Fla)=FR+) wFR>0 (1)
i=1
Iy
onde z = € R" sdo as varidveis e as
In
matrizes simétricas Fi,i =0,...,n sio dadas.

Um resultado importante para converter desigual-
dades convexas nio-lineares em formulagdo LMI é
0 chamado complemento de Schur, que apresenta-
mos a seguir (ver (Saberi et al., 1995), pag 13).
Proposicio 1. Suponha R > 0. Entgo

83] 20 2
Se e somente se
Q—-SRlg =0 (3)

Note que a primeira desigualdade na Pro-
Posigao 1 estd na forma de um LMI, e a segunda
estd na forma de uma desigualdade convexa nao-
linear. Um problema de otimizacdo com desigual-
dades matriciais lineares consiste em achar um
z factivel (ou seja, achar z ta) que F(z) > 0)
que minimize (ou maximize) uma funcio convexa
¢(z). Como mostrado em (Boyd et al., 1994),
(Ghaoui e Niculescu, 2000), existem atualmente
algoritmos numéricos para resolugdo de proble-
mas de otimizacio com desigualdades matriciais



lineares bastante eficientes (por exemplo (Oliveira
et al., 1994)), com o Gtimo global encontrado em
tempo polinomial ((Boyd et al., 1994), (Ghaoui e
Niculescu, 2000)).

Um Corolério imediato da Proposigao 1 € 0
seguinte:
Corolério 1. Suponha @ 2 0 uma rmairiz n. por
n, z(i) € BR™, e E:f:la(i) = l,ai) = 0,i =
1,... ,k. Entao

Hcﬁ(i a(i)z(i))

i=1

2 g )
szamﬂaﬁmmﬂ L@

Assim sendo vamos definir por conveniéncia,
para X um espago de vetores reais ou matrizes, €
uma colegdo de pontos vi)eX,i=1...,%0
politopo convexo Con{v(1),...,v(k)} como

Con{v(l),.., v(k)} =

{u eXiv =Y a(ili), ) al) = Lali) 2 o}s)

i=1 i=1

A formulacio acima serd utilizada na carac-
terizagao da robustez no modelo financeiro.

Para um vetor z € R", definimos os vetores
[z]s eR™ e [z]- €R" da seguinte maneira

max{0, 21}
[zl+ = : , (6)
maxz{0,zn}
e [z]- = z— [z]+, onde Z; é 0 i-ésimo componente

do vetor z. Seja A uma matriz diagonal n por 1
com componentes positivos. E facil ver que

(2], Ale]- = 0. (7)

Desta forma definimos para T € R,y € R u €
R*, veR" eAuma matriz diagonal n por 7 com
elementos positivos,

Y(z,u) = A¥(u— 1), (8)
Aly,v) = A¥(w+), (9)

Q(I, y,u,v] = SNT(I:ENF + (1 = 9)“5(%”)“2
(10)

onde 6 € [0,1]. Suponha que queremos obter u €
R",UER",uz0eu_>_0talquemmimize
9(z,y,u,v)- Seja

g(z,9) = uzf&tgzﬂgtz, Y, Uy v)- (11)
Proposigao 2. Para quaisquer u = 0,v = 0,

o(z,y,u,v) 2 O AF[z]- |2+ (1 - 0)|| A% [z]4 |
(12)

e o ponto de minimo em (11) é atingido para u =
@]y, v = —[v)- € 9(=9) = g||AT[z]-|I* + (1 -
0) [ A%yl I*-

2.2 Modelo Financeiro

Vamos considerar um modelo financeiro onde e
xistam N ativos com risco representados pelo ve-
tor aleatério de retornos A (tomando valores em
RN), e um ativo livre de risco com retorno con-
hecido r € B. Por conveniéncia, iremos escrever
A(t) para denotar o vetor de retornos num certo
instante de tempo t e por A;(t) a i-ésima compo-
nente deste vetor A(t). O vetor aleatério de re-
tornos A tem vetor de médias p € RV, e uma ma-
triz de convariancia N X N dimensional Q. Desta
forma A pode ser escrito como

A=p+e (13)

onde € é um vetor aleatério com meédia zero e ma-
triz de covaridncia (). E conveniente definir o vetor

€ RV+! como:
o= (ﬁ) : (14)

Uma carteira w serd dada por um vetor em
RY onde suas componentes sa0 0s pesos investi-
dos nos ativos com risco A, ou seja, a i-ésima
componente w; de w ¢ a proporgao da carteira in-
vestida no ativo i. Assumiremos que a carteira
pertenga entdo ao conjunto IT', definido em termos
do seguinte LMI:

N
F={w€RN;F0+ZwiF¢ZU} (15)

=1

onde Fy, 1 = 0,...5N sio matrizes simétricas
dadas. O conjunto I' é conveniente para Iepresei-
tar restrigoes do tipo: a soma das componentes
da carteira ser menor ou igual a 1, e no permitir
short-selling. Ou seja, restrigoes do tipo:

L 10w =m0 (16)

onde 1 representa um vetor N-dimensional for-
mado por 1 em todas posicoes. Neste caso, as
matrizes F; tem dimensdo (N + 1) X (N +1). A
matriz Fp serad formado por zeros exceto o ele-
mento (1,1), que serd 1. Para i=1,...,N,as
matrizes F; sao

=10 .:50 =10 o0
(i il PO 5 00...0
F = . joie s BN = ¢ .
00...0 00...1
a7)

Consideremos agora que (1 — w'1) é investido
num ativo livre de risco 7. Assim sendo, o Tetorno
do investidor é dado por

il el e (18)




Tomemos ainda uma carteira conhecida wg
fornecida pelo gestor, chamada benchmark. O re-
torno do benchmark é como em (18), ou seja,

wgA+ (1 —whl)r. (19)

De (18) e (19) temos que a diferenca entre o re-
torno da carteira do investidor w e o benchmark,
definido como o erro de rastreamento e(w), é

ew) = (w—wp)'A+ (wg — w)'1r. (20)

O valor esperado do erro de rastreamento e(w),
denotado por p(w), segue das equagdes (13) e (20),
e € dado por

Pw) = (w—wp)p + (wg — w)'1r
= (w—ws) (- 1r) (21)

€ a variancia (volatilidade), denotada por o(w),
e

o (w) = (w— wa)Uw — wg). (22)

Como mencionado anteriormente, estamos in-
teressados em medir o risco através de uma
combinagio convexa das semivaridncias acima e
abaixo da média do retorno do erro de rastrea-
mento, que sio definidas como segue: a semi-
variancia abaixo da média é definida por

7" (@) = B((min{0, e(w) - p(w)}?)
= B((min{0, (w - wp) (4 — whH?)23)

€ a semivariancia acima da média por

7 () = B((maz{0,e(w) - p(w)})?)
= B((maz{0, (v~ wp)'(4 - w})*J2u)

De (23) e (24), a funcéo risco é definida, para
8 €[0,1], como

O~ (w) + (1 - Ot (w). (25)

Pode-se verificar que para § = L, temos
%( 7 (w) + 7t (w)) = 20%(w). O parmetro 6 re-
presenta o grau de aversao ao risco do investidor.
Para maiores detalhes e propriedades desta funcao
risco citamos (Hanza e Janssen, 1995), (Duarte
Jr., 1999), (Markowitz, 1959).

Suponhamos que um conjunto de dados his-
téricos a,(t), t = 1,...T, esta disponivel, onde
a;(t) representa o valor observado do retorno
aleatorio A;(t) no instante ¢. Vamos assim definir
a matriz .4 como:
ai(1) ... an(1)
A= s (26)

a(T) ... an(T)

Portanto a ¢-ésima linha de A representa o valor
observado de A(t). Seja

A(l)... 0
o KR T (27)
0 ... \T)
onde A(t) representa o peso dado ao valor ob-
servado no instante ¢ quando estimamos og
pardmetros 7~ (w), 7t (w). Assumiremos que
;‘11 A(t) = 1. Das equacdes (23), (24), (26), uma
estimativa para 7~ (w), n* (w) usando A, os pesos
A, e a média u, denotadas por 7, 4 (w), 7t ) (w)
respectivamente, seria dada por:

T ®) = [ 43[4 - 1)~ wp)) | =

T N 2
=3 a0 ( |3 (es(6 = )i - ) ) (28)

7?:—,1\(‘*-‘) = ”A'}[(A— 1) (w— WB)}+”2 =

T N
=30 ( (3 (a(®) e - )| ) (29)
t=1 i=1 +

2.3 Selecdo Robusta de Carteiras  Utilizando
SemniVaridneia

Vamos abordar nesta Segao o problema de selecao
robusta de carteiras utilizando semivaridncia
como fungdo risco, que é o objetivo principal
deste trabalho. Vamos lembrar que se tivéssemos
estimativas precisas para os parametros p, Ty e
A (@), 7 4 (w) entdo o problema de otimizacao a
ser resolvido seria, para ¢ € |0, 1,6 € [0,1], dado
por:

nf fon(w) (30)
wel
onde

For@) = =(1 = 8)(w —wp)' (1 — 1ry)
+0(6n; 5 (w) + (1 — )11 A (w))(31)

(lembrando que ¢ = (:;)) - Vale ressaltar que

d representa o grau de aversio ao risco do investi-
dor. A medida que 4 aumenta de 0 para 1, au-
menta também a cautela do investidor.

Podemos ver, das equacges (28) e (29), que as
estimativas para 7~ (w), 7" (w) dependem direta-
mente de A, . Diferentes valores de A, ¢ levam
a diferentes valores da funcéo objetivo (31). Con-
sideremos assim a situacdo na qual deseja-se uti-
lizar no problema de otimizacao (30) todos os
possiveis valores dos parimetros A, ¢ dentro dos
politopos convexos = = Con {p(1),... ,0(k)}, e
¥ = Con{A(1),... »A(v)}. Vamos assumir no-
vamente que 23;1 Alk,t) = 1,k = L...,v,



onde A(k,t) sao os elementos na diagonal de
A(K). E importante ressaltar que os valores
e(1),... (k) e A(L),... ,A(v) sdo fornecidos
pelo gestor da carteira, e portanto nao estamos in-
teressados neste estudo em maneiras de obté-los.
O parametro (i) ird representar diferentes esti-
mativas para o retorno dos ativos de risco, seja
em funcgdo de diversas formas de cilculo ou de
diferentes cenarios futuros do periodo no qual a
carteira manter-se-a inalterada. De forma analoga
os pardmetros 7y(i) podem representar valores
distintos que a taxa livre de risco pode assumir
no mesmo periodo. Os pardmetros A(k) denotam
diferentes pesos que podemos considerar na esti-
mativa da funcdo risco nas equagoes (28), (29).
Logo, a versao robusta do problema de otimizagao
de carteiras posta em (30), (31) é dada por:

fzp.!\(w)- (32)

inf  sup
wel pEeE, AL
Portanto estamos querendo determinar uma
carteira w* tal que:

sup  foa(w).  (33)

sup  foa(w') £
wEEAEL

pEE,AED
para cada w € T', ou seja, existem g € E,A € X
de forma que:

sup  foa(w") < fon(w). (34)
pES,AED

Note que é possivel obtermos para algum @ €
S AT

7)€ fpaW) < sup  foalw?)- (35)

peE,NED

Quanto maiores forem os conjuntos = e I,
maiores as chances de encontrarmos @ € E,A €
¥ satisfazendo (35). Logo a utilizacdo de um
nfimero muito grande de cendrios pode deterio-
rar a performance do método, dado que obte-
remos uma solugdo w* desnecessariamente pes-
simista que minimiza o maior valor (pior caso)
da fungéo objetivo nos conjuntos Ze I. Logo, o
bom desempenho desta modelagem depende bas-
tante de uma escolha criteriosa dos cenarios que
serio considerados no problema de min-max.

No que segue, serd conveniente fazermos as
seguintes definigoes para u 2 0,v >0wel,pe
EAel:

Yo (w,u) = {A% (u— (A—1p)w—ws)) }
(36)

g = {A @+ (A= 1)@ =)}
(37)

Definimos também

Goa(w,u,0) = —(1 = 8)(w —wp) (b= 1r)
+66)| T poa(w, w) 12
+6(1 = 0)|| Bpya (w, V)P

Proposigao 3. Para cadaw € T fizado,

sup  foa(w)=
we=EAED

e mar

u>0020 k=1,... k=1 9 ().A(0) () u,v)- (38)

3 Formulagao LMI

Vamos introduzir agora uma formulagao para o
problema robusto de selegao de carteiras apresen-
tado em (32) utilizando desigualdades matriciais
lineares. Mostraremos, através de um teorema,
que a formulagdo LMI para o problema (32) é:

Minimizar z (39)
Sujeito a: (40)
So 51 52
S, 10|20
S, oI
I S, I, (41)
u>0,9>0,weT. (42)

onde:

So=(z+(1-0)(w~— wg) (i) — 1r(2)))
Sy = (80)F L iy, ace) (W, w)'s
Sy = (6(1 — 8))% Aggay,ace) (@, )’

e as variaveis sdo : u,v, z,w. Vale ressaltar que na
equacdo (41) a desigualdade é para cada elemento
dos vetores T-dimensional u,v, e O representa o
vetor T-dimensional zero.

O resultado a seguir mostra que o problema
de otimizacio utilizando desigualdades matrici-
ais lineares apresentado acima (39 - 42) resolve o
problema de otimizagao robusta de carteiras (32).
Teorema 1. @ € I' é uma solugdo dlima do
problema inf sup posto em (32) se e somente se
u,T,%Z,0 € solugdo dtima do problema LMI posto
em (39) a (42). Mais ainda,

= maz

i=L,. 5,k =1, ¥

{~(1-8)(@ —ws) (u(d) - r(3))
+ 51— )M [(A - 1u()) @ — wo)l.. I
1 0IAK) [(A— 1))@ -] [P} (43)

7= [(A - 1p(1))(@ — we)l+ (44)

5= —[(A- (@) @-w)_ (45

et €LY, B EE{Yane
na equagdo (43).

Vale ressaltar que o problema de otimizagao
utilizando desigualdades matriciais lineares colo-
cado acima é equivalente ao seguinte problema de

,v} atingem o mdzimo




programacgao nao-linear:

Minimizar z

Sujeito a:
2+ (1= 8)(w — wy (1) — 1r(3)) +
060(u — 7(2) ) A(k)(u—7(3)) +
(1 =) (v + 7(i))'Alk) (v + T(i)) >0

i=1,...,8k=1,... v
uz>0v>0
wel

onde 7(3) = (A — 1u(i)")(w — ws).

Assim  sendo, podemos utilizar também
métodos para problemas de programacao nao-
linear para resolver o problema robusto de
carteiras. A vantagem de utilizar desigualdades
matriciais lineares é que este tipo de formulagao
€ tratavel tanto do ponto de vista teérico como
numerico, e existem hoje cédigos bastante efi-
cientes para obtencdo de solucdes.

Para o caso no qual temos § = 1, o pro-
blema de otimizagdo (39)-(42) pode ser simplifi-
cado para:

Minimizar z
Sujeito a:

So &
[5; 1|20
i=1,..
u20,wel,

k=1, v

e de forma andloga para 6 = 0. Para o caso onde
temos § = 1 o problema de otimizagao (39)-(42)
pode ser simplificado a

Minimizar z

Sujeito a:

1 by g
0% (w—wp)'Qi, k) >0
Q(z, k) -

Jwywel

stos
83Q(i, k) (w — wp)

=Nk =10

onde (3, k) = (A~ 1u(i)')'A(k)(A — 1u()).

4 Exemplos Numéricos

Nesta segdo apresentaremos alguns exemplos
numericos com base na formulacio LMI apre-
sentada acima. Nosso objetivo é calcular uma
carteira robusta que acompanhe a variagio do
Ibovespa. Para isto selecionamos as 37 agbes mais
representativas na carteira do Ibovespa no ano
de 2001, que responderam por, no minimo, 85%
da carteira no periodo. Calculamos a carteira
6tima semanalmente de 02/01/2001 a 30/03 /2001,
e utilizamos os tltimos 63 dados para construir
a matriz de retornos .A. Assumimos ainda que
a riqueza inicial disponivel para investimento era
100 unidades.

Geramos 3 conjuntos diferentes de carteiras.
Para a Simulacdo 1 temos:

® £ =1v=1 (um dnico LMI),

° § = 0,94,

e 0 =10.75,
s 0...00
0g-.-00

* A= | : R
0 0‘,.515?
00...03%

Para Simulag¢io 2 consideramos:

® k= 2,v =2 (quatro LMIs),

° § =097,
e (= 0,75,
5 0...00
0 2¢ic 0D
e A)=]: -1
0 0515?
00...0%
L ]
010 x 0,90%% . .. 0 0
0 0 0
A(Q)% : E : ]
0 ... 0,10 x 0,90 0
0 0 0,10

E para Simulacdo %:
® x=2,v =2 (quatro LMIs),

e 4 =0,99,
e =075,
50...00
0Oz ..- 00
*AQ)=|: - oo
00...50
00..0%
[ ]
010 % 0,90%° . .. 0 0
0 0 0
A(2)% : e : :
0 ... 0,10x 0,90t 0
0 0 0,10

onde ¢ um fator de normalizagio. Em ambos os
casos calculamos o vetor p de acordo com a média
mével dos 1iltimos 63 dias, e utilizamos os pesos
dos ativos selecionados na composi¢ao do Ibovespa
para obter o vetor wg. Consideramos o ativo livre
de risco rx como o CDI-Cetip.

Os resultados foram obtidos utilizando
um solver chamado LMISol desenvolvido por



Oliveira, de Faria e Geromel da Faculdade de
Engenharia Elétrica e de Computacdo da Uni-
versidade Estadual de Campinas, e disponvel em
(Oliveira et al., 1994).

No primeiro grifico temos a variagao semanal
das 4 carteiras (Simulagdo 1, Simulacdo 2, Sim-
ulagdo 3 e o Ibovespa). No segundo temos o com-
portamento das carteiras ao longo do tempo, dado
que o investimento inicial foi 100

Figura 1. Retornos Semanais das Carteiras

!

§

wom
020172001 lo
DS 200

Figura 2. Retorno Total das Carteiras

5 Conclusoes

Neste artigo consideramos o problema de selegao
6tima de ativos usando semivariancias como uma
medida para a fungio risco do erro de rastrea-
mento. Assumimos que os retornos esperados
dos ativos e do ativo livre de risco, bem como
os pesos para o cdlculo das semivaridncias, per-
tencem a um politopo convexo definido por alguns
elementos conhecidos que formam os vértices do
politopo. O valor da funcao objetivo é definido
como uma combinacdo convexa da fungao risco

menos o retorno esperado do erro de rastrea-
mento. Mostramos ainda que o problema de en-
contrar a carteira com o minimo pior caso da
funcdo objetivo é equivalente a resolver um pro-
blema de otimizacao com designaldades matrici-
ais lineares, de forma a possibilitar o uso de ferra-
mentas poderosas disponiveis para resolugao desta
classe de problemas. Apresentamos simulagoes
numeéricas com agdes negociadas na Bovespa, u-
sando dados do primeiro trimestre de 2001. Os
resultados computacionais obtidos sugerem que o
uso deste tipo de formulagio pode ser bastante 1itil
em problemas de otimizagdo robusta de carteiras.
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