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Vamos comegar por enunaar o teorema de Taylor-Lagrange, resultado bastante con-

hecido e ministrado normalmente nos cursos de Calculo I ou II:

Teorema: “Seja f : I — R declasse C"™', n vezes derivavel no intervalo aberto

(a,b). Entao existe T € (a,b) tal que

"(q (n=1)(,4 (n)z -
18 = @)+ @6 -0+ L= e L ot Ly

Nosso trabalho visa mostrar um resultado que consideramos curioso sobre o z do

teorema acima. E a procura do ¥ perdido...

Enunciemos o resultado:
“Sejam f : I — R de classe C™*! e g € [. Temos, pelo teorema de Taylor-

Lagrange, que existe pelo menos um T(h) que indicaremos por T, tal que:
f'(a) 4 f(n_”(“) -1 f(")(-f“) n
= ! —Z ———p" —=h
desde que (a+ h) €l

Pois bem, se f("*1)(a) # 0, seja qual for Z, definido acima, temos:

5 Ton—a 1
553 A n+l

O curioso é que, seja qual for a fungio f escolhida satisfazendo as hipéteses neces-

sirias, se h se torna suficientemente pequeno, o ponto I 'se aproxima cada vez mais
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do poato que divide o segmento [a,a + h] na proporgio de -ty :1, estando Z, mais

proximo de a.
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Podemos considerar o teorema do Valor Médio para a derivada como um caso par-
ticular do Teorema de Taylor-Lagrange. Neste caso, o Z, do TVM tende para o ponto
médio do segmento (desde que f"(a) # 0. Ver exposicao de Thomas Logan Ritchie no
mesmo coldquio).

Outra interpretagao curiosa que pode ser dada ao resultado é a seguinte. Se a cada h
associarmos um unico z(h,a), construiremos uma fungao de duas varidveis z : 4 — R,

ACR? z(h,a)=74. Considerando a fixo, temos que:

. T(h,a)—a 1
lim =
h—0 h n+1

Ou seja, a fungao que associa o comprimento do intervalo a um T é derivavel em a
e, portanto, continua em a.

Vamos entdo & demonstracao do resultado:

Dada uma fungio f:I — R, a€ I, f declasse C"*!' em I, temos que ela
satisfaz as condigoes do Teorema de Taylor-Lagrange. Podemos entao escrever para um

a+hel:

[*(a) 0y S,

fla+h)= f(a)+ fl(a)h+... + o oy . (1)

com a<ZIi<a+h. i
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Pelas mesmas razoes, podemos escrever:
(n) (n4+1)¢3
1 f (a) n f (zh)hn+l (2)

: £ (a)
f(a+h)=f(a)+f(a)h+...+Tr—l—_—f)!—h"— + + (n+ 1)
com a < Zi <a+h. ' ﬁ(::)l

I

|

o § '

— {

. | x
3 22 a+h

Fazendo (1) - (2):
TAKENEN )(G)I.I—J = m-h =
| [0 - £ _ [rE)
n T (n+1)

FOER) = fNa) Ty =1 fH(E)
= " h T n+1 7

Zy—1
Como a3 expressdes acima sao iguais, quaisquer que sejam as escolhas de Zx e Ta,

temos, desde que exdstam os limites:
o f(n+l)(?h) '3
) - ryﬂ (n+1) ®)

i (L= s ) 71—

A—0 Thp—a h

Como f é C™!, temos que f{"+!) & continuaem [. Além disso, Limp_gZp = a.

Portanto:
(n+1)(= (n+1)
A—0 n+1 n+1

Também por f ser C™*! e devido ao fato de limp—oThp = a temos:

© lim f(ER) = £ (a) — (f(")(a))' = f(r+1)(q) (5)

h—0Q _I-;. -1
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Substituindo (4) e (5) em (3) e lembrando que por hiptese fr+Ya) £ 0, temos:

f(“"'”(a). Pm E;.’;- a _ f(n+1)§a)
~0 n -+
. Ip-—a 1
= lim —
A—0 R n+1’

»

que ¢é o resultado esperado.

Vamos a seguir mostrar alguns exernplos onde ];rocura.moa “testar” a validade do
resultado ou mostrar casos onde nao valem as hipdteses.

Exemplo 1:

Seja um polinémio de grau n. Podemos escrever:
Hz)=ag+a1T+az° +...+a,z" = p0) = aq .

Temos para as derivadas:
p(z) = a1 +2a2z + 30322 +.. . 4+ n.anz™”! = P'(0) = ay

p'(z) =283 + 6a3z + 12a42* + ... + n.(n = 1)z""? = p"(0) = 2a,

p"(z) =nlanz +(n = Dianey = p"0) = (n = 1).gn_, .
Desenvolvendo por Taylor até a ordem (n — 1) em torno do zeto ( p(z) é C™ em
toda reta real)

p(n_l)

2
A +'”+(n—1)!

p(z) = p(0) + p/(0).2 + 0 (B, 0<E<z,

Substituindo a expressao do polinémio e suas derivadas:

9 3!
»2 n ...ag 2 .03 3
ag+a1Zz+az°+. .. +ap2" = ap+a1z+—=x -{'-—'17 +...+

[nlanZ+(n-1)lapj]z"!

2 3! (n—1)!
Cancelando os termos iguais:
— nel _ X
anz = nanI.I : I = -
n



Como fizemos o desenvolvimento de Taylor até ordem n — 1, verificamos o nosso

= 1
n

Melhor que isso, além de lLm.;_¢ 2 = |,

resultado para um polindmio de ordem n.

temos que £ = %, qualquer que seja z.

Exemplo 2:

Seja f(z) =e*. A fungio f édeclasse C® e f(")z)=¢*, ¥VneN. Fazendo

o desenvolvimento de Taylor de ordem n para e* em torno do zero, temos:

0.2 z
PO B R e L. . € n —

et=c"tert o —+...+ 5.7, 0<z<z
2! n!

2 I n
= € —1+:c+f)—I+...+e’: , 0<T<z (1)

Desenvolvendo e® por sua série infinita de Taylor, temos a seguinte igualdade:

2 zn In-{-l In+2 I2 e? .
— —_ .. = — 4+ ... — =
1+:1:+2'+ el re Lzt 7+ + =2
= e?x——:—n-(li- = i +. ) =
‘nl Al (n+1) 2)(n +1) h
e?=1 I Iz

+(n+1)+(n+2)(n+1)+

Para o cdleulo do limite que estamos interessados temos:

2
I . finef il + g+ ey T
lim — = lim = lim .
r—0z r—0fnef 1—0 tn{l+z+ %5 +..

O limite acima ¢ uma indeterminagao do tipo j.

Aplicando L'Hospital:

z ( v — ) (55 + et +..)
]jm i —_ m 1+ n4l + "+3}['l+l)+“ n+1 (ﬂ+2](ﬂ+l) 2 1
—0 I z—0 o =1 ,
’ (1+‘rr+ )(1+I+2+---)

obtendo assim o resultado esperado.

Exemplo 3:
1
f(:):::“.sin; se z#0 e f(0)=0



f'(z) = 62° sm——:c cos-l-,:r;é()
78 sin L
fa(0)=lj f(:l‘) f(O) g ZS0

r—0 I

li.n:r)f’(:) =0, portanto f'(z) é continuaem R

f"(z) = (30z* - 2)?.in—;:— — (10z3. cos %), z#0
) = 1 L) =IO

:—-0 z—

ljn:t f"(z) =0, portanto f"(z) é continuaem R e f"(0)=0.

=0

A fungao nao satisfaz as hipoteses do resultado se fzcrmos o desenvolvimento de
Taylor para f(z) em torno do zero até primeira ordem, pois f"(0) = 0.

Observemos o seguinte: escolhamos z tal que f(z) =0 (ha infinitos). Temos, pelo
TVM:

37 tal que —f(I) ; /(0)

=f'(Z) = f(3T)=0 (1)

Basta observar que temos infinitos pontos de maximo e minimo local em (0,z) para
concluir que existem infinitos T que satisfazem a igualdade de (1). Mais do que isso.
podemos escolher 7 tdao proximo de zero quanto queiramos. Estes fatos mostram que
A Lm, g % Se f"(0)# 0, terlamos que lim; ¢ % = 3.

Exemplo 4:
2

f(a:)::dsin-l--{-% se T#0 e f(0)=0
f(z) = 62°. sml-z cos—l--{-r z#0
O R O

lim f(0) =0, portanto f/(z) & continua em R

f'(z) = (30z* — 7). sml — 102>, cos 1 +1, z#0
(0 = tim L ()

=1
li_r% f"(z) =1 portanto f"(z) é continnaem R e f’(z)=1#0.

Tomemos zo >0 tal que f(zy)=0. Pelo TVM, 37 tal que:

f(zo) = f(0) + f(Z).z0 = f(T)=0.
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Como a fungio f satisfaz nossas hipoteses (¢ C? e f"(0) # 0), temos que, qualquer

que seja a escolha para T:

. T 1
im - = -,
z1—0 T 2

0 que é bastante curioso (compare com o exemplo anterior).

Para um z qualquer, ainda temos:

. T 1
lim - = —.
Q0 T 2

Tentemnos explicitar T. Do TVM:

fB)=fO)+ f(T)z = .

2 1 1
= zssin£+1—=(6rz’sin—-—f‘.c03:+5).: =
r 2 z I
1 1
= z"'si.n—l-+i=615.sin——?.cos—+5 (1)
z 2 - T

Nao obtivemos progressos na resolugio da equagio (1) para explicitar 7. No

entanto, seria uma questdo curiosa nurma prova de Cilculo I a seguinte:

“Calcule EEO i, sabendo que T e z se relacionam por (1).”
=0z

Bibliografla: Elon Lages de Lima - Um Curso de Analise - Vol.I.
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