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Resumo — Este trabalho tem como objetivo mostrar a
viabilidade da ntilizagdo dos modelos estatisticos, Kriging e
Cokriging, para a substitui¢io da funco objetivo no Ambito de
um processo de otimizagfio. O modelo Kriging utiliza somente os
valores da funedo, enquanto o modelo Cokriging usa os valores
da funcio e seus gradientes, Esta capacidade do Cokriging pode
melhorar a qualidade da funcio de substituicio, e comeo
conseqiiéncia, o resultado da otimiza¢io. A robustez de ambas
as aproximacdes € verificada em funcbes analiticas e
posteriormente no Problema 25 de TEAM Warkshop.

Palavras-chaves — Modelos
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I. INTRODUCAO

No projeto de um equipamento eletromecénico &
necessaria a determinagdio das solicitagdes eletromagnéticas
que atuam sobre o dispositivo. Esta tarefa diaria para um
projetista possui um grau de dificuldade bastante elevado. A
complexidade da geometria, a ndo linearidade do circuito
magnético e anisotropia dos materiais sfio alguns dos itens
que dificultam a analise de um dispositivo eletromecanico.
Essas particularidades da analise do projeto de um
equipamento  levaram pesquisadores e projetistas a
procurarem iécnicas computacionais como, por exemplo, o
Meétodo dos Elementos Finitos (MEF) para avaliar campos
eletromagnéticos no interior de equipamentos.

Ao se utilizar técnicas de otimizagiio associadas ao calculo
de campos por elementos finitos, o projeto 6timo & alcangado
a partir de um processo sistematizado, porém realizado pelo
computador. Em geral, as técnicas de otimizagfo, sejam elas
deterministicas ou estocésticas, demandam um tempo
computacional baixo, ao passo que cada cdlculo de campo
por elementos finitos demanda um tempo computacional
elevado. Nesse ftrabalho serfo utilizadas técnicas de
otimizagfio estocasticas, que requerem um niimero elevado de
avaliagSes da funcdo objetivo, ou seja, diversos cdlculos por
elementos finitos. Isto pode implicar em um esforgo
computacional elevado.

Uma estratégia vidvel para contornar esse problema ¢ a
adogd@io de fungSes de aproximagHo para a representacio do
modelo de elementos finitos. Essas fungSes devem fornecer
uma aproximagio do modelo, ou seja, sfo modelos do
modelo, ou metamodelos. Desta forma, ne Aambito do
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processo de otimizagio, o modelo de elementos finitos &
substituido por uma fungdo de menor custo computacional.
Caso a aproximagdo represente o modelo de elementos finitos
com bastante precisdo, o 6timo global sera alcangado.

Existem diversas metodologias de construgio de
metamodelos ou fungdes de aproximagio. Dentre elas, pode-
se citar as Superficies de Resposta [1], as Redes Neurais
Artificiais [2] e o Método dos Elementos Difusos [3].

As fungdes de aproximaglo adotadas no dmbito desse
trabalho s@o de natureza estatistica. O primeiro metamodelo &
denominade Kriging, que é um termo genérico dado a uma
familia de métodos de interpolagio, cuja principal
caracteristica € minimizar o erro da varidncia da estimagéo,
definida a partir de um modelo de covaridncia. Sua
metodologia explora a correlagfio espacial dos dados para
construir a interpolagfio.

O segundo metamodelo é uma extens&o do modelo Kriging
€ € denominado Cokriging. Ele pode agregar aos valores da
fungHo, nos pontos amostrais, os valores do gradiente para
melhorar a precisdo do modelo.

Esses valores do gradiente podem ser calculados através de
metodologias com custo computacional mais baixo que o
MEF, como por exemplo: métodos adjuntos, andlise de
sensibilidade ou um esquema de diferencas finitas, como
proposto por Chung e Alonso [4]. No presente trabalho, os
modelos Kriging e Cokriging sdo apresentados como
interpoladores exatos,

II. METODOLOGIA

O presente trabalho, utiliza a Estimativa de Mixima
Verossimilhanga (MLE) para construir a interpolagio dos
modelos Kriging e Cokriging. A formulagio basica dos
modelos € apresentada a seguir. Detalhes especificos podem
ser obtidos no trabalho de Koehler e Owen [3].

4. Formulagdo do Kriging
O principic da metodologia Kriging € interpolar um
conjunto de dados fornecidos, através da asscciagiio de

fungdes locais a uma fungo global. Desta forma, um modelo
Kriging pode ser definido através da expressao:

y(x) = f(x)+Z(x) (n

em que yx) ¢ uma fungfo de interpolagdo, f(x) é um
modelo global, que nesse trabalho foi adotado constante e
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igual a f ¢ Z(x) ¢ arealizagfio de um processo estocastico
N(0,0?} com covaridncia no nula.

A covaridncia entre Z(x) e Z(x,}, ou seja, entre
quaisquer dois pontos x, ¢ x, do total de N, pontos

amostrais, € obtida pelo produto da variancia do processo o’
e a fungdo de correlagiio espacial R(x,,x BE

CovZ(x,), Z(x,)] = 6*R(x,,x,) @)

A funcfio de correlagio espacial determina como o modelo
se ajusta aos dados. Existem varios tipos de fungBes de
correlagdo, porém em experimentos por computador, a
fungio de correlagdio ¢ normalmente assumida como uma
Gaussiana ¢ apresentada da seguinte forma:

R(x,.x,) = [ Jexpl-6,(x ~x |, V] 3)
k=1

eém que N, € o nidmero de varidveis de projeto (ou
pardmetros) e [Jcr - X, L ¢ a diferenga em mdédulo, enire as
coordenadas da amostra x, € x, na diregdo k.

O pardmetro &, € uma constante positiva na diregio 4 e
mede como os dados estiio correlacionados nessa diregfio.
Um valor elevado de &, mostra um conjunto de dados pouco
correlacionados.

O melhor estimador linear néio viesado (BLUP) de y(x) &
apresentado como:

J(x) = RO+ (x,0)x R (B)x(y— £ BO)) (4)

em que ¥(x) € o valor estimado em x, ¥ é o vetor dos
valores da funglio de dimensdo (N.x1), f & um vetor
unitario uma vez que f{x) foi assumido constante também
de dimensdo (Ngx1) e R ¢ a matriz de correlagio cujo
elemento M(x,,x,) ¢ definido por (3). A matriz de correlagiio
¢ simétrica, definida positiva com dimensio (N xN,) e
diagonal de valor unitario.
O vetor r’(x), calculado na forma:

P ) =[x, %) Rx.x, ] (5)

¢ o vetor de correlagio entre o ponto a ser estimado x e os
N pontos amostrais.

O pardmetro estimado de £ e a varidncia estimada de o
entre o modelo global £ e y
apresentados como:

sdo respectivamente

BOY=(fTR @) R (@)y) (6)

GHO =[(y~fBON R (ONy—fBON/ N,  (7)

O MLE do parametro # pode ser obtido maximizando a
expressio:

_ Nylin(g? () + (R
2

(8

A solugdo deste sistema néo linear sem restricdo fornece o
valor de 6. E importante observar que qualquer valor de @
produz uma interpolagdo dos dados, contudo, somente a
otimizagdo de (8) e o posterior uso de (4) é que permitem a
obtengio de um modelo étimo.

B, Formulacdo do Cokriging

No modelo Kriging a interpolagfio é realizada através do
valor da funcio nos pontos amostrais. Para o meodelo
Cokriging a interpolagiio é realizada através do valor da
fungfio nos pontos amostrais e do valor da derivada da fungio
nesses pontos. Desta forma, a formulagio matematica para o
Cokriging segue a formulagio apresentada para o Kriging
porém, algumas mudangas ocorrem para que os valores das
derivadas sejam incorporados.

A metodologia de modelo Cokriging assim como o modelo
Kriging, explora a correlagio espacial. Entdo, deve-se
caloular a correlagdo entre os pontos amostrais, tal qual
realizada no Kriging. Como o Cokriging incorpora os valores
da derivada existe a necessidade de cotrelacionar esses
valores em um ponto com o valor da fungio em um outro
ponto ou mesmo com o valor da derivada da fungfo. Desta
forma, apenas o conhecimento da covaridncia entre Z(x,) e

Z(x,) néio ¢ suficiente. Torna-se necessario conhecer a
covaridincia entre a realizagfio do processo estocdstico Z(x,)
e sua derivada Z'(xJ,). O calculo da covaridncia entre as
derivadas das realizages do processo estocastico Z'(x,) e

Z'(xj) € igualmente necessario. A expressiio generalizada
para o calculo dessas covariincias toma a forma:

r
Cor[Z' *'(x),2% ™' )] = Y ' [ [ R, (x. %, (9)
7=l

g
emque a= ZT:]“J e b=Z,;,b, .

Assim, tem-se que a matriz de covarincia do modelo é
definida como sendo:

Co{Z(x,), Z(x )] = o’ R(R(x,,x,)) (10)
ColZ(x,),Z (x)] = RN (x,,x,) (1)
Cov[Z (x), Z(x )] = -0 R(R (x,.x,)) (12)

ColZ (x,),Z (x)]==c"R(R"(x,,x,)) (13)



em que a funglio de correlagio, M(x,,x ) se mantém como
definida em (3).
O melhor estimador linear no viesado de y(x) agora passa
5¢rT
YxY= B, (@) + 75 (x,6Yx R, (BYx (v, — £, B.(6)) (14)
em que £, € um vetor preenchido com N valores iguais a
1 e NyxN,, valores iguais a zero. A matriz R, tem

dimensfio (N, +1)N,x(N +HNS).

par por

O parimetro estimado 2, o vetor Yu» € 0 vetor de

correlagdio r; podem ser escritos respectivamente como:

B O = (S ROV (S R (B)yy) (15)
) avx, )]
Y, =[.v(xi)-.._v(xv )ay(f') x,’ (J:. A l (16)
ix o i
o (x)= |:5R(x, %) Rxx, )R (x.x,)...
{17

f b T
R xRy (x|

em que M, (x.x, ) é a derivada da fungdo de correlagfio

com respeito a varidvel de projeto, x, ,no ponto (x,x, ).
par £

IIT. APLICACOES

Para wvalidagio dos modelos Kriging e Cokriging
desenvolvidos, utilizou-se duas fungdes analiticas ambas a 3
variaveis. A primeira (fi) proposta por Alotto et al. [6]
apresenta-se como:

Si3,%,0,) = 001+ Y (x, +0.5) - 3057 - 20x (18)

A segunda (f) proposta por Vasconcelos et al. [7]
apresenta-se como:

-Ej"((r‘—l 52 +0)
Sz, x)=20-¢ 7 +
2 1 2 1 . (]9)
“Y % -3541 1)
—g ™

1
-¥ -2 57 4103}
+e

Para essas fungBes analiticas, duas aproximacBes foram
usadas para o cdlculo das derivadas das fungdes para o
modelo Cokriging. A primeira é analitica e fornece o valor
exato da detivada. A segunda é numérica, baseada num
esquema de diferengas finitas (EDF) através de dois pontos.
Um passo de 0.3% do intervalo do pardmetro foi adotado.

Os modelos desenvolvidos também foram aplicados ao
problema 25 do TEAM Workshop [8] a fim de se testar o
desempenho dos modelos em problemas do mundo real.

No problema 25, cuja geomeiria € apresentada nas Fig. 1 e
2, tem-se um magnetizador em que o objetivo é encontrar
uma forma geométrica que possibilite uma distribuigiio de
indugio magnética extremamente homogénea e radial ao
longo da linha e — 7. Para isto, deve-se minimizar a fungiio
objetivo (20), calculada ao longo do arco e — f representado
em detalhe na Fig. 2.

10

W=Z{(Bx,,,

i=]

- Bn‘n )2 + (Bwp - B_wa )2} (20)

Na expressiio (20), faz-se a diferenga entre indugdes
magnéticas especificadas e calculadas. O indice p indica um
valor de indugdio calculado e o indice ¢ um valor

especificado.
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Fig. 1. Vis#o geral da geometria TEAM25
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Fig. 2. Visdio detalhada da geometria TEAM25

Os pardmetros geométricos para a otimizagéo sdio R1, L2 e
L4 cujas variagSes em (mm) sio definidas por: R1 =[5, 9.4],



L2=[12.6, 18] e L4 = [4, 19]. O parimetro 1.3 foi fixado em
14 mm.

O mesmo EDF descrito para as fungdes analiticas foi usado
para a aplicagdo do Cokriging,

E importante observar que o EDF tem um custo
computacional mais elevado do que uma andlise de
sensibilidade contudo, quando N o € baixo, esse custo

computacional ndo ¢ muito alto.

Para mostrar a performance dos modelos Kriging ¢
Cokriging, todos os calculos foram realizados sobre uma
grade regular, porém, para o modelo Cokriging, em cada
ponto amostral, foi calculado o valor da fungiio e trés valores
da derivada. Desta forma, para o medelo Kriging, o tamanho
amostral deve ser maior do que o tamanho amostral para o
Cokriging.

Para o Cokriging, néo utilizou-se a informag#o do gradiente
da fungdio para a determinagdo do MLE do pardmetro 0.
Assim, manipula-se matrizes de dimensdo bastante reduzida
o que facilita o processo de otimizagio descrito por (8).

IV. RESULTADOS

Os resultados obtidos nos casos descritos anteriormente
estlio dispostos nas Tabelas subseqitentes,

Nas Tabelas I e H apresentadas a seguir, r* & o coeficiente
de determinagio e f ¢ o valor do minimo glabal obtido. O
simbolo CK foi reservado para abreviar o termo Cokriging,
que foi calculado com derivadas exatas ou através do EDF
descrito anteriormente.

Todos os resultados de otimizacio foram obtidos através do
método Simulated Annealing.

TABELA I MINIMIZAGAO DA FUNCAD f

Método Ng 1-r Minimo [
Analitico | wm- | - | [-445 4.45-445] | -7.85
Kriging 10" | 7<10° | [-4.55 -4.54-4.55] | -7.98
CK (Exata) | 206 | 2=10™ | [-4.46 4.46-447] | -7.88
CK(EDF) 216 [ 2x10° | [-4.44 433 -4.54j | -7.90
TABELA Il MINIMIZACAC DA FUNGAQ ]
Método N 1 Minimo [
Analitico —— ——— [3.593.593.59] | 17.31
Kriging 108 | 0057 [349349349] | 1736
CK{Exata) 216 | 0,034] | [3.653.643.64] | 17.71
CK(EDF) 216 | 0,042 | [3.643.653.64] | 17.71

Ao se analisar os resultados apresentados nas Tabelas I e 1
vé-se que os valores obtidos através dos modelos estdo muito
proximos dos valores analiticos. Este aspecto ¢ reforgado
com o alio fator de determinago obtido pelos modelos o que
corresponde 4 qualidade da aproximacéo obtida,

Os maiores fatores de determinagéio foram alcangados
quando do use do Cokriging com os valores exatos da
derivada, o que mostra a potencialidade do método.

A Tabela II1 lista 0s resultados obtidos para o problema 25
do TEAM Workshop. Esse problema também foi resolvido
pelo Método dos Elementos Difusos (MED) e pelo Método
Multiquadrics, descritos por Kobetski et al. [9]

Na Tabela III, £, ¢ o minimo global e h_ € o valor da
fungdo objetivo calculado pelo MEF no ponto de minimo.

TABELA III MINIMIZACAO DO PROBLEMA 25 DO TEAM

Método R1 L2 L4 foun Mg

(mm) | (mm) | (mm) ™ i’

Multiquadrics | 676 | 13.03 | 1481 | -44 44

MED 717 1406 | 1435 | -0.43 0.1
Kriging 7.20 | 1440 | 14.00 | 0278 | 0.280
CK(EDF) 680 | 1348 | 1392} -29 | 0392

A analise da Tabela III mostra que os métodos propostos
tém bom desempenho, quando comparados com métodos
mais tradicionais, como as multiquadrics. E importante
observar que a fungiio objetivo analisada & estritamente
positiva, Deste ponto de vista a melhor das aproximacdes & o
Kriging. O desempenho do Cokriging neste caso foi inferior,
porque as derivadas ndo foram calculadas com a devida
precisiio. Entende-se que o esquema de diferengas finitas
adotado seja vidvel em alguns casos, ou seja, ¢ dificil
determinar a priori o valor do passo de variagio do
parametro, a fim de calcular as derivadas. O uso de métodos
adjuntos tornaria provavelmente o Cokriging mais efetive.

V. CONCLUSOES

Os modelos estatisticos propostos permitiram construir
fungdes de substituigdo com alto fator de determinagfo o que
comprova a validade da ferramenta desenvolvida. Ambos os
modelos: Kriging e Cokriging se mostraram uma
metodologia alternativa na construge de fungles de
substitui¢do através da solugdo do problema 25 do TEAM
Workshop mostrando a viabilidade dos modelos em
problemas reais,
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