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UM PASSEIO PELA GEOMETRIA

JOSE ANTONIO VERDERES] E SERGIO ALVES

A Geometria, enquanto fato mais ou menos aceito, tem suas origens no
Egito. E claro que qualquer um pode protestar sobre isto. Por exemplo, nos
desenhos ou utensilios do homem neolitico, aparecem formas geométricas
que se repetem em diversas situagoes.

Vamos procurar contar um pouco sobre a geometria de Euclides até o
advento das geometrias nao euclidianas.

Euclides foi um matemético convidado a fazer parte da escola de Alexan-
dria, fundada por Ptolomeu I. Ele escreveu o famoso livio Os Elementos
por volta de 300 a.C. que é considerado o primeiro texto de matemética
¢ 0 maior best-seller da Histéria da Humanidade. O ensino da geometria
0 adotou como livro texto por mais de dois mil anos. Ele trata do que
¢ conhecido como Geometria Euclidiana, que descreveremos sucintamente.
Por simplicidade, trataremos somente da geometria plana (duas dimensoes).

Um sistema geométrico consiste de objetos abstratos chamados pontos,
retas e de relagoes entre eles. As relagoes primitivas ou aceitas sem de-
monstragao chamam-se axiomas ou postulados. Euclides procurava definir
cada um destes objetos; por exemplo, ponto é o que nao tem partes. Ma-
tematicamente, isto nada significa, pois nao sabemos o que significa partes.
Utilizando-se destas definigoes, a obra de Euclides se torna longa e muitas
vezes é ambigua.

O trabalho de simplificar e sistematizar a obra de Fuclides, devemos ao
matematico D. Hilbert (1862 — 1943) em seu livro Fundamentos de Geome-

tria. Para temos uma idéia do que é um sistema geométrico, descreveremos
os axiomas usados por Hilbert. Eles sao divididos em cinco grupos:

(1) Incidéncia
I1: Por dois pontos passa uma tnica reta;

12: Uma reta tem pelo menos dois pontos;
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I3: Existem trés pontos ndo colineares.

(2) Ordem

O1: Se B estd entre A e C, entao A, B e C sio colineares, distin-
tos e B estd entre (' e A;

02: Dados dois pontos A e B, existe C tal que B estd entre A e C;

03: Dados trés pontos distintos sobre uma reta, no maximo um
esta sobre os outros dois;

04 - Axioma de Pasch: Dados trés pontos nio colineares A,
B, C' e uma reta r que ndo passa por eles, se existe um ponto
de 7 entre A e B, entio existe um ponto de r entre A e C', ou

entre B e (.
C
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(3) Congruéncia

C1: Seja AB um segmento e s uma semi-reta que comega em C'.
Entao existe um tnico ponto D sobre s tal que AB =CD;

C2: As relacoes de congruéncia para segmentos e angulos sao re-
lacoes de equivaléncia;

C3: Se B estd entre A e C', B’ estd entre Ale (', AB = A'B' e
BC = B'C", entdao AC = A'CY;

HI

- A ! > j

C4: Seja Zh,k um angulo e A’ uma semi-reta com origem O’ e
& . . ~ .

o um dos semi-planos determinado por h’. Entdo existe uma

7 ¥ . ’ . — /

tinica semi-reta &’ em a com origem O’ tal que Zh, k = £Lh k'

C5: Nos tridngulos AABC e AA'B'CY, se AB = AR AC =
ACTe A= 4’ entio B=B'elC= C’

A 3 c
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(4) Continuidade

Cont. 1 - Arquimedes: Dados segmentos AB e OU, existem
pontos Ay, Az, ..., An, n 2 1, na semi-reta AB tais que:

e OU = AA = A1 Ay = ... = A1 An;
o A, estd entre A e Az, Ay esta entre Ay e As, ...
e B estientre Ae A,
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Cont. 2 - Cantor: Seja [A;, B;] D [A2, B3] O ... uma seqiiéncia
infinita de intervalos fechados. Entio existe pelo menos um
ponto P € N[A;, B;].

—r— &
0 u
A A3
[N
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!
Al M Ay M 8y m, B2 B,

(5) Axioma das Paralelas

Por um ponto P fora de uma reta r passa no maximo uma paralela
a reta r.

r

Os axiomas de incidéncia, ordem e congruéncia sao bastante ébvios; 0s
axiomas de continuidade sio menos 6bvios. Por exem plo, no axioma de Can-
tor, estd envolvida a nogao de infinidade. Este axioma como formulado aqui
veio muito depois de Buclides. Cantor viveu no século XIX (1845 — 1918).
Para se ter uma idéia da sutileza, deste axioma, consideremos a seqiiéncia

1,1/2,1/3,1/4, ... 1/n,....

Se considerarmos a seqiliéncia aberta (0,1/7), entao N (0,1/n) = 0.

Ja N [0,1/n] = {0}.
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Mas o axioma que mais intrigou os matematicos foi o axioma das para-
lelas. Euclides, em seu livro, 6 o usou na 29* proposi¢ao, mesmo sabendo
que com ele as demonstragoes seriam mais simples.

Provavelmente, a dificuldade com este axioma vem do fato que ele envolve
a totalidade da reta: uma paralela a uma reta r passando por P é uma reta
que prolongada indefinidamente nao intercepta r!

Desde Euclides, muitos matemaéticos tentaram dar evidéncias da verdade
do postulado das paralelas, procurando uma demonstracao ou procurando
reduzi-lo a resultados evidentes. Todos os esforcos foram cm vao.

A solugio para o problema das paralelas veio com o surgimento das Ge-
ometrias nao Euclidianas.

Seus criadores foram o russo Nicolai Lobachevski (1793—1856) e o hiingaro
Jonas Bolyay (1802 — 1860). A obra que marca a data da descoberta das
Geometrias nao Buclidianas é a de Lobachevski: Sobre os fundamentos da
Geometria (geometria imagindria ou geometria de Lobachevsky), que apa-
receu em 1829. Jonas Bolyay publicou sua Ciéncia Absoluta do Espago em
1832.

A idéia deles foi substituir o axioma das paralelas pela sua negagdao: por
um ponto P fora de uma reta r passa mais que uma paralela a r.

Oy P

,,_;‘_‘::‘3-=,—<

r

Com isto, eles desenvolveram uma geometria tao completa, tao coerente
e tdo elegante como a de Buclides. Posteriormente, outros matematicos,
com destaque a . Klein (1849 —1825), H. Poincaré (1854 — 1912), Riemann
(1826--1966), mostraram que as geometrias nao euclidianas eram tao consis-
tentes quanto a geometria euclidiana, dando interpretagoes euclidianas para
elas.

Para finalizar, é necessario salientar que o trabalho de Riemann, dando
continuidade ao trabalho de Gauss sobre superficies no espaco, se baseia
numa nocao de espaco tao geral que inclui as geometrias euclidianas, nao
euclidianas e outras geometrias.
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Nao desenvolveremos nenhuma destas geometrias, pois isto seria dema-

= 0s
siado longo, mas procuraremos dar uma concretude a partir de exempl

: ; des de stes
ou modelos dos novos conceitos que surgiram das reflexoes de todos es
pesquisadores.

A Geometria do Cilindro:

Um cilindro é obtido identificando dois lados de um retangulo.

2 1=2

— oy

Uma reta no pl

; i At 2 istancia
ano e caracterizada como a que realiza a menor dist?
cutre dois pontos.

D D

e
c / " c=c f’\j
B /3' B=8 <@j
A /“I A=A/ <<<:/"
. / | ) : :— —

As retas do plano sio enroladas no cilindro.

a:reta vertical
b : circunferéncia
¢ : espiral

et ase
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Se chamarmos pontos os pontos do cilindro, retas as curvas do tipo
a,b, ¢, entdo por dois pontos P,Q do cilindro passa uma reta.

Podemos, entdo, calcular a distancia entre P e Q.

Q= (bl.b; "Q
P:(QUQz) P
A I B

d(Pv Q) = \/(771 - a1)2 o (bz - 02)2.

Podemos calcular a drea de um tridngulo e seus angulos.

< c
B A " B

S
]
<

*

|
B (, 4

a+ B+y=m=180°
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A bioquimica utiliza a geometria do cilindro para descrever o DNA (4cido
desoxirribonucléico), um componente do nicleo das células que transmite a
identidade na reprodugao do ser vivo.

desoxirn boze

1 i’\b\o —\zoe.po:ﬂco

timina
adenina L aloswma

= Suc‘,\nma
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Da mesma maneira, podemos estudar a geometria de um cone. Observe
as figuras:

2R
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A Geometria da Esfera:

Sera possivel, com uma folha de papel e com uma tesoura construir uma
esfera, como fizemos com o cilindro e com o cone?

Qualquer um jd sentiu a dificuldade de se embrulhar uma bola. Mas pou-
cos sabem explicar o porqué. Consideremos, para simplificar, que queremos
construir uma esfera de raio R = 1. Assumiremos que a menor distancia

entre dois pontos da esfera é dada pelo arco do grande circulo que passa por
eles.

Marquemos na folha um ponto O e comecemos a embrulhar a esfera com
o ponto O no polo norte.

¥

Se fosse possivel, entao a circunferéncia no plano de raio r iria cair sobre
. circunferéncia de ralo r sobre a esfera.

ol
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O comprimento da circunferéncia C, é dado por
C.=2rsinr
e a area do circulo esférico por
Ao = 2m(1 — cos ).

Mas o comprimento da circunferéncia no plano é dado por

C =2nr
e sua area, por

A=nr?
o que conduz a um absurdo!

Assim, para enrolar uma esfera por um plano é necessario que este seja
elastico, por exemplo, uma folha de borracha!

Medir no plano é diferente de medir na esfera. Isto mostra a dificuldade
de construir um atlas usando distancias!

Apesar disto, podemos considerar a geometria da esfera. As retas sao

grandes circulos, pois eles realizam a menor distancia entre pontos.

C

A =4nR?
2 2
Ap = MBL:_L;"_.

3

a+B+y=5>"

Suponhamos R = 1.
Ax =F=(a+B+7)—7
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Esta férmula mostra que se dois triangulos tém os mesmos angulos, entao
eles sao congruentes.

Esta é a chamada geometria eliptica, e foi descoberta por Riemman.
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