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Neste trabalho, procura-se sistematizar o cálculo e a visualização das tensões
tangenciais em seções transversais delgadas que estão livres para sofrer empena-
mento. As incógnitas do problema são os deslocamentos longitudinais relativos,
a partir dos quais são obtidos os diagramas de tensão tangencial e o centro de ci-
salhamento de seções que admitem paredes curvas, paredes de espessura variável
e materiais distintos desde que isótropos.

As equações que regem o problema foram deduzidas a partir de conceitos
da Resistência dos Materiais objetivando facilitar o acesso a leitores sem fami-
liaridade com a Teoria da Elasticidade. A maior parte do texto é dedicada à
resolução do problema pelo Método dos Elementos Finitos e a aspectos de sua
implementação computacional. Exemplos abrangendo diversos tipos de seção
transversal são apresentados no 6na:1.
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2. as barras são prismáticas;

3. a força normal é constante em cada barra;

4. as deformações, as rotações e os deslocamentos são pequenos (e, 7 « 1, com desloca-
mentos muito menores que as dimensões da ST) ;

5. as deformações no plano da ST são nulas (€2, e3, 723 = 0, com 32 e 33 contidos no
plano da ST) ;

6. a ST está livre de qualquer restrição ao empenamento. Na ausência de força cortante,
as hipóteses até aqui consideradas correspondem às da torção uniforme\

7. admitbse a validade da hipótese de Navier para o cálculo das tensões normais, mesmo
a ST sofrendo empenamento;

8. As seções transversais são delgadas, ou seja, elas interceptam paredes de pequena
espessura que podem ser confundidas com a própria superãcie média. Em decorrência,
as tensões tangenciais originadas pela força cortante são admitidas uniformes ao longo
da espessura, o mesmo ocorrendo com as tensões originadas pelo momento de torção
nos trechos fechados da ST.

2 Equações que Regem o Problema
A dedução da equação constitutiva que relaciona o fluxo de cisalhamento com a deformação
nas paredes da ST requer um exame cuidadoso dos campos de deslocamento e de deformação
que intervêm no problema [8] .

2.1 Cinemática

Deslocamentos Quando as deformações no plano da ST são nulas, as componentes de
deslocamento neste plano podem ser escritas em função da rotação 0(31) em torno do eixo
longitudinal instantâneo de rotação (Fig. 1), resultando para o vetor deslocamento u de um
ponto

„={ 7}={:sjg},
onde ul (s) é a componente longitudina11, q é tangente à linha média da parede e ( é normal a
ela; as direções dos respectivos eixos formando um triedro positivo. A distância s é medida
segundo a linha média da parede.

Deformações A distorção 71, no plano médio de uma parede pode ser expressa em função
das componentes dos deslocamentos,

715 = Ul,3 + 77,1

= ulls + Ofrr sen é, (1)

onde uma vírgula no subscrito denota derivada parcial em relação à variável à direita.
Quando a derivada é em relação à coordenada zá, apenas o índice 'á’ é indicado, 0 11

dO/ dz1.
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A=1

“

Fig. 3: Equila)rio de um trecho de parede.

Para As –> 0 e Z\31 –> 0, resulta
q; = –e a,1. (6)

Em decorrência da hipótese de Na\Her, a distribuição das tensões normais é linear na ST,

N M3 .M2
a = 1 – 732 + 7z3

onde as componentes do momento fietor e da força cortante são consideradas positivas
quando concordam coin os sentidos dos eixos centrais-principais ab e z3 (Fig. 3). Para uma
barra prismática, a derivada de a em relação a 31 é

1) r ) 1 = &ir3 1 1 E 1b 1L|r2 ) 1 1
= %= + 732. (7)

A substituição da Eq. (7) na (6) fornece

,.=–'(”z*”?), (8)

equação que corresponde à fórmula de Zhuravski da Resistência dos Materiais [5] .
A relação entre o fluxo e o momento de torção é obtida do equilrt)rio de momentos em

relação ao eixo da barra (Fig. 4),

Mlb (9)

onde r(, é o vetor posição medido a partir do centro de gravidade e Ml = MT –Y2zv3+Y3zv2,
resultando

q r(, sen é(, ds = MT – Y2zv3 + Y3zv2 .1
J2

(10)

O produto vetorial na Eq. (9) também pode ser expresso em termos das coordenadas dos
pontos ao longo da linha média da parede. Ou seja, escrevendo as expressões de r(, e q

TG = 32% + 33131
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–qR + gB + qC = 0

Fig. 5: Equiln)rio de forças longitudinais no encontro de paredes da ST.

4 Discretização em Elementos Finitos
O Método dos Elementos Finitos (ME:F) será usado na resolução das Eqs. (10) e (13) . Para
tal, o domínio da ST será dividido em pequenos trechos de parede de modo que o campo
de deslocamentos possa ser interpolado por funções Nc1 deânidas em cada trecho. Esses
trechos, ou subdomínios Qe , recebem o nome de elementos $nitos (Fig. 6). O conjunto de
elementos em que a ST fica subdividida constitui a malha de elementos ânitos.

Tanto a Eq. (10) quanto a Eq. (13) podem ter suas integrais decompostas em somas de
integrais nos domínios dos elementos,

nE:Iam _

E / q r 1(11r seq1[H•1 1(|E) 1EhF•J1r 1[1l s = MT V2 rv 3 + % E v 21
e=1 ã,

(14)

”8”/“„.“=,.“*',=”:”/“",.';'"*“=”8”/'“(“,?*";:) “,
(15)

onde nEleTrt é o nÚmero tota11 de elementos na malha.
O campo de deslocamentos longitudinais ul(s), mais especificamente o empenamento

da ST, será aproximado em cada elemento por uma combinação linear de funções Nc1 ,

Ul (S) = NaUc{, (16)

onde os coeficientes multiplicadores ui são os deslocamentos nodais do elemento. A re-
petição do índice a, designando o número do nó, indica somatória com a variando de 1 até
o número de nós por elemento. As funções NQ não são arbitrárias. Elas devem satisfazer
condições de compatibilidade de deslocamentos nos nós e conformidade nas interfaces dos
elementos para que a solução mlmérica convirja para a solução exata com a redução gradual
do tamanho dos elementos.

Neste trabalho, são empregados elementos uniaxiais isopaTamétricos. Isto significa que
as mesmas funções Na são usadas para interpolar as coordenadas aCs) de um ponto genérico
do elemento em função das coordenadas nodais za

aCs) = Naa'1 . (17)

Para o elemento de quatro nós, representado nos sistemas global e natural de coordena-
das na Fig. 7, as funções Nc1 são cúbicas na coordenada natural Cr , assumindo valor unitário
em um dos nós e valores nulos nos demais (Fig. 8),

"= = –4(Cl + ;)(€1 – ;)(€1 – 1),
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Fig. 8: Funções de interpolação e suas derivadas.

Introduzindo as Eqs. (16) e (20) em (15), obtém-se

”8”"[/“'»,:~,'.''„:*",=/“'»,:,;.-*“]

=”8”“[/'"(“,T*”Z)“],
onde a repetição dos índices a e b em lim monômio denota somatória, com os índices
variando de 1 ao número de nós por elemento. Agrupando os valores nodals wa e uf em
vetores nodais dos elementos, we e uf respectiva,mente, chega-se à forma matricial

nElem nE;tem

E WeT (K,:„uf + K,%O,1) = E WeT (%/,72 + 73#3) '
e=1 e=1

(21)

Os elementos das matrizes K8u e K:o são dados por

[Kja]d = 1 eG N:,N\às,
J2e

{riO}a = | eGN:,TseR+ds.
1 62 19

(22)

(23)

e os elementos dos vetores f 82 e #3 por

{/;2}a
1

eNcl32 ds
I3 (24)

{Ji3}a
1

eNc’=3 ds
ne

(25)



5.1 Distribuição do Fluxo devido à Força Cortante
Considerando inicialmente 72 unitário, com 73 e MT nulos, a Eq. (31) se reduz à

Kuuulv2 = /1&2 7 (32)

onde as correspondentes matrizes dos elementos são dadas pelas Eqs. (22) e (24).
A resolução do sistema de equações (32) requer a eliminação do movimento de corpo

rígido de translação longitudinal da ST. Isto pode ser feito anulandese um dos deslocamen-
tos nodais, e trabalhandese com deslocamentos longitudinais relativos na ST.

O modo mais simples de se calcular as integrais nas Eqs. (22) e (24) é por meio de
integração numérica [6] . Mais especi6camente, as integrais são aproximadas por uma soma
ponderada de valores do integrando calculados em pontos preestabelecidos fl no interior do
elemento, denominados pontos de Gauss ou simplesmente pontos de integração,

[K:,]“ = G / e(N,%,Cl,s)(N,%,Cl„) s,€, d€1
J’Ze

GE:eN,%,N,%1 €1,'Wi,, (33)

[/„2la {JeN' CNb'b,) s,€, dG
126

1 L eN'(/V'„8) s,€, We-, .
41

(34)

No caso de trechos retos de espessura constante e com nó intermediário centrado, a in-
tegração mrmérica é exata para polinômios de até terceiro grau quando são usados dois
pontos de integração, e para polinômios de até quinto grau quando são usados três pontos
de integração. Assim, o erro numérico introduzido pelas Eqs. (33) e (34) tem um efeito
pequeno na solução numérica do problema desde que as condições não se afastem muito das
admitidas.

As coordenadas & e os fatores de ponderação WF, para dois e três pontos de integração
encontram-se na Tabela 1. No programa, foram usados três pontos de integração para o
cálculo da matriz de rigidez e para o vetor carregamento.

Tabela 1: Integração Numérica.

Número de Pontos Cl

1/v/3
1/v/3

0

O uso da Eq. (5) permite que o fluxo q seja calculado em qualquer ponto do elemento.
Contudo, podese demonstrar que os erros na primeira derivada de ar são menores nos pon-
tos de integração dos elementos, justificando a escolha destes pontos para armazenamento
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a presença do termo Tcv sen dlc„ não apresenta maiores dificuldades se considerarmos a
identidade

rc„ sen éc„ = (a;2 Zv2 ) 33,s (33 – nv:3)32,57

expressão análoga à deduzida adotandbse o centro de gravidade como polo.
Finalmente, o 8uxo ql é calculado introduzindose os resultados ul e 0 ,1 na Eq. (4)

ql(il) = eG IEN,3„f + ,c„ senéc„o,11 . (44)

A tensão tangencial em qualquer trecho fechado da ST pode agora ser calculada a partir
dos três fluxos de cisalhamento, ou seja

,,(il) = !(M4gl + 72q2 + %@). (45)

onde 72 e 73 são as componentes da força cortante nas direções centrais-principais e A/4, é
a parcela do momento de torção que solicita a parte fechada da ST.

5.4 Momento de Inércia à Torção da Parte Fechada da Seção Transversal
O momento de inércia 4. à torção é calculado por meio da expressão genérica da rotação
relativa da ST,

4 = 8 • (46)

Admitindo um momento À/4 unitário, a rotação 0\1 é obtida a partir do sistema de equações
(41)

É interessante ressaltar que a parte aberta da ST não colabora para o momento de
inércia 4. Conclusão que pode ser inferida da Eq. (8) . Na ausência de força cortante, o
âuxo em qualquer trecho aberto deve ser zero para que se veri6que a condição de auxo nulo
nas extremidades livres.

6 Tensões Tangenciais nos Trechos Abertos
Nos trechos abertos da ST, as tensões tangenciais originadas pela torção têm uma distri-
buição linear ao longo da espessura (Fig. 9). Os valores extremos da tensão ocorrem junto
à superfície [2] , valendo

[4.]m’* = &e,
3

(47)

onde M8 é a parcela do momento que solicita a parte aberta da ST. Repare que o denomi-
nador coincide com o momento de inércia da parte aberta da ST,

4 = 0 ) (48)

com o domínio da integral abrangendo todos os trechos abertos.
Tendo em vista a Eq. (47), o valor máximo da tensão 45 ocorrerá no trecho de maior

espessura. Para paredes de espessura constante, a Eq. (48) fornece a expressão do momento
de inércia à torção de um retângulo com altura e muito menor que a largura.

A igualdade dos valores extremos em lados opostos (Fig. 9) só se veri6ca para trechos
retos. Para os curvos, a manutenção da hipótese de distribuição linear exigiria tensões
um pouco maiores no lado côncavo para satisfazer o equila)rio de momentos. Essa idéia é
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8 Programa AutoS(1
As equações deduzidas nesse trabalho foram implementadas em um programa denominado
AutoSC que emprega os recursos de programação orientada a objetos da linguagem C++.
A hierarquia de classes se baseia em uma descrição reticulada das paredes da ST delgada.
Em linhas gerais, a ST (representada pela classe cCrossSection) é formada por elementos
de parede (cWa:LI) ligando nós (cNode) cujos deslocamentos longitudinais são as incógnitas
do problema (Fig. 6) .

As propriedades geométricas da ST – área, momentos estáticos e de inércia, encontram-
se reunidos na classe cGeoarProp, que se encarrega da soma das propriedades dos diversos
elementos. As classes cPoint e cLine têm a Ênalidade de abstrair as operações envolvendo
as coordenadas dos nós e dos pontos de referência dos diversos sistemas de coordenadas.

As classes da biblioteca MFC (Microsoft Foundation Classes C++ Library) foram usadas
na elaboração da interface com o usuário. Elas se encarregam das janelas que possibilitam
a visualização da geometria e dos diagramas das tensões tangenciais, bem como a alteração
dos dados de entrada.

9 Exemplos
Exemplos cobrindo três tipos de seções transversais delgadas são apresentados, a saber:
seções abertas, fechadas e mistas. Os dois primeiros exemplos são su6cientemente simples
para que os resultados apresentados auxiliem na implementação do programa por outros
pesquisadores e alunos que estejam aprendendo o Método dos Elementos Finitos. O terceiro
exemplo reproduz uma seção mista e multicelular cuja geometria foi extraída de um catálogo
de perâs de alumínio.

9.1 Seção Aberta
O primeiro exemplo ilustra a análise de uma seção em 'L’ inclinada a 45'’ em relação ao
eixo horizontal (Fig. 10). Este é um exemplo de verificação e diferentes inclinações foram
usadas para assegurar que os diagramas de tensão não dependem do sistema de coordenadas
adotado. A posição do centro de cisalhamento (SC) é facilmente verificada pois ele se
encontra no canto do 'L,’ como requer o equilü)rio de momentos das resultantes das tensões
tangenciais.

Área:
G:

sc :

A = 1,800cm2
U2 = 3,536; y3 = 2,121
y2 = 0,000; y3 = 0,000a = 29,2'’

sc = o
I2 = 30,838cm4
I3 = 3,362 cm4

IT = 0,006cm4

Fig. 10: Seção delgada em 'L.’
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(a) % = 1 kN. (b) % = –1 kN.

Fig. 12: Diagramas das tensões tangenciais em kN/cm2 para forças cortantes unitárias nas
direções dos eixos centrais-principais de inércia.

8

33

7-<’ ”
s(l +

Área:
G:

sc :

a = 8,000cm2

Ul = 3,200; 93 = 4,000
92 = 2,794; y3 = 4,000

la = 76,81 cm4
I3 = 88,79cm4

IT = 117,03cm4.

Fig. 13: Seção unicelular delgada.

a orientação da parede seja, respectivamente, paralela ou perpendicular à componente da
força cortante considerada. Embora o programa obtenha o diagrama da Fig. 14 a partir
de diagramas básicos, é importante notar que uma nova pesquisa de valores máximos é
necessária após cada composição dos diagramas.

Este exemplo confirma a principal vantagem do processo dos esforços sobre o processo
dos deslocamentos: o número reduzido de incógnitas. Enquanto o primeiro requer apenas
um fluxo de cisalhamento incógnito, o segundo necessita de onze deslocamentos incógnitos
para descrever o comportamento da ST. Entretanto, a escolha de lima ST estaticamente de
terminada fundamental, a qual é imediata para seções unicelulares, é difícil de se programar
no caso geral.
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Área:
G:

sc :

A = 315,297mm2
U2 = 20,810; 93 = 35,262
y2 = 22,750; y3 = 27,607

4
69,9

a2 = –5,36'’
I2 = 187870mm4
Ia = 64599mm4

1} = 20,3mm4
4. = 91 089 mm4

= 91 109 mm4

Fig. 16: Seção delgada mista.

(a) Distribuição linear na espessura,
MIR = 0,OIOkNmm.

(b) Distribuição uniforme na espessura,
72 = 1,089 kN, y3 = –O,902 kN,

M4 = 44,346 kN mm.

Fig. 17: Diapamas das tensões tangenciais (kN/mm2).

19



10 Observações Finais
A aplicação do processo dos desloca,mentos permitiu que se estabelecesse IIm procedimento
de cálculo das tensões tangenciais que é válido para qualquer tipo de ST delgada. Ressalta-
se porém que a torção de seções mistas requer a identiâcação dos trechos abertos pois os
mesmos apresentam um comportamento à torção diferente dos demais.

Os diagra,mas de tensão obtidos concorda,rn com os resultados analíticos nos dois pri-
melres exemplos. A qualidade dos resultados numéricos pode ser constatada pelo fato dos
fluxos de cisalhamento se anularem nas extremidades livres e se equilibrarem nos encontros
das paredes. O grau do polinômio aproximado e a ordem de integração numérica já per-
mitiam prever que os resultados praticamente coincidiria,m com as soluções analíticas para
seções formadas por paredes retas e de espessura constante.

A apresentação em dois diagramas de tensão tangencial, isolando a distribuição uni-
forme na espessura da distribuição linear, mostrou-se bastante eâcaz. Ela possibilita a
identiâcação de comportamentos distintos à torção e, ao mesmo tempo, evita o congestie
namento de informações que seria inevitável em um diagrama único.

O fato dos fluxos de cisalhamento poderem ser calculados antecipadamente e combinados
de acordo com os valores das forças cortantes e do momento de torção na ST decorre da
validade das hipóteses enunciadas no início deste trabalho. O pós-processamento de pórticos
tridimensionais pode ser bene6ciado por esse procedimento já que o trabalho envolvido
no cálculo das tensões em barras prismáticas submetidas a múltiplos canegamentos seria
consideravelmente reduzido.
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