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Neste trabalho, procura-se sistematizar o célculo e a visualizagdo das tensdes
tangenciais em segoes transversais delgadas que esto livres para sofrer empena-
mento. As incégnitas do problema sio os deslocamentos longitudinais relativos,

€ materiais distintos desde que isétropos.

As equagdes que regem o problema foram deduzidas a partir de conceitos
da Resisténcia dos Materiais objetivando facilitar o acesso a leitores sem fami-
liaridade com a Teoria da Elasticidade. A maior parte do texto é dedicada &
resolucao do problema pelo Método dos Elementos Finitos e a aspectos de sua
implementacdo computacional. Exemplos abrangendo diversos tipos de segdo

transversal sdo apresentados no final.
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2. as barras sdo prismaticas;
3. a forca normal é constante em cada barra;

4. as deformacgdes, as rotagoes e os deslocamentos sio pequenos (e,v < 1, com desloca-
mentos muito menores que as dimensdes da ST);

0. as deformagbes no plano da ST sdo nulas (es, €3, Y23 = 0, com z3 e z3 contidos no
plano da ST);

6. a ST estd livre de qualquer restrigao ao empenamento. Na auséncia de forga cortante,
as hipéteses até aqui consideradas correspondem as da tor¢ao uniforme;

7. admite-se a validade da hipétese de Navier para o célculo das tensdes normais, mesmo
a ST sofrendo empenamento;

8. As segbes transversais sao delgadas, ou seja, elas interceptam paredes de pequena
espessura que podem ser confundidas com a prépria superficie média. Em decorréncia,
as tensoes tangenciais originadas pela forga cortante sao admitidas uniformes ao longo
da espessura, o mesmo ocorrendo com as tensdes originadas pelo momento de torcao
nos trechos fechados da ST.

2 Equagées que Regem o Problema

A dedugéo da equag@o constitutiva que relaciona o fluxo de cisalhamento com a deformacao
nas paredes da ST requer um exame cuidadoso dos campos de deslocamento e de deformagao
que intervém no problema [§].

2.1 Cinematica

Deslocamentos Quando as deformagdes no plano da ST sio nulas, as componentes de
deslocamento neste plano podem ser escritas em funcdo da rotagao 6(z;) em torno do eixo
longitudinal instantaneo de rotagéo (Fig. 1), resultando para o vetor deslocamento u de um
ponto

(5] Uy
u=4¢ n )=« rfsen¢ ;,
& r8 cos ¢

onde u;(s) é a componente longitudinal, 7 é tangente a linha média da parede e ¢ é normal a
ela; as diregGes dos respectivos eixos formando um triedro positivo. A distancia s é medida
segundo a linha média da parede.

Deformagoes A distorgao ;, no plano médio de uma parede pode ser expressa em funcao
das componentes dos deslocamentos,

Yis = U1 s+ N1
= u1,s+ 017sen @, 1)

onde uma virgula no subscrito denota derivada parcial em relacao & varidvel & direita.
Quando a derivada é em relacdo & coordenada Z;, apenas o indice ‘4’ é indicado, 6; =




As

ga
3 N ga
N_E  ——w
M3 =
I2
M,
s |
G My

Fig. 3: Equilibrio de um trecho de parede.

Para As — 0 e Az; — 0, resulta

q,s - —€ 0',1- (6)
Em decorréncia da hipétese de Navier, a distribuigio das tensées normais & linear na ST,
ag= s H ng
TA T T

onde as componentes do momento fletor e da forga cortante sio consideradas positivas
quando concordam com os sentidos dos eixos centrais-principais @, e 3 (Fig. 3). Para uma
barra prismética, a derivada de o em relagao a z; é

g1

1

i) T3
—Ms3; = + My, 7
ZTo I3
= Vo—=+ V3=
Va T +V3 i (7)
A substituicdo da Eq. (7) na (6) fornece

(B2, 3
dly = e(iefswafz), (8)

equagao que corresponde & férmula de Zhuravski da Resisténcia dos Materiais [5].
A relaggo entre o fluxo e 0 momento de torgao € obtida do equilibrio de momentos em
relacao ao eixo da barra (Fig. 4),

/TG x gds = M, (9)
2

onde ¢ é o vetor posiciao medido a partir do centro de gravidade e M; = Mt —Vozy3+Vazyg,
resultando
[ arasen é ds = Mz — Vizys + Vi, (10)
2

O produto vetorial na Eq. (9) também pode ser expresso em termos das coordenadas dos

P

pontos ao longo da linha média da parede. Ou seja, escrevendo as expressoes de rg e q

TG = Tty + 313,
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Fig. 5: Equilibrio de forgas longitudinais no encontro de paredes da ST.

4 Discretizagao em Elementos Finitos

O Método dos Elementos Finitos (MEF) serd usado na resolugao das Egs. (10) e (13). Para
tal, o dominio da ST ser4 dividido em pequenos trechos de parede de modo que o campo
de deslocamentos possa ser interpolado por fungées N® definidas em cada trecho. Esses
trechos, ou subdominios 2°, recebem o nome de elementos finitos (Fig. 6). O conjunto de
elementos em que a ST fica subdividida constitui a malka de elementos finitos.

Tanto a Eq. (10) quanto a Eq. (13) podem ter suas integrais decompostas em somas de
integrais nos dominios dos elementos,

nElem

Z fq*r(; sen ¢ ds = Mt — Vozy3 + Vazyg, (14)
e=1l Ae
nElem nElem nElein % .
X, /er,sul,s ds+6, Z /er,srsenqbds = Z /ew (V2I_2+%I_3) ds;
e=1 e e=1 pe e=1 pe 3 2

(15)
onde nElem é o mimero total de elementos na malha.,
O campo de deslocamentos longitudinais ;(s), mais especificamente o empenamento
da ST, seré aproximado em cada elemento por uma combinagao linear de fungGes N¢,

u1(s) = N%uf, (16)

onde os coeficientes multiplicadores u? sdo os deslocamentos nodais do elemento. A re-
petigdo do indice a, designando o nimero do no6, indica somatéria com a variando de 1 até
o niimero de nds por elemento. As fungdes N nao sao arbitrarias. Elas devem satisfazer
condigdes de compatibilidade de deslocamentos nos nés e conformidade nas interfaces dos
elementos para que a solugio numérica convirja para a solugao exata com a redugao gradual
do tamanho dos elementos.

Neste trabalho, sdo empregados elementos uniaxiais tsoparamétricos. Isto significa que
as mesmas fungdes N sao usadas para interpolar as coordenadas x(s) de um ponto genérico
do elemento em funcao das coordenadas nodais z°

x(s) = N%z“. (17)

Para o elemento de quatro nds, representado nos sistemas global e natural de coordena-
das na Fig. 7, as fun¢des N sdo ctibicas na coordenada natural £, assumindo valor unitério
em um dos nés e valores nulos nos demais (Fig. 8),

9 1 1
N' = —E((fl + *5;)(51 - §)(§1 =3
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Fig. 8: Fungdes de interpolagao e suas derivadas.
Introduzindo as Eqs. (16) e (20) em (15), obtém-se
nElem
Z w? feGN_‘;N'idsu? +|9,1_/eGN";rsen¢d3
e=1 ne e
nElem
=3 we /eN“ (Vgﬂ«wﬁﬁ) dsll
= I3 I
e=l1 e

onde a repeticdo dos indices a € b em um monémio denota, somatoria, com os fndices
variando de 1 ao nimero de nés por elemento. Agrupando os valores nodais w? e uf em
vetores nodais dos elementos, w*® e uf respectivamente, chega-se & forma matricial

nElem nElem
D W (KLuf+ K6y = Y wT (Vafy+Vafs). (21)
e=1 e=]1

Os elementos das matrizes K¢, e K2, sio dados por

(K2 = [eGNINSas, (22)
Q¢

{K5e}® = /eG NSrsen¢ds, (23)
‘29

e os elementos dos vetores f5, e £ por

(fa) = 1 [eNzsds, (24
QE

{(Fe)e = % f eN®zs ds. (25)
ﬂ!
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5.1 Distribuicéo do Fluxo devido & Forga Cortante

Considerando inicialmente V5 unitario, com V3 e Mt nulos, a Eq. (31) se reduz a

Kyyuiy, = fus, (32)

onde as correspondentes matrizes dos elementos sio dadas pelas Egs. (22) e (24).

A resolugdo do sistema de equagdes (32) requer a eliminagao do movimento de corpo
rigido de translagdo longitudinal da ST. Isto pode ser feito anulando-se um dos deslocamen-
tos nodais, e trabalhando-se com deslocamentos longitudinais relativos na ST.

O modo mais simples de se calcular as integrais nas Egs. (22) e (24) é por meio de
integracao numeérica [6]. Mais especificamente, as integrais sio aproximadas por uma soma
ponderada de valores do integrando calculados em pontos preestabelecidos &; no interior do
elemento, denominados pontos de Gauss ou simplesmente pontos de integracao,

[K2l™ = G [ e(Ng, 616 (N3, 61) 04, ds
Qe

- GZ eN% Ngl &1, Wg, (33)
&

1
ol = I [eNe(viab) o dt
ne

1
= EZ e N*(N’25) 5.6, W (34)
1

No caso de trechos retos de espessura constante e com né intermedidrio centrado, a in-
tegragao numeérica é exata para polindémios de até terceiro grau quando sdo usados dois
pontos de integracao, e para polinémios de até quinto grau quando sao usados trés pontos
de integragao. Assim, o erro numérico introduzido pelas Egs. (33) e (34) tem um efeito
pequeno na solugao numérica do problema desde que as condigoes nao se afastem muito das
admitidas.

As coordenadas & e os fatores de ponderagdo W, para dois e trés pontos de integragao
encontram-se na Tabela 1. No programa, foram usados trés pontos de integracao para o
calculo da matriz de rigidez e para o vetor carregamento.

Tabela 1: Integracio Numérica.

Numero de Pontos & Wél
5 -1/v/3 1
1/V3 1

—/3/5 5/9

3 0 8/9

3/5 5/9

O uso da Eq. (5) permite que o fluxo q seja calculado em qualquer ponto do elemento.
Contudo, pode-se demonstrar que os erros na primeira derivada de u; sdo menores nos pon-
tos de integragdo dos elementos, justificando a escolha destes pontos para armazenamento

11




a presenca do termo TC, Sen ¢¢, nao apresenta maiores dificuldades se considerarmos a
identidade
TCy Se0 $C, = (23 — 2v2)Z3,5 — (23 — 3y3)z2 5,

expresséo aniloga & deduzida adotando-se o centro de gravidade como polo.
Finalmente, o fluxo ¢1 € calculado introduzindo-se os resultados u; e 61 na Eq. (4)

a1(é1) = eG [Z N5uf 4+ rc, sen ¢cv9,1J . (44)

A tensdo tangencial em qualquer trecho fechado da ST pode agora ser calculada a partir
dos trés fluxos de cisalhamento, ou seja

= 1
7q(&1) = E(M'{"m + Vagz + Vags). (45)

onde V3 e V3 sdo as componentes da forga cortante nas diregoes centrais-principais e ME &
a parcela do momento de torgao que solicita a parte fechada da ST.
5.4 Momento de Inéreia i Torcao da Parte Fechada da Secao Transversal

O momento de inércia 14 torgao € calculado por meio da expressao genérica da rotacio
relativa da ST,

Mt
I=—1% 46
T Gg,l ( )
Admitindo um momento M{q unitério, a rotagio 61 € obtida a partir do sistema de equagdes

(41).
E interessante ressaltar que a parte aberta da ST ndo colabora Para o momento de
inércia L}. Conclusdo que pode ser inferida da Eq. (8). Na auséncia de forga cortante, o

6 Tens6es Tangenciais nos Trechos Abertos

Nos trechos abertos da ST, as tensces tangenciais originadas pela tor¢ao tém uma distri-
bui¢do linear ao longo da espessura (Fig. 9). Os valores extremos da tensao ocorrem junto
a superficie [2], valendo

(47)

onde M% € a parcela do momento que solicita a parte aberta da ST. Repare que o denomi-
nador coincide com o momento de inércia da parte aberta da ST,
fedds

=

, (48)

com o dominio da integral abrangendo todos os trechos abertos.

de inércia & torcao de um retangulo com altura e muito menor que a largura.

A igualdade dos valores extremos em lados opostos (Fig. 9) s6 se verifica para trechos
retos. Para os curvos, a manuten¢ao da hipStese de distribuigdo linear exigiria tensdes
um pouco maiores no lado céncavo Para satisfazer o equilibrio de momentos. Essa idéia é

13




8 Programa AutoSC

As equagGes deduzidas nesse trabalho foram implementadas em um programa denominado
AutoSC que emprega os recursos de programagao orientada a objetos da linguagem C++.
A hierarquia de classes se baseia em uma descrigao reticulada das paredes da ST delgada.
Em linhas gerais, a ST (representada pela classe cCrossSection) é formada por elementos
de parede (cWall) ligando nés (cNode) cujos deslocamentos longitudinais sdo as incégnitas
do problema (Fig. 6).

As propriedades geométricas da ST — 4rea, momentos estaticos e de inéreia, encontram-
se reunidos na classe cGeomProp, que se encarrega da soma das propriedades dos diversos
elementos. As classes cPoint e cLine tém a finalidade de abstrair as operagoes envolvendo
as coordenadas dos nés e dos pontos de referéncia dos diversos sistemas de coordenadas.

As classes da biblioteca MFC (Microsoft Foundation Classes C++ Library) foram usadas
na elaboragao da interface com o usudrio. Elas se encarregam das janelas que possibilitam
a visualizagéo da geometria e dos diagramas das tensdes tangenciais, bem como a alteracao
dos dados de entrada.

9 Exemplos

Exemplos cobrindo trés tipos de segdes transversais delgadas sdo apresentados, a saber:
segoes abertas, fechadas e mistas. Os dois primeiros exemplos sao suficientemente simples
para que os resultados apresentados auxiliem na implementacio do programa por outros
pesquisadores e alunos que estejam aprendendo o Método dos Elementos Finitos. O terceiro
exemplo reproduz uma se¢éo mista e multicelular cuja geometria foi extraida de um catalogo
de perfis de aluminio.

9.1 Secao Aberta

O primeiro exemplo ilustra a anlise de uma segao em ‘L’ inclinada a 45° em relagao ao
eixo horizontal (Fig. 10). Este é um exemplo de verificacdo e diferentes inclinagoes foram
usadas para assegurar que os diagramas de tensdo nio dependem do sistema de coordenadas
adotado. A posicao do centro de cisalhamento (SC) é facilmente verificada pois ele se
encontra no canto do ‘L,’ como requer o equilibrio de momentos das resultantes das tensdes
tangenciais.

Area: A =1,800cm?
G: y2 = 3,536; w3 =2,121
SC: y2 = 0,000; y3 = 0,000

I, = 30,838 cm*
I3 = 3,362cm?
It = 0,006cm?

Fig. 10: Secao delgada em ‘L.’
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(a) Vs = 1kN. (b) Va = —1kN.

Fig. 12: Diagramas das tensdes tangenciais em kN /cm? para forcas cortantes unitarias nas
diregoes dos eixos centrais-principais de inércia.

8
Ve 3 Area: A = 8,000cm?
N G:  y =3200; ys=4,000
T ‘\ o SC:  yp =2,794; ys =4,000
SC' (< 2]
¥3 G W
I = 76,81 cm*
0,4 02 | I3 = 88,79 cm*
It = 117,03cm®.
o y2 cm

Fig. 13: Seg@o unicelular delgada.

a orientacao da parede seja, respectivamente, paralela ou perpendicular & componente da
forga cortante considerada. Embora o programa obtenha o diagrama da Fig. 14 a partir
de diagramas bésicos, é importante notar que uma nova pesquisa de valores maximos é
necessaria apés cada composigéo dos diagramas.

Este exemplo confirma a principal vantagem do processo dos esforgos sobre o processo
dos deslocamentos: o ntimero reduzido de incégnitas. Enquanto o primeiro requer apenas
um fluxo de cisalhamento incégnito, o segundo necessita de onze deslocamentos incégnitos
para descrever o comportamento da ST. Entretanto, a escolha de uma ST estaticamente de-
terminada fundamental, a qual é imediata para secdes unicelulares, é dificil de se programar
no caso geral.
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2 fe— 23 4
6,6
S —6,9

Area: A = 315,297 mm?

G: y2 = 20,810; y3 = 35,262
SC: y2 = 22,750; y3 = 27,607
ap = —5,36°
I = 187870 mm*

I3 = 64599 mm*
I# = 20,3mm*

87,8 It = 91089 mm*
IF* = 91109 mm*

mm

—38,9———

Fig. 16: Secao delgada mista.

iy
b 5
1

ST

0.0244

(a) Distribuicdo linear na espessura, (b) Distribuigdo uniforme na espessura,
2 = 0,010 kN mm. Va = 1,089kN, V3 = —0,902kN,

M, = 44,346 kN mm.

Fig. 17: Diagramas das tensées tangenciais (kN/mm?).
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10 Observagoes Finais

A aplicagéo do processo dos deslocamentos permitiu que se estabelecesse um procedimento
de célculo das tensGes tangenciais que € vélido para qualquer tipo de ST delgada. Ressalta-
se porém que a tor¢ao de segdes mistas requer a identificacdo dos trechos abertos pois os
mesmos apresentam um comportamento & tor¢ao diferente dos demais.

Os diagramas de tensdo obtidos concordam com os resultados analiticos nos dois pri-
meiros exemplos. A qualidade dos resultados numericos pode ser constatada pelo fato dos
fluxos de cisalhamento se anularem nas extremidades livres e se equilibrarem nos encontros
das paredes. O grau do polinémio aproximado e a ordem de integracio numérica ja per-
mitiam prever que os resultados praticamente coincidiriam com as solucdes analiticas para
segoes formadas por paredes retas e de espessura constante.

A apresentagdo em dois diagramas de tensdo tangencial, isolando a distribuicao uni-
forme na espessura da distribuicdo linear, mostrou-se bastante eficaz. Ela possibilita a
identificacdo de comportamentos distintos & torcao e, ao mesmo tempo, evita o congestio-
namento de informagdes que seria inevitdvel em um diagrama unico.

O fato dos fluxos de cisalhamento poderem ser calculados antecipadamente e combinados
de acordo com os valores das forcas cortantes e do momento de torcao na ST decorre da
validade das hipéteses enunciadas no infcio deste trabalho. O pés-processamento de porticos
tridimensionais pode ser beneficiado por esse procedimento j& que o trabalho envolvido
no célculo das tensdes em barras prisméticas submetidas a miltiplos carregamentos seria
consideravelmente reduzido.
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