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1. INTRODUCAO

0 termo estabilidade{ 1)

, envolve ainda grande desconhecimento.
Uma observacdo alias correta, ndoc apenas quanto ao conceito da esta
bilidade de movimento no todo, mas também no gue tange & estabilida
de da forma de equilibrio dos sistemas eldsticos. Neste caso, a es
tabilidade nao se caracteriza clara e totalmente como a capacidade
dos sistemas elasticos de manterem determinada forma de equilibrio,
sob a ac3do de dada carga. A perda de tal capacidade, na dependéncia

das propriedades dos sistemas, pode ser expressa diferentemente. E

perda esta a ser entendida como um fendomeno totalmente diferente.

A teoria basica da estabilidade da forma de equilibrio dos siste

mas eldsticos fol exposto por Euler ha mais dois seculos.

A este respe}to reportamo-nos ao importante trabalho de G.Panovko

(1)

e I. Gubanova , donde colhemos o tratamento agqui apresentado.

Segundo a concepgido de Euler, para reconhecimento da forma insta
vel de equilibrio vale a idéia da vizinhanca (algo tao proximo quan
to se gueira do estado inicial), ou sejam desvios das formas de equi

librio, mantida a carga.

Com isto, tacitamente se subentende que a estabilidade se apresen
ta como esta nova forma de equilibrio, sendo instavel a forma inicial.
Tal colocacido do problema pressupdoe que a perda de estabilidade se
expressa pela passagem do sistema & forma deslocada de equilibrio,
considerada esta passagem como gualquer perturba¢doc pequena da for

ma inicial do equilibrio.
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Sem diuvida, a possibilidade de realizar desvios da forma de equi
librio depende do valor da carga, como se da, por exemplo, no caso
da solucao do problema sobre a flexdo longitudinal de uma barra axi

almente comprimida.

As curvas da fig. 1 representam os estados de equilibrioc estavel e
instavel para este caso, sendo que a primeira corresponde & linha
cheia, e a sequnda a com cruzes. Em abcissa estdo os deslocamentos

v e em ordenadas os valores das forgas de compressdo.

Para forcas P < Pcrit existe um tnico estado de equilibrio, cor
respondente a v = 0.
1p No caso P = P__ ., hda uma bifurca
: cdo, e para P > Pcrit a estabilidade
se da com a forma desviada. Presume
Perit se agui que a forma do sistema se de
L - termina por um Gnico deslocamento ca
racteristico v, e formas superiores
de eqguilibrio ndo se refletem.
FIGURA 1

No conceito euleriano, o desvio resolve alguns importantes proble
mas sobre a estabilidade dos sistemas de barras, placas e cascas.En
tretanto, mais tarde, se constatou que o posicionamento de Euler nao é
universal, e numa série de casos a estabilidade se expressa nao na
passagem para a forma de equilibrio vizinha, mas a outra. E necessa
rio destinguir trés classes de tais casos, ilustrados nas figuras

2 e 4,
p P

FIG.2 FIG.3
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Para alguns sistemas, a vinculacdao entre P e v tem o aspecto dado

na fig. 2. No caso de um crescimento monotdnico a carga atingir um
valor P, entdo se da uma brusca mudan¢ga para outro ramo da curva
(v, P). Em tais sistemas a perda de estabilidade consiste na repen

tina passagem para uma forma nova (nao vizinha) de equilibrio.

Existem sistemas mecd3nicos para os quais a forma ndo perturbada
se apresenta como a uUnica forma de eguilibrio. Entretanto eles sao

estaveis apenas até determinado nivel de carga P = P como mos

crit’

tra a fig. 3; e por isto no casoc P 2 P é praticamente inevita

crit
vel a saida dos sistemas do repouso para o movimento, como mostrado
em tracejado. A estabilidade de tais sistemas nao pode ser controla

da através de pesquisas estaticas. E a conclusao sobre a estabilida

de advem, nestes casos, apenas dos métodos mecanicos.

—_———e———

Pcrit »

FIGURA 4

Na fig. 4 se apresenta um diagrama tipico P - v para sistemas que
em geral, ndo possuem formas de equilibrio para cargas ultrapassan
do certo nivel, dependente das propriedades dos sistemas. Na suposi
cdao de um carregamento monotomico, o ramo esquerdo dografico corres
ponde ao estado estdvel de equilibrio; e o ramo da direita, ao esta

do de equilibrio instével. Se a carga atinge o valor P , entao se

crit
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da um crescimento ilimitado do deslocamento, como mostrado em trace

jado.

Pode-se assim dividir o estudo de estabilidade dos sistemas eléas
ticos, abordando os temas ligados a manifestacido de casos apresenta

dos nas fig. 1 a 4.

2. PERDA DE ESTABILIDADE NO CASO DE APARICAO DE

FORMAS VIZINHAS DO EQUILIBRIO

Importa assim entrar neste campo, acenando vara o casc de perda
de estabilidade no sentido de Euler. A imperfeicao aqui apontada nao
tem apenas uma curiosidade histbrica mas d& pretexto para umaprofun
damento do problema. Cumpre depois considerar o desprezo (ndc compu
to) da influéncia da compressaoc até o valor critico no valor da car
ga critica. A seguir seria curioso a particularidade da ampla utili
zacdo do método energético. Importa também a perda :de estabilidade
no caso de carga gue se modifica guando da variacdo da configuracio

dos sistemas elasticos.

- o Errc de Euler

Leonardo Euler (1707 - 1783} distinguiu-se por conguistas ines
queciveis no campo da mecanica e da matematica. Ele & tido como o
precursor da teoria da estabilidade das formas de equilibrio dos sis
temas elasticos. Dedicou-se a este tema mais de uma vez, comegando
em 1744. O 4ltimo dos trabalhos, dedicado ao problema da flexdo lon
gitudinal das barras, ele o escreveu em 1778, ja tendo transposto os

70 anos de idade.
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Abordemos agui os erros cometidos num dos seus primeiros traba
lhos, no que toca a flexado longitudinal, mais tarde notados e corri

gidos por ele mesmo.

No trabalho do ano 1744, Euler, partindo da equacao diferencial
exata do eixo fletido, estabeleceu o valor da carga critica para bar

ras comprimidas articuladas nos apoios.

Na publicagao seguinte (1757) ele obtém o mesmo resultado utili
zando a equagdo diferencial linear. A parte final desta publicacgao
é dedicada ao problema sobre a estabilidade de formas retilineas de
barras em equilibrioc, carregadas ndoc apenas por forc¢a de compressao
nas extremidades, mas também por cargas uniformemente distribuidas

longitudinalmente Fig. 5. Segundo o proprio Euler, tem-se:

g - é a intensidade da carga distribuida

P - a forca da
z - a coordenacao da sec¢aoc da barra, cujo afastamento no caso de
flex3do & igual a v(z)
r - abcissa da secdo que se altera nos limites [0, z]
FIG. 5 FIG.6
P P
| )
i T
A=
|y
¥ 4 v{F)
——

T P+%.—C
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A carga elementar g 4@ [ provoca na segao de abcissa z o momento
fletor -~ g d ¢ [v (2} - v(z)]. O momento fletor total nesta secdo
&€ igual & mesma dos momentos de todas as forgas distribuidas entre

as extremidades de barra na secao considerada fig. 6.

Z
M(z) = - J g [v (z) - v ()] d ¢ - Pv(z) (1)

M(z) = EJ — (2)

e a eguacao integro-diferencial do eixo fletido da barra assume o

aspecto:
a? z
EJ ——% + g J [v(z) - v{z)}l d ¢ + Pv(z) =0 (3)
dz o

Executando a integral vem:

z Z
J [v(z}) - v(z)] d r =v{z) z - J v (£) d ¢ =
Q O

Z
z dv _
=z viz) - [C V(E}]O + Jo [ ac d i =
2 dv
=z v{z) - z v(z) + J z ac drr =
C
Fo)
Z
dv
= av 4
o
Entdo de (3) resulta
2 pA
d v dv
- 5
EJ 5 + 4 J L az dc + Pv (z) =0 (5)

dz o
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ou derivando:

EJ — + gz ==+ P —==20 (6)

E de se notar gque esta equacao segue imediatamente da expressio

sara forga constante Q.

Entretanto ao tempo de Euler esta expressao nao era conhecida. A
dependéncia diferencial entre o momento fletor M e a forga constan

te @ fol estabelecida apenas nos meados do seculo XIX.
A equacao (6) & de terceira ordem e, portanto, sua solugao exige
trés constantes. Ja se verifica o paradoxo incluso em (6) porque a

solucdo deve satisfazer a quatro condigdes de contorno:

v =20 —_— = 0 (7}

para z = 0 e 2 = 1

E evidente ser impossivel satisfazer todas as guatro condicoes,
porgue temos a disposigdo apenas trés constantes. Tal discrepancia
no numero de condi¢des de contorno do problema evidencia a incorre

c¢ao da equacgdaoc fundamental (6).
Em cada caso Euler, de inicio, n3o prestou atencao sobre a discre
pancia mencionada e prosseguiu na solugdo e, sem mais, abandonou a

{ltima das condigoes de contorno (7).

Nés nd3oc vamos descartar esta solucao da eguacado (6) porque ela
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foi dada por Euler para o caso em que o valor de g & pequeno. Natu
ralmente, esta solugdo & incorrety se bem que conduziu ao primeiro

valor da carga critica P, no caso limite q = 0.

rit

De 1727 até 1741 Euler trabalhou na Academia de Ciéncia Petsburga
No final deste periodo surgiram na Rissia pesadas condigdes para os
membros da Academia, e muitos dos seus elementos estrangeiros grada
tivamente deixaram Petsburgo. Euler se valeu da oferta do rei da
Prussia, Frederico II, e deslocou-se para trabalhar na Academia
Berlinense de Ciéncia. Ali passou 25 anos, mas cerca de metade dos
seus escritos, neste tempo de trabalho, fol publicada em Petsburgo-
entre eles a pesquisa sobre flexdo longitudinal, jad mencionada aci

ma.

Em 1766 Euler aceitouo convite de Catarina II e voltou a Petsburgo
onde permaneceu até sua morte. Ali, ja no declinio dos anos,em 1778,
voltou-se de novo ao problema acima considerado, admitindo que na se
cdo superior ndo existia forca de compressdc P, e pesquisou a solucao

da equacao diferencial:

EJ — + gz =0 {8)

Desta vez, no postulado na composigéo da equa¢ao, © erro se mos
trou bem sensivel, a saber, resultando que para nenhum valor de g
ndo existia forma de equilibrio além da retilinea. Dai Euler conclu

ia gue tal barra em geral nao pode perder a estabilidade.

Esta contradicdo causou davidas ao proprio Euler gue, depois de

alguns meses, criticou o seu trabalho. A conclus@o sobre a ilimitada
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estabilidade da barra, carregada pelo
e N
peso proprio, Euler reconheceu "nio

% apenas paradoxal, mas tambem duvido

Sa"

e afirma gue a solugdo analitica
dada por ele, evidentemente, esta er
rada. Entretanto em que consistia o

¢

FIG.7

erro, Euler ainda nao percebera.

Apenas nas Ultimas publicacgdes, referindo-se a istoem 1778,Euler
esclareceu o assunto. Ele notou gque, no compor a expressao (1), fal
tou o momento devido a reacdo horizontal N. Se g = 0 entdo esta rea
cdo nao existe. Entretanto para g # 0 o surgimento da forg¢a N & ne
cessario para o equilibrio da barra, fig. 3. Considerando a forga N

a equacao diferencial correta é:

EJ — + gz = =N (9)

Ja que o valor de N & desconhecido, podemos considera-lo como a
guarta constante, que faltava para satisfazer todas as quatro condi
¢6es de contorno do problema. A solugdo seguinte, Euler a construiu
sob forma de série de poténcia; e. se bem que nela houvesse erro de
calculo, o resultado rejeita a conclusdo sobre a estabilidade ilimi

tada da barra considerada.

A solucido correta

= 18,6 (10)

foi dada mais tarde, quase cento e cincoenta anos depois, por A.N.

Dinnik.
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E.L. Nicolai apresentou em 1938 um trabalho detalhado sobre a te
oria da flexado longitudinal. De 1917 até sua morte foi professor do
Instituto Politécnico de Leningrado. A ele pertence uma série de im
portantes resultados sobre a teoria de elasticidade e vibracdes de

sistemas elasticos.

Nagquele trabalho Nicolai expOs detalhadamente também a histdria
acima mencionada com os seguintes dizeres: "Paradoxo, com t3o bri
lhantes esclarecimentos de Euler, doutrinou e merece atencdo. A so
lugao deste paradoxo consiste, como vimos, na observacao simples de
que, se o deslocamento livre da extremidade da barra na direc¢do trans
versal e impedido pela condicao de vinculo, ent3o, nas extremidades
deve ser aplicada wuma correspondente reacd3c transversal. O erro,
inicialmente admitido por Euler na memdéria de 1757, também por ele
esclarecido em 1778, nos encontramos de novo na histdria da teoria

de estabilidade dos sistemas eZI.élsticos".(2 )

Para maior extensdo do tema & importante que nos reportemos ao

(1)

trabalho de Panivko e Gubanova donde extraimos a exposigdo e co

mentarios acima.
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