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I - Introdugao

Um espago topoldgico X ¢é dito normal se, dados A e B subconjuntos fechados
disjuntos de X, exstem Uas e Up subconjuntos abertos disjuntos de X tais que
ACU4 e BCUg. Nesse caso, dizemos que A e B podem ser separados.

Por indugao, € facil provar que qualquer que seja a colegao finita de fechados 2 a 2
disjuntos seus elementos podem ser separados, porém a familia F = {{0}}U{{1},n e N}
de subconjuntos de IR mostra que no caso enumeravel isso ndo é verdade.

Para evitar esse tipo de dificuldade, temos as seguintes definigoes:

1) Uma familia de fechados 2 a 2 disjuntos é discreta se a unido de qualquer sub-
familia é um fechado.

2) Um espago topoldégico X é Collectionwise Normal se toda familia discreta pode
ser separada.

endo em vista o Teorema que diz que um espaco de Morre, Collectionwise Normal é
endo em vista o leorema que diz que um espag e Mo Collectionwise Normal e

metrizdvel, é natural a pergunta:
¢ Sob que circunstancias Normal implica Collectionwise Normal?

Inicialmente mostraremos uma equivaléncia entre afirmagéoes.

Teorema 1.
Seja X espago topolégico Normale Ti. Sao equivelentes:

i) 3Y c X, Y discreto, fechado, nao enumeravel.
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i} 3 G familia discreta de fechados nao enumeravel

Dem.: i) = ii)

Se y={yi:i€I} [I|> X,.

Seja G ={{y;}:1 €I} e G ¢ colegio discreta de fechados, pois VA Cy, 4 ¢
fechado.

|G| = ly|, obviamente.

i) = i)

Se G={F;:iel}.

Seja z, € F; e Y ={z;:1€1}.

(a) Seja io € I Uigi, By & fechado = X\ Uigi, Fi ¢ aberto.

Como (X\VUixi, Fi)Ny = {z;,} = {zi,} éabertoem Y = Y ¢ discreto.

(b)Y CUierFi = Y C Ui F; portanto €Y = Jiy €7 tal que € F,.

Uiz, Fi e F;, sao fechados disjuntos. Come X ¢ normal, 3 V;,V2 abertos tal
que Uig; Fi CVy e F;, CVy, e ViNV, =9. Portanto, se z; € F; e 1 #14,, entio
; ¢Va = z; ¢ VaNY. Portanto V; NY = {z;, }.

Como X é T, se z #z;, 3V, talque z;, ¢ V. Se V =V, NV, temos
VNY =0 = z¢7. Contradigio.

Logo, z € %,;,, portanto YcY =Y=Y.

Teorema 2.
Num espago Normal, colegdes discretas enumeraveis sao separadas.

Seja Y = {yn}ncw colegio discreta de fechados. V¥ ng < w sejam Un, e U},

abertos disjuntos tal que
Yng CUng € Unsng Yn C U.:to’

Seja Va =Un C NikcnlUl.

54



Obviamente Y, CV, ese mn<w n<m. € Va = €Nl = ¢
U, Vr<m = z¢U,.

Portante, V,, NV, =40.

II - O Caso Separavel

Teorema 3.

2o « 2% = Se X énormal separdvel, entao nao possui colegao discreta de fechados

nao enumeravel.

Dem.: Suponha que exista.
Seja. G ={F,:a<w;} acolecio.

Se MCG.

Pelo lema de Urysohn 3 fp : X — [0,1] continua, tal que fp[UM] = {0}.
ImUG\M)] = (1}.

M¢N = IFeM e F¢N (ouviceversa)e z € F = fy(z) =1 Mas
fru(z)=0. Logo fn # fn.

Como |P(G)| = 2" es6 temos 2% funcdes continuas X em (0,1} (X ésepardvel),

temos a contradigio,

Logo a pergunta esta respondida se 280 < 2™ ese X é normal separdvel.

Ese 2% =2®1?

I - Exemplo

Assuma 2Me = 2%, Entio existe um espago separavel, Tj, normal com subespago

fechado discreto nao enumeravel que nao é Collectionwise Normal.
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Dem.:

Seja L um conjunto tal que |L|=w; e LNw=40.

Seja F = {Fa)lacec U {w\Fa}ace familia independente de subconjuntos de w (i.e..
qualquer intersecgio finita de elementos de F com indices distintos é nao vazia).

Como 2%t = 2™ construa umna fungao que preserva complemento f : P(L) —
{Aatacc U {0\ Aqa}ace-

Seja X = LUw com sub-base T definida por:

(a) Se M CL entio MUf(M)eT

(b) Se n€w entao {n}eT

(c)pe X = X\{P}eT.

Temos que:

(c) garante Ty

(b) toma L fechado

(a) torma L discreto.

Facilmente podemos ver que w =X = X é separdvel.

X ¢é Normal:

se Y, Z sao subconjuntos fechados disjuntos de X.

Uy =(YUf(YNL))NX\Z

Uz = ((Z\L) U ((L\Y U f(L\Y)) N (X\Y))
sao abertos procurados.
X ndo é Collectionwise Normal:
se fosse G = {{y}:y€ L} seria separada
e, Vye LIV, =(Myn...oMJ)U(f(M)0...0 AMIDN\{p1,-- -, PK})
tq. y1 e mEY y1#y = V, NV, (ondeM!CL)
e portanto se A, = (f(MN)n...n f(MY), Np1,-.-.Px}-

Temos que Ay, Cw e i #y2 = 4, N4,, =0.
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Teriamos entio
(*) Uyey 4, C w e como sao 2 a 2 disjuntos
|Uyey A4 = 2 Ay = waw, = w,y
yeY

e portanto

|Ugey Ail > w — contradigdo por (*).
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