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DESENVOLVIMENTO DE UM ALGORíTMO COMPUTACIONAL PARA 
O ESTUDO DO ESCOAMENTO SI-DIMENSIONAL 

DE ~GUAS SUBTERRANEAS ATRAV~S DO HtTODO DOS ELEMENTOS FINITOS 

por 

A.Darezzo Filhoi,D.K.Milanil e A.M.Righeto2 

RESUMO -- Modelos matemáticos envolvendo as equacoes dife­
renciais a derivadas parciais s~o comuns nos problemas de HI ­
drologia. Pretendemos neste trabalho o estudo do escoamento bi ­
dimensional de águas subterr3neas em um domínio qualquer, uti ­
lizando-se a técnica dos Elementos Finitos. 

O t.J·<oh;d hCJ é desenvo I v i do desde a mode I agem do fenômeno 
físico, passando pela discretlzac~o do domínio, através de ele­
mentos tr1angulares e finalizando com o desenvolvimento de um 
algoritmo computacional estruturado e comunicativo com o usuá­
rio. 

INTRODUÇXO 

Modelos matemáticos, com estabelecimento de algorítmos 
numéricos computacionais ,para o estudo do escoamento em águas 
subterr3neas s~o de grande utilidade para Hidrologistas. 

Pretendemos, nesse trabalho, a modelagem de um problema de 
escoamento em águas subterraneas, que é iniciado com o desen­
volvimento da equaç~o diferencial parcial do escoamento em duas 
dimens~es,passando pelo desenvolvimento do algorítmo computa­
cional e concluido com sua resoluç~o numérica numa regi~o sim­
ples, através do método dos elementos finitos. 

DESENVOLVIMENTO DO MODELO 

Consideremos o domínio R de contorno C, desejamos calcu­
lar a carga hidráulica h, isto e · , resolver a equac~o L<h> =O, 
quando o domínio D esta sujeito a condicões de contorno. 

Destacando um volume de controle no domínio R, temos,usan­
do a lei da Conservaç~o da Massa e a lei de Darcy, a equac~o 

diferencial a derivadas parciais el ipt.ica do escoamento para o 
estado permanente: 

1 Prof. Dtp. htnatica -CCT- UFSCar,Cx. Poshl 676,13~0 - S1o Carlo1-SP. 
2 Prof. Dtp. Rid. • Saneaaento- !:ESC- USP, Cx. Po1hl 668,13560- S1o C;arloa-SP. 
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L(h) 3 3h 3h
~?X(T fx- > + ^y-<T ^- > + N = o (D

com ae condiçüeB de confcomo

T -8h- =
~9x~ = qb tc ) <fluxo na fronteira)

h = hfa (c) (carga na fronteira)

onde

con.,L^ :o^^:s:»^,:^° - ..—o,

H - é a recarga localizada em ntís do domfnio

DISCRETIZAÇXO DO DOM f Hl O

<2ï

O)

que será

00.0 ^:ti"^: ? d°B!nl° R """d° —entoa triangulares

figura l

Temos então;

onde

R = í;
k=l

K - é o numero de elementos do domínio.

lato nos leva a procurar uma Boluç9o aproximada da forma

L
h(><-y> s ^ hi li (x,y)

(4)
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onde

L - é o numero de nós do domínio díscretizado

I, (x.y) 83o funções de interpol aç3^_l inearn^Li^peSo^^^J^ê^s^^^^no

I^!l(x,yï = a; + bix + CIY ; x , y ^ ro
) = i ,J .m (5)

os ai, bi, ci coeficientes. a serem determi^dos.^àj^ti r
^n^l^^ldeD^ ^;s^aldeceq^çSes"H"equaç8es l ineares de

Especlficamenfce. para o nó í. temos o sistema:

y\

YÔ

Yn

ai

bj

CIT

l

o

o

cuja âoluçHo e' dada por;

— [ x^ * YR) - Xm * Vj 3al = ::: L ^
2Ae

— t Vj - Ym ]
2Ae

C( = --- E Xn, - xj 3

2Ae

onde Ae é a área do elemento triongular. dada em temos daa

coordenadas por;

A^ = o.5*( ( si *vj -xj*yi > + < x">*yi -xi *y'") +

+ t x, * Vm - Xm Yj) )
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FORHULAÇXO INTEGRAL

Sabemos que o resíduo Rg é dado por s

Hg = Líh) - L(h) .

Através da eeleçSo de h, desejamos que

L(h) li<x,y) dxdy = O

Ent3o, da equaç3o (l), fcemos

l = l, . . .L

3 3h 3 3h
Re h de = j (-— (T — ï + — (T — ) +») li dR = O
R /R 9x 3x 3y 3y

Integrando por partes, ueando o Teorema de Green e lem-
brando que

h = Í: hg ïg <x,y)
5=1

temos

8Il 9Is 3Il 3Is -
.L L( T ~:-1 * "~:: + T -~" * —:B > h dB -l N l] dR-
s=l ^ 9 x 8 x 9y 9y

9h 3h
< T ---- nu + T -"- ny ) I] de = O

9y
(6)

c 9 x

que é a equaçSo do nó t .

A equação anterior, sugere o eequinte slstenta de equaçBes
l lneares;

C A 3 (h Ï = ( f l

onde um elemento genérico A^j de [ A ] é dado por

A1.J = l
3It 31 j 31; 3)

( T -— * —^- + T —l A —^ ) dR
^ 3x 3x 3y 3y

128 -.

e uisa componente genérica fi do vetor í F ) é dada por

3h 9h
f, =]H li dR ^ | ( T -— "x + T —- "y > 'i dc

'R iX sy

COHSTRUÇXO DA MATRIZ DE RIGIDEZ GLOBAL [ A 3

Para cada elemento !e > t-emos a seguinte matriz de rigidez

local :

9Iei 9Ie.j 3lei 3lej
(•ye ___-'A _„_-"+ T® ---- A _---"'} dxdy <7''

ftei.,
Pe 3x 9x 3y 9y

i,J = 1.2.3

onde;

lei <x,y) = -—: t < Xj * Xm - xm * Yj ) +
2Ae

+ < Yj - Ym ) * x + < xm - x j ) * y )

Levando-se em conta a equação (5). a exprees3o (7),calcu-

lando as derívads, pode ser escrita como:

Aeí.J = Ae * Te < bi A bj - c< * CJ ) , 33

A matriz de Rigidez Global ê congtruida à partir da eoma

das matrizes elementares,isto e :

9t i 91 i 91 l 31;
[ A 3 = L i ( T — * -— + T — * — ) dR

s=l ^R 9x 9x 9y 3y
l = 1.2, . . .L
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CONSTRUÇXO DO VETOR CARGA I r J 

Ter~o de Recarga 

A i nt.egra J : 

J R N !1 dR , (8) 

representa o termo de recarga, que e· devido à fontes ou sumi­
douros dlstribuidos pelo domínio ou localizados em nós especfi­
cos, J sto e· 

N<x,y> - r 
k 

onde Qk e a al iment.aç'i!Jo ou extraç'ão do aqufl'ero, ô a• a 
"função" Delt.a de Dirac e (xk•Yk > são as coordenadas do domf­

nlo onde estão localizados as fontes ou sumidouros. 

Asa i m, a integra J (8 > t.or·na-se: 

o ( x-xl, y-yl) li <x,y> dR 

para uma fonte ou sumidouro localizada no nó I. 

Termo de Contorno 

Da equação <G>, lemos que o termo de contorno pode seres­
crito: 

Te =L T 

a h 

an 

Levando-se em conta as condi çtses de contor·uo dadas pela 
equaç'ão <2> temos: 

L 
Te = - q9 c f I J de e 

• 
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Construç~o das matrtzes locats 

- cálculo da área dos elementos 
- cálculo das integrais 
- construc~o dos elementos das matrizes locais 

Construç~o da matriz global 

- soma das conlributções locais 

Construção do Vetor Carga 

- entrada das fontes ou sumidouros 
- entrada dos elementos de contorno 
- entrada do fluxo e da carga no contorno 

Construção do Sistema Reduzido 

- matriz reduzida 
- vetor carga reduzido 

Solução do Sistema de Equações Lineares 

-método de Eliminaç~o de Gauss 

APLICACXO DO ftODELO DESENVOLVIDO 

Atualmente, o algoritmo foi testado para dom(nios regula­
res de dimensões simplificada, onde consideremos para sua dis­
crettzaç~o elementos triangulares, com um procedimento adequado 
na numeração dos nós o que permite a otimização do sistema de 
equações lineares gerado. 

Nas simulações desenvolvidas, foram levado em conta a 
existência de poços de bombeamento localizados, em nós do dom(­
nlo. Os resultadoA obtidos para o comportamento do escoamento 
foram os esperados para uma região particular como a considera­
da. 

Na proxlma fase do trabalho, que é a ampliaç~o das dimen­
sões do domfnio, para a situação de uma bacia com geometria 
mais proxlma da real, a experi@ncla, se bem sucedida, será de 
utilidade para o gerenciamento de uma bacia subterr9nea. 
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