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RESUMO

A cada dia o uso computagio paralela tem-se mostrado como uma adequada ferramenta
computacional para a resolugio de problemas estruturais. Em virtude das caracteristicas de
arquitetura deste tipo de maquina, muitos procedimentos numéricos ja consagrados pelos
métodos convencionais se tornaram pontos de estudo frente a este novo paradigma
computacional. Neste &mbito, convém ressaltar que o ponto de maior “gargalo” para a
otimizac¢do do método dos elementos finitos € na resolugio do sistema linear.

Assim, nos tltimos tempos os métodos iterativos vem-se se destacando como uma boa opgéo
em comparagio aos métodos diretos. Ent3o, apresenta-se neste trabalho um método iterativo
que tem sido utilizado para a resolucgo de sistemas lineares em paralelo: o método dos
gradientes conjugados (MGC). Para melhorar o desempenho desta técnica € comum o
emprego de otimizadores chamados de pré-condicionadores. Neste trabalho foi aperfei¢oado
um pré-condicionador conhecido como Decomposi¢io Incompleta de Cholesky. Desta
maneira, mostra-s¢ exemplos - analisados pelo MEF - de placa e de trelica espacial,
respectivamente em computagio seqiiencial e paralela comparando-os com os obtidos pelo
emprego da técnica de pré-condicionamento convencional.

1. INTRODUCAO

A crescente aplicagio dos métodos numeéricos discretos para analise de estruturas no campo
da engenharia tem sido feita j4 hd algumas décadas. As modelagens até entfo feita
experimentalmente tem sido, a cada dia, substituidas por modelos numéricos teorizados e
calibrados adequadamente.

Esse uso volumoso dos métodos numéricos, destacando o Método dos Elementos Finitos
(MEF) e o Método dos Elementos de Contorno (MEC), tem-se dado, principalmente, pelo
impacto tecnolégico dos computadores junto com a facilidade — em geral - que tais métodos
apresentam para a sua sistematizagio em cdodigos computacionais.

Por outro lado, com a sofisticagio dos modelos estruturais ¢ com a preccupagio de se
considerar todos os elementos estruturais pertencentes ao fenémeno em anélise, estes efeitos,
em conjunto ou mesmo independentemente, tem exigido uma taxa de crescimento dos
equipamentos computacionais ilimitado, quer em velocidade, quer em capacidade de
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armazenamento de dados. Assim, tem surgido a idéia de se acoplar fisicamente sistemas
computacionais, formando assim a computagio paralela.

A computagdo paralela tem trazido ao campo da mecinica computacional a possibilidade de
se resolver problemas que eram impossiveis de serem tratados. Cita-se JIANG ef al. (1997)
que analisou um extrusor em elementos finitos que necessitava de 8 Gigabytes de memoria.
Entretanto, os procedimentos numéricos empregados tanto no MEF quanto no MEC, ver
ALMEIDA (1999), tiveram que ser readaptados para que pudessem ser melhor explorados
para este novo tipo de arquitetura computacional.

Dentre estes novos procedimentos que devem ser reavaliados sob a concepgio do
processamento paralelo, o que tem maior peso para a busca de melhor performance € a
escolha do método de resolugdo do sistema linear. Apresenta-se, entZo, neste trabalho um
método que tem se destacado para a resolucio do sistema em paralelo: o método dos
gradientes conjugados (MGC). Entretanto, tal método € instdvel em relagdo ao numero de
condi¢do da matriz do sistema. Para diminuir este empecilho, é comum o emprego de pré-
condicionadores que transformam o sistema em analise em um outro melhor condicionado.

Na literatura existem centenas de pré-condicionadores que podem ser empregados, citando-se
o advindo da série truncada de Neumann, a fatorizagio elemento por elemento, pré-
condicionador de Dirichlet, o pré-condicionador da diagonal e as diversas variantes da
decomposigdo incompleta de Cholesky, dentre outros. Entretanto um pré-condicionador que
tem mostrado destaque para a anilise em processamento paralelo pela sua facilidade em
paralelizagdo e pela sua Otima taxa de convergéncia € a decomposi¢do incompleta de
Cholesky. Desta forma apresenta-se a seguir 0 MGC com a utilizag8o da técnica de pré-
condicionamento citada junto com uma adaptagiio realizada sobre ela que tem trazido
melhores resultados frente a técnica incompleta convencional.

2. PRE-CONDICIONAMENTO DO MGC

A técnica de pré-condicionamento consiste em transformar 2 matriz [K] do sistema
[K]-{U}={F} (1)

em uma matriz [z% ] que seja a mais proxima da matriz identidade [I] e, desta forma, bem

condicionada. Ou seja, do sistema inicial dado pela equacio (1), pré-multiplica-se pela inversa
da matriz pré-condicionadora:

(M1 - [KD-{U}=IM]" - {F} @

" de modo que quanto mais [M] se aproxime de [K]", tem-se 2 relagio

K(K) << ®(K) e x(K)->1 3)

fica-se, entdo, no limite, quando [M]™ = [K]”, a convergéncia do método se torna direta e a
iteracdo (ite) € imediata, ou seja, na representacdo em forma de limite:

lim x()=1 o limite=1 @)
MI-K! M'-K!
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esquematicamente, resume-se a equagio (4) na figura (1).

© — Eficiéncia do
pré-condicionador

Meétodo diret
Meétodo Trerativo etoco dureto

Sistema Linear

FIGURA 1 -Eficiéncia do pré~condicionamento sobre o sistema

Mas para se obter a matriz inversa exata de [K] tem-se um esforco computacional muito maior
que O necessario para se resolver o sistema sem o uso de pre-condicionador. Assim, a
estratégia numérica buscada no estudo destes pré-condicionadores & a obtencio de uma matriz
especial que seja a mais proxima possivel da inversa de [K], contudo, com um reduzido
esfor¢o computacional para a sua montagem e a garantia da eficicia para a convergéncia do
sistema equivalente.

A adaptagdo do pseudoalgoritmo do MGC puro, considerando-se o efeito do pré-
condicionamento, pode ser feita de modo que, 20 invés de se aplicar o pré-condicionador
diretamente na matriz de rigidez, realiza-se a contribuigfo da matriz pré-condicionadora ao
vetor residuo {r,}, ou seja:

{re}=[M]" {F}~[M]"-[K]-{U} &)
Este procedimento € também conhecido na literatura como método implicito dos gradientes
conjugados. Assim, a figura (2) apresenta o pseudoalgoritmo implicito para a implementacio
com um pré-condicionador genérico.

3. DECOMPOSICAO INCOMPLETA DE CHOLESKY

O método da decomposigdo incompleta de Cholesky parte da idéia de se obter a matriz pré-
condicionadora pela fatorizagio de [K] em uma decomposicio de Cholesky, ou seja,
fatorando a matriz [K] sob a forma:

[K1=[L]-[L"] (©)

—>R=F-KUy
— montar [M]? —» 2, = [M] . 1,
S PTR/j=0
—> Enquanto (algum critério do parada)
T
Ty -5
>, =

* pi-K-p,

> Uu=U+ap
> ma=n-mKp
=2 =M] 5
T
_ rj+] . Zj+l
~B=
i
P =Za+Bm P
>j=f+1

—» Fim Enquarmto




FIGURA 2 - pseudoalgoritmo do método GC com pré-condicionador

Porém, fatorar a matriz [K] em [L] faz com que esta matriz triangular nfo seja tdo esparsa

quanto a matriz [K]. Desta forma, perante este “gargalo”, o método da decomposicZo -

incompleta se baseia em se fazer uma fatorizagdo de [L], de maneira que alguns elementos
sdo negligenciados nas matrizes [L] em posi¢bes apropriadas. Por isso, o método ¢
denominado de decomposicdo incompleta de Cholesky.

Nesta matriz triangular, os valores negligenciados podem ocorrer em lugares arbitrarios’ (mas
fora da diagonal principal) e as posi¢des (i,j) nZo nulas serfo indicadas por um conjunto P que
¢ descrito a seguir:

PcPx={(,))]i#},1<i<n 1<j<n} N
onde Py contém todos os pares de indices de entradas da matriz.

Desta forma, pode-se escolher um campo de preenchimento das matrizes [L], indicado por P,
onde o par (i,j) indicaré as posicdes de todos os valores diferentes de zero.

3.1. Variacdes dos espectros sobre L

Para o presente trabalho, desenvolveu-se um algoritmo em que o espectro de influéncia sobre
as posi¢des ndo nulas na matriz [L] sZo variaveis de entrada do problema. Pode ser escolhido
o comprimento de influéncia das diagonais a partir da diagonal principal, como também a
partir da ultima diagonal nZo nula, conforme figura (3). Esta generalizac@io da técnica foi
realizada com o intuito de melhorar a aproximacio da inversa de [K], ampliando o espectro
sobre os graus de liberdade que tenham influencia secundéria — mas significativa - sobre as
diagonais principais.

X]

FIGURA 3 — Espectro de influéncia de m,; e m, sobre [K]

Como os valores de m; e m; podem nZo ser iguais, neste trabalho n3o poderia ser utilizado a
abreviatura apresentada em MEIJERINK & van der VORST (1977). Por isso, criou-se uma
referéncia especifica para a abreviagdo do método para se incluir os parémetros m; € m;.Como
exemplo, considere um campo de P tal que m; = 4 e m; = 3. Assim, o conjunto P serd

denominado de 7% e sera dado por:

Pl= { G,plli-jl=0,1,23m3m2m1} )

! NiZo tdo arbitrarios assim, pois dependendo da escolha destas posigdes, a matriz incompleta [L] pode ndo ser
positiva-definida.
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A notacdo para a utilizagdo do MGC com este pré-condicionador com influéncia genérica,
sera indicada por ICCG(m;,m;) e, para este ultimo exemplo, tem-se ICCG(4,3).

3.2. Paralelizacio do método

Para a paralelizacido do MGC pré-condicionado utilizou-se o paradigma conhecido como
computacio cheia (crowd computing) que € uma colec@o de processadores interrelacionados e
que tipicamente executam o mesmo cOdigo, geralmente envolvendo a constante troca de
resultados intermediarios, quer escalares, vetores ou matrizes, sendo que o modelo utilizado
foi o de mestre-escravo.

Desta forma, os cddigos advindos do MEF foram paralelizados a partir da montagem da
matriz de rigidez sendo que foi dividido os graus de liberdade entre os diversos processadorss
€ a técnica empregada para esta divisio sem a geracio de conflitos foi a proposta por
REZENDE (1995).

4, EXEMPLOS NUMERICOS

4.1. Placa quadrada simplesmente apoiada

Para mostrar a eficicia da adaptag@o realizada sobre a técnica convencional, é apresentado
neste item o exemplo de um modelo de placa em que se comparam os pré-condicionadores
usuais (ICCG(3,0) e ICCG(3,3)) com os generalizados neste trabalho em processamento
seqiiencial, assim, a figura 5 retrata as diferencas entre os tempos. As caracteristicas
geométricas do material e o tipo de carregamento € apresentado a seguir. Também tem-se os
resultados para o sistema sem o uso de pré-condicionadores, considerando a matriz identidade
como pré-condicionador. '

—a—%r—
H t=10
L L L L L L ’ L = 170
N L q =1
\ N E=10,92
: N v=0,3
D \ e=1E4
Y \ {Uo}"=
z - £0..0...0...0}
< B norma ecuclidiana
L
FIGURA 4 —Esquema da placa, sua orientacio e pardmetros de geometria e do material
TEMPO x GRAUS DE LIBERDADE
800
———]CCE{3.0) =
600 4 —_—r -:z:’: /
= e« Ko - ICCHE5)
§_~ 400
e
200
0 =TT .
0 4000 8000 12000
Graus de Liberdade

FIGURA 5 — Curva (Tempo x Graus de Liberdade) para a placa
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4.2. Trelica Tridimensional

Apresenta-se a seguir 0 exemplo de uma trelica tridimensional, ver figura 6, submetida a uma
for¢a concentrada no no central do banzo superior. Os resultados sdo obtidos na méquina do
CISC localizado no campus da USP em SZo Carlos, sendo um computador com arquitetura

paralela do tipo IBM 9900/SP com 3 processadores com 256 Mbytes por nd, ver TUTORIAL

do IBM (1998) e TUTORIAIS do CISC (1998).

CARACTERISTICAS DA TRELIGA

L=225Ccm
H=150cm
Smbem®

E=2100 kR/cri
F=10 kN

pra—— o
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FIGURA 6- Planta ¢ perspectiva do modelo de trelica

Tempo (s)

Numero de equagdes

Modelo de treliga - 3 processadores

— <% - -ICCGI56
— A —ICCBI43)
—ICCG(3,0)

—D—-Sanpré-
condicionsdor

FIGURA 7 — Convergéncia em termos de tempo da rede com 95048 elementos - 71943 equagbes
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Tempo x Namero de Processadores

80000 — - X - 18
-— A - - ICCG(4,3)

B ——— ICCG(3,0)
60000 < & Semor

40000 4

= .

Tempo (s)

,
4
!

PN
N
w

Namero de Processadores

FIGURA 8 - Curva (Tempo x Graus de Liberdade) parz a trelica

5. CONCLUSOES

O presente trabalho teve o intuito de apresentar uma adaptagéo do pré-condicionador advindo
da decomposi¢ic incompleta de Cholesky aplicado aos problemas advindos do MEF. Esta
alteragio incorpora a generalizac@io de influéncia das colunas da matriz do sistema que n2o
sio negligenciadas na montagem da matriz triangular L. Isto, de modo geral, aprimora a
convergéncia do pré-condicionador na resolugio do sistema, pois leva a obtengdo de um
namero de condi¢io do sistema mais préximo do valor unitério.

Entio para o caso do modelo de placa, a técnica incompleta de Cholesky pré-condicionada
considerando apenas as 6 primeiras e Gltimas colunas (ICCG(6,6)) obtém-se uma melhoria de
tempo de aproximadamente 55% em relago ao tempo obtido pela técnica convencional que
utiliza um espectro de influencia menor: ICCG(3,0) ou ICCG(3,3).

Para o caso do exemplo da trelica em paralelo, tal pré-condicionador também mostrou ser bem
mais adequado levando a um ganho de 80% em tempo comparando-se o ICCG(3,0) com o
ICCG(6,6). E isto corrobora a utilizagdo desta nova técnica aqui apresentada, principalmente
para ambiente paralelo, pois em fungio da necessidade de se ter que triangularizar uma matriz
com mais colunas, isto causa uma maior ociosidade dos processadores. Mas em virtude da
melhoria do condicionamento que tal técnica adaptada traz em comparacgio a ja tradicional, a
taxa de convergéncia conseguida supera o tempo perdido pela maior ociosidade desta nova
técnica apresentada.
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