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Lauro Modesto dos Santos

Resumo

Apresenta-se um formul ario que permite o calculo analitico dire-
to da resultante de :ompressgo do concreto e respective momento re-
sistente em segges retangulares submetidas a flexac normal compos -
ta, nao necessariamente no estado limite Ultimo. Os esforgos resis-
tentes saoc dados em funcgo da curvatura na seggo e do encurtamento
maxi mo do concreto.

As formulas apresentadas constituem valioso subsidio para a ela-
boraqgo de programas para computador relativos a problemas de 2% or

dem, simplificando-os e diminuindo o tempo de processamento.

Abstract

A formulary is given for the direct analytical determination of
both the resultant of concrete stresses in the compression zone and
its resistant moment, in rectangdlar cross-sections under axial
action-effects, not necessarily at the ultimate limit state. The
resisting load effects are determined as a function of the
curvature and the maximum compressive strain of the concrete.

The presented formulae constitute a valuable help for computer
programs on 2“d order problems, simplifying them and reducing their
processing time.

1. CONSIDERAGOES INICIAIS E OBJETIVO DO TRABALHO.

Na elaboracgo dos diagramas de 1ntera¢§o forga normal - momento
fletor - curvatura Cusualmente denominados "diagramas momento-curva
tura™, e necessario conhecer os esforgos resistentes da seczo em
estudo, correspondentes a cada diagrama de deformagges imaginado.

Os esforgos resistentes oferecidos pelas barras de ago sac de

- F "~ i
calcule rapido, mas © mesmo nac ocorre com a resultante Rﬂ}de com—
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pressac no concreto @ com a sua posigaoc, que exigem, geralmente, in
tagragzo numerica para sua determdnagzo. No caso da flexao normal
composta, entretanto, e para as secges usuais, e relativamente sim-
Ples o calculo analitico de Roc e do respectivo momento resistente.
As formulas diretas assim obtidas constituem valioso subsidio para
a composiqzo de programas para computador, simplificando-os e dimi-
nuindo o tempo de processamento.

O objetivo deste trabalho e a deterudnacgo de foérmulas analiti-
cas para o calculo dos coeficientes nen’, comos quais se obtem i
mediatamente os esforgos resistentes do concreto, de acordo com as
equaqges gerais explicitadas no item 4 e com as notagges do item 3.
Os esforgos resistentes do concreto seraoc dados em fun¢;o do encur-
tamento maximo € e da curvatura 8.

Este artigo ocupar—se-é da segzo retangular. Trabalhos posterio-

res abordarac as segges: circular, em coroca de circulo e retangul ar
vazada.
2. CONVENGCAO DE SINAIS.

O momento fletor e suposto sempre positivo. A forga normal e as

tensces sao positivas quandc de compress;c. Deformacges positivas

correspondem a encurtamentos.

3. NOTAGOES.

a = distancia da resultante F%c a borda mais encurtada;

b = largura da segzc'transversal;

h = altura da squc transversal ;

e, = distancia do C.G. O da secgb a borda mais encurtada;

d’ = distancia do C.G. de uma camada extrema de barras de ago a
borda mais préxima;

f:i_t = distancia do C.G. da camada genérica 1 de barras de acgo a
borda mais encurtada;

j;d = valor de calculo da resistencia do concreto;
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lyd = valor de calculo da resistencia do acgo;
i = camada gon;rica de barras de ago;

n = numero total de barras de ago;

n' = “numero de linhas”,isto é.nﬁmero de camadas de barras de acgo;
n = numero de barras de ageo da camada {;

raio de curvatura;

1
n

x = profundidade da linha neutra;

distancia da fibra genérica de concreto a borda mais encurta-

y =
da;

v = distancia da fibra genérica de concreto a linha neutra;

x" = altura do bloco retangular de tensces no concreto, quando o
diagrama de tensces e retangular—parabélico;

w = altura do trecho parabélico "completo" - isto é. ate a linha
neutra - no diagrama de tensoces retangular-parabélico;

Ac = area da seg;o transversal ;

Acc = area de concreto comprimido na seg;o;

A' = area total da seggo da armadura;

Ad_= area de ago da camada i de barras;

A,B,C e D = valores dados por expressges matematicas definidas no

texto;

N = forga normal;

M = momento fletor;

Nh = forga normal de célculc;

H; = momento fletor de célculo;

i%c = resultante de compress;o no concreto;

Ba =a /7 h;

Bcz = czz’ h;

ﬁ‘._ = d‘;/ h;

ﬁx = x 7/ h = profundidade relativa da linha neutra;

é =d'v/ h;
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&_ = encurtamento relativo maximo do concreto Cna borda 2);
e encurtamento relative da fibra gen;rica de concreto;
A deforma¢;b sspecffica da borda 1 Cborda traciocnada peloc efei-
to exclusivo de M;
n = Rﬂ;T0£J‘23 = esforgo normal resistente do concreto, reduzi-
do adimensional;
n = Rcc.a /(ocd. Ac.h.D = momento resistente do concreto, reduzido

adimensiocnal;

nemn = fungges exclusivas de Bc. que aparecem nas tabelas 1 e 2;

v = N&/(u;d.Ac) = forga normal reduzida adimensional;

[T} = H;/(o;d.Ac.hJ = momento fletor reduzido adimensional;
Qed = 0,85 fcd;

o, = tensao maxima de compress;o no concreto;

o, = tensaoc de compressac na fibra genérica de concreto;
s - tensac na camada generica i de barras de ago;

e = 1000 A / r = curvatura majorada adimensional ;

W = A . f 7CA .0 O = taxa meéanica de armadura.
s yd c ed

4. EQUACOES GERAIS.

Seja a seczc genérica da fig. 1, dotada de um eixoc de simetria,

[

que coincide com o trago do planc do momento fletor.

Fig-1

No ponte O, centro de gravidade da segZo transversal de concre-
to Ac. agem os esforgos N e M, ou Nh e H; Cpodem ser majorados, mas
nac sao, necessariamente, os ultimos).

As equagges de equilfbrio se escrevem:







M =R .Cc -—a.>+2A,.u..(c = a> 3
d cc 2 si Bl 2 i
Os segundos membros dessas equacges sac os esforgos resistentes

da se;:;o.Eles correspondem a um determinado diagrama de deformaz;ges

Lard
na secao. Podem ser escritos na forma adimensional Cobser vando-se

que Aot=='R'A- /n, desde que todas as barras sejam de mesma bito-
lad:
v =1 + - g (; 2ni 0‘li. 1o
yd
n=_g .n—n'+——w-—2ni.oni.(ﬁcz—ﬁi) c2d
c2 n f
yd
onde
N M
d d
v = . n = : 3
acd Ac ucd Ac &
Rcc Rcc.a :
bl e L 52
cd ¢ cd ¢
A
0 s “yd
o A o . 4>
c cd
o, = 0,85 fcd CBD
<, di
Bcz = h ’ Bi= h 7

Quando a seq;o tem dupla simetria, como e o caso do ret;ngulo. Baf

=0, 5.

4 L4 L L
Usar—-se—a tambem a relagao basica:

g = —=< ced

que relaciona a profundidade relativa Bx da linha neutra e o encur -

tamento maximo cc - e,portanto,o diagrama de deforma;ges da se;Zo -

com a curvatura 8.






5. PREPARO DE FORMULAS AUXILIARES.

5.1. anormc;:o cci. da fibra genér:lca.

A "fibra genérica" Celemento b.dy ou b.dv, de area elementar
dAcc) e definida pela sua distancia y a borda mais encurtada ou pe-

la sua distancia v a linha neutra (fig. 2d.
66 Ec'

V 73 ‘H E;;/ | % (e —I;é

_y ] il

Fig. 2
cc
Eci= 5 » onde x = B .h
Considerando (8): g = —2: Y cod
ei h
Ou tambem Cfig.2):
€ y
Bc _ ci €. =£ - :
— = : ci c x
x x -y
€ =g - -8.¥ c10d
ci c h

5.2. Tensao o_ na fibra genérica.

Trabalhando com as def‘ormat;ges em "/

se € 22: O. =0 3 c11>
ci ci cd
szi
seg <2: o.=0_ Ce. - —9 12>
ci ci cd el 4
2 2
) _ 8.v _ 6 .v
donde: oci. acd C = Z hz b 13
Ou entao:
o. = € _6.y _1 € _ 8.y .2
ci cd [ c = 4'(: c 3 D) :
2
[ A € 2
c o c B8 2
cct-ocd[sc 4 +Ec_2 10.y 4hy]
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€,
Ase. =3
e(cc—aJ
B = =
2
_ _ ©
€= 4
resulta:
v yz
o =0, (4+BErck]

5.3. Localizagao da fibra com €_ = 2 s 0

Ee G d

17// [

b
Fig. 3
€ € -2 . e &% an
_E o [ X = X. € = € x
X > * c c
Bc- P4
Co = »
m D &
x* = D.h
Ou entzo:
x w' F > € e »
[ = [ =
b=
w -a—.h

6. CASOS A CONSIDERAR.

O estudo analitico compreende 4 casos:

Caso 1> €_< 2 Cem °/eed; x < h

Caso 22 €_ > 2 Cem /e0d; x < h
Caso 3D cc <2 Cem sesd: x> h
2 h

Caso 4D € > Cem '/--D; x >

Ci4>

15>

16>

17>

asd

190

200
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7.1. C.so 1.

Neste caso, e mais simples calcular com © auxilio da formula 13.

E G < Ccd
=
k4
b - -
b
Fig. 4
x v 62 vz X: 62 xa
Re=Jdo bd”=£b"cd‘°x“rx” o0, B 5 o 5]
6. _ € e
= Rcc=ocdbh[aﬁ ize Osa 0P 125 <0 — 82
Sendo, por defini:;;o. R = n.ad.b.h. resulta:
2 cC (=
sc
n= == 06 - & | 21>

(o] ca'xlculo de Rcc.a t,ambém seré feito a partir da férmula 13,ten-

do sempre em mente a relar;:;o c8d:

o
- _ _ _ 8o 2 _ A
Rcc.a = _rocrcibe vi).dv = jOUCd.b[?l- v a2 v ](x v).dv
28 c¢8-¢€>
=g d'bh s . c
2 e 48
e® cs-¢ >
donde: 7' = °—z—'-“-— =)
480

7.2. Caso 2.

B e G4
4 »' :
,x Wa ]

‘e‘: Vi / i-- —7 B T?cc

b Fig. 5






B . e
Rcc acd.b.x +§ucd.b.w acd.b (x+3w)

Lembrando C19) e (20):

(Cc—E‘) 22 BCC—E
e e e e
Rccgacd'b [ e £ 3Bh] Et,cd'b'h 30
38c -2
B e 23>
= z o . b.h*
R .ar0. . bi—trS g bowC 2 werys-S2 __ caclegp +23:
cc cd P4 3 Ted 8 532 c c ]
38: = 41’:: + 2
g i _ 24>
68
7.3. Caso 3.
P E£?2 b <6
| S I:[ ¥ :I
{ Ec.i, a
e e
CcC
*x
N W —
|
I b | ( €.4>0 : ':'
'\T E; : f' %"E‘J
[ []
LY _ I._.'IL.___L ______ . N
Fig. &
Neste caso, e mais simples trabalhar com a formul a C17D:
" § v v B, C
R_= _r?ci_b.dy =o_b I(’A +BY+cC = >dy =0, b.h CA+ S+ D
[+]
ne=A=+ g + g- 25
h
" v, oy
Rcca=_roocibydy= meC‘y+BK+C; >dy =
[ o]
s 2 B C
Rcca—ﬂcdbh(§+§+2—)
nw=4+32+< 26>
7-4. Caso 4.
€ > 2 C°/eed ; x > h
CVide fig. 7D
L - L
e :







Ec>'2 ©c = 6.4

.
S Y ____ ¥ _ _Fg7 i N

h h 2
= L = 2 y_
R.=0,b.x + [o_b.dy acdb[o.h+_[c.4+3h+c 2.)dy]
x° x° h
=ob.h[D+Acz—o>+§c:-bz.>+£c:—z>’.>;
cd c 3
n=D+Acz—m‘+§c:-b’3+gcr—p‘) cz273
or2 h
Rcc & = cd & = L -';?ci.b y.ay =
" 2 8
_ b 2 .2 Y, AY) -
-UCGED h+J“?Cdb[Ay+BH+C?TR-]dy
2 2 - 4
a D 1t _ D {1 _D 1 _D .
—ucdbh [-2—+A(§ -2-.)"'3(3- §)+C(z 2)],
2
» D, A . B _ 8 c _ e
n = > + > (& DO «+ 3 Cc1 DO + 7 Cc1 DD c28d

Neste casc 4, que acabamos de analisar,o estado limite ﬁltimc de

| Ce il ruptura pe atingido quando €.~ 2% /60

na fibra a gh da borda mais encurta

da (fig.8). Comparando a fig. 8 com

x a fig. 7, vemos que a ruptura ocorre
i E guando x’ = g k.
L] ’
Ve Tendo em vista C(19) e C18),vemos ser
([ .
o .Taﬂ'is ’ %
—aie —_——— — fecessario para nac haver ruptura,
e =— 2 3
que 8 h < = h, ou seja
£ < &% ; 6 29
8. TABELAS

Embora o formulario que se apresenta neste trabalho destine-se

pricritariamente a programaggc em microcomputador, pode haver o ca-

10

4u.







SO de um calculo manual, para © que Icram acrescentadas as tabelas
que se encontram na parte final, correspondentes aos quatro cascs e

xami nados.

As tabelas 1 e 2 podem ficar dependentes exclusivamente de cc.

Para isto, faz-se:

n = n‘.Bx 30D
2
=08, = n.-Nn.B (31>
- 2 -
onde Ba R “z'Bx 32>
) Bx = Sc 7 B8 c8d

8.1. Tabela 1.

E facil verificar que:

€
L e _
m, = ;5 €6 - € €33
8- ¢,
N, = 4¢6 -~ ¢ > €34

c

8.2. Tabela 2.

3cc -2
‘I'I‘=——§—c'—:'—' 35D

38:—46=+2
“""ZFg_¢5¢_- 2 €36

As tabelas 1 e 2 fornecem os valores de n, € M, com o que saoc cal-

culados mp e 7’ pelas (30) e (31D. As tabelas 2 e 4 fornecem direta-

mente n e n.
O. FORMULARIO.

R = n.ocd.b.h

cc

— » 2
R .a=n7 'ocd'b'h

€ C4-€D ce - 20 2 e - 2
A-' c [ = B_ c .C:—-_B-D= =
4 L ] 2 » 4. B
Caso 1. € =2 ; B =< 1
2 [ =] X
£° 6 - € O
= c _l“.:
n 12 ©
e c8 -¢g >
[~ c

11






Caso 2. ) cc>2,- B,SI
3g -2
s [~
i 36
3e*-4¢€ +2
n' = c c
6 8°
Caso 3. € <2 ; B > 1
[ = b 4
_ B _C
n=4rz*3
,_A_B_ C
n=z*3*3g
Caso 4. £ >.& ; B > 1
[ = 4
n=D+ACt -D>+3Ct-DD>+5ct -0
2
,.. D", A = 2 B - n® c -
n_§+§CI D)+3(! D.)+2—C2' DD

o N

412
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RESULTANTE R__ E SUA POSI GAO
EM FUNGAO DO ENCURTAMENTO €_ E DA CURVATURA 6.

e<e (%) 6<cey

i a
x ;;5;/ 1r—$?cc
s 4 — e — ol m— — — — — — — — So—

Ce =“'°cd'b'h C ocdto'%'fcd ; n=“1'ﬂx=nf'cc/6
= e v = e _ 2 2
cc'@ = M-O bk ;. W =n.n,.B Ny -Np-B, @

VALORES DE n, E 7,

S n, n,
0,1 0, 0482 00,3347
0,2 0, 0867 0, 3362
0,3 0,1425 0, 3377
0,4 0,1867 0, 3393
0,5 0, 2292 00,3409
0,6 0, 2700 0, 3426
0,7 0, 3082 0, 3443
0,8 0, 3467 0, 3462
0,8 0,3825 0, 3480
1,0 0,4167 0, 3500
i,1 0, 4482 0, 3520
i,2 0, 4800 0,3542
1,3 0, 5092 0, 3564
1,4 0,5367 0, 3587
1,5 0, 5625 0,3611
1,6 0, 5867 0, 3636
1,7 0, 6082 0, 3663
i,8 0, 6300 0, 3620
1,9 0, 6492 0, 3720
2,0 0, 6667 0, 3750

418 [
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5
ﬂ Qﬂ
A
b
Rcc =N Oca bi.h g .
n=m, Bx=-n1.ccxa

TABELA 2

RESULTANTE R__ E SUA POSI GAO
EM FUNGAO DO ENCURTAMENTO € . E DA CURVATURA ©

£>2 o
a.
-

'T?cc

E £0

c4

cd 0’85'fcd
2 2

& n, n,
2,1 0, 6825 0, 3782
2,2 00,6870 00,3814
2,3 00,7101 0, 3846
c,4 0, 7222 0, 3878
2,5 00,7333 0, 3909
2,6 0, 7436 0, 3939
2,7 0, 7531 0, 3968
2,8 00,7619 0, 3996
2,98 00,7701 0, 4022
3,0 0,7778 0, 4048
3,1 0, 7849 0, 4072
3,2 00,7917 0, 4085
3,3 0, 7980 00,4118
3,4 0, 8039 00,4139
3,5 0, 8095 0,4160

i4

Caso 2
cc.\a

EX

<

1






TABELA 3

RESULTANTE R__
EM FUNGAO DO ENCURTAMENTO €. E DA CURVATURA 6

E SUA POSIGAO

€. %2 6. <04
;'_]r-q_, Caso 3
*——_;__j__ €, <2
= T?CC B, > 1
L T~E >0 7
Lf ‘@ Ef: N
_____ el s e e e
= 0,85. f d
Valores de 7 Valores de 7'
) 2]
€. 0,5 1,0 1,5 2,0 €. 0,5 1,0 1,8 2,0
0,5]|0,2292 | s%*x» ETT e LI 0,5({0,0781 | sua= - e 0 e e
0,6|0,3142| #xa= ;0 n 20 9 20 0 0,6|0,1227| s==x» o e o o o
0,7]0,3042 | #=xun - - 0,7]0,1648| #s== prepropegon e
0.8B|0,4682| mx=xx FT T e 3¢ o 2e O0.B|0,2044 | ==an - Ty
0,910,530 »a== Saun e » 10,2415 | msaxn 5 50t o o o o o
1,0]0,6042[0,4167| === - ww 1,0(|0,27680]0,1458| sx== -
1,1]0,6642|0,4892| = e o 1,1]0,3081 |0,1862| sx==» o’
1,2]|0,71982|0,5567 | =%%x» - 1,2|0,3377|0,2242| #=wux= -
»3|0,7682|0,6192| ®%=xx o2 o0 0 1,3]|0,3648|0,2506| m%xn e e
1,4|0,8142|0,6767| === a0 3 o0 o 1,4|0,3894|0,2025| #=#ux» o0 30 300
1,5]|0,8542|0,7292|0,5625| #x%x» 1,5]|0,4115(0,3229|0,2031 | #==x
,6]0,8882|0,7767 |0,6225| =xmn 1,6/0,4310(0,3508|0,2304 | mw=xn
»710,8182 10,8182 |0,B775 | snns 1,7]0,4481 |0,3763|0,2731 | #wuxx
1,8|0,8442|0,8567 |0,7275| #=%xx 1,8/0,4627]|0,3982|0,3044 | ===
1,810,9642|0,8892|0,7725| swxm 1,8|0,4748]0,4196|0,3331 | #esw
2,0]0,9782]0,9167|0,8125|0, 6667 £,0]|0,484410,4375|0,3594 |0, 2500

45
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RESULTANTE R

TABELA 4
E SUA POSICAO
EM FUNGAO DO ENCURTAMENTO €_ E DA CURVATURA 6

cc

Ec> 2 ©.= 6.4
a Caso 4
>
% ’FecC € e
=
£,>0 =
l""'— b_"! ::" :"'
— Y Y i R,
Rcc ='n.ocd.b.h § acd=0.85.fcd 3
» 2 -
e @ S WY BB
Valores de 7
e?l o.s 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0 3,5
2.1] 0,8883 | 0,830z | 00,8476 0,7142 W YT T
2,2] 0,9955 00,8573 00,8779 0, 7570 0 o e e LT - o e o
2,3 F'TIL 0,9714 0,98040 0, 7953 o 3l S T T L)
2,4 wERn 0,8820 00,8261 00,8293 e 30 20 ¢ T TY ) o
2,5 FY T T 1 0,9444 00,8594 0,7333 o0e e e " Y T.L ]
2,6 L e T T o 5 20 ¢ 0,9595 0, 8857 00,7714 o % o2t o 9 e
27 - 020 0 a0t 30 206 0,9085 | 0,8056 o0 3 20 e 2 e 3
2.8 FEE L YT T T 0,98280 0, 8362 e 0 -
2,8 oo I 0 0 20 ol o 00,8635 e o0t 20 o a0 30 o0 o
3,0 R T T ] ' TTT ) 0,8875 0,7778 FTY L
3,1 I YT L] - TIL T 0, 8098 o
3,2 T T 0 e e 2 . . T FTYT 0, 8380 o0t o o ot
3,3 o . o 0 W e 3 o o o - 0 0o e 0 o
3,4 e, T T 0w T " TIL T L
3.5 ' TTL Yy o o e o0 o0 o0 3 o T T 0, 8095
Valores de 7’
e ?| o.s 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0 3,5
.11 0,4018 0, 4529 0, 3831 | O,2821 T MmO Yy T
2,2] 0,4962 0, 4659 00,4044 0.3117 o0 e o e EY L L] 30 e e o
2,3 LA L 00,4764 00,4232 00,3388 CE L L ' T o0 o o 0
2.4 weaw 0,4847 | 0,436 | 0,3635 PTY T Y YY)
2,5 .%o 200 0 o 00,4537 00,3857 0, 2867 e e e ' YT L,
c,6 Lt 1] o0 2 e 0, 4656 00,4057 00,3148 I L PYTT )
2.7 1T o0 3¢ 30 3 T L L 0, 4233 0, 3406 o 9 2 2 o0 3 20t 2
.8 ET R "TT T Yy 00,4388 0, 3641 o0 e 0 FTT L)
2,9 T T 0 3 e e o4 t 2 2 2 0, 3853 o e 0 ;e o e 3 ¢
3,0 2 3 ;- 250 3 2 o0 0 o 0 - o0 2 2 0, 4044 0, 3148 o0 e e
32,1 - oo o 30 o 0 e 0 2 - e 0, 3396 02
2,2 Y YL L F YT 1 Py YL 0, 3623 F YT L
32,3 - . EX X o 2 e e e W . e o0 2 o o 0 ot
3,4 FT T o 0 206 200 2 o 0 0 ' TI1, ' TI L e o0 e
32,5 'TI L T T F YT L T T T T 00,3367

ic






