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SEÇÃO RETANGULAR

Latno Modesto dos Santos

Res urrD
dP JP a

Apresenta-se um formularIo que permIte o calculo analltico dlre-
PhI

to da resultante de compressao do concreto e respectIvo momento re-
Phd

slstente em seções retangulares submetIdas a flexao normal comI>os-
dPna

ta, nao necessarIamente no estado limIte ul tlK». Os esforços resis-
PUB+\dI

Lentes são dados em função da curvatura na seçao e do encurtamento

máxImo do concreto.
ade

As formulas apresentadas constItuem valioso subsidl o para a ela-

boraç;o de programas para computador relativos a problemas de aa OL

dem, sImplIfIcando-os e dimInuIndo o tempo de processamento.

t

-l [’

Abstract

A formulary is glven for the dIrect analytlcal determlnatlon of

both the resultant of concrete stresses in the compressIon zone and

Its reslstant n»Bent , in rectangt;lar cross-sectIons under axIal

actIon-effects , not necessartly at the ultImate IImit state. The

rest st 1 ng 1 oad effects are deter ml ned as a functl on of the

curvature and the maxImum compresslve straln of the concrete.

The presented formulae constltute a valuable help for computer

programs on 2f’d order problems , slmpllfying them and reduclng theIr

processIng tIme.

1. CONHDERAÇÕES INICIAIS E OBJETIVO DO TRABALHOe
IFba

Na elaboração dos dIagramas de Interação força normal - momento

fletor - curvatura Cusual mente denominados »dtaBrantas momento-curva
a AdI

tura») , e necessarIo conhecer os esforços resIstentes da seçao em
PUB

estudo, correspondentes a cada dI agrama de deformaçoes 1 magl nado.
dba

Os esforços resIstentes oferecIdos pelas barras de aço são de
de A

calculo rapIdo, mas o nesmo não ocorre com a resultante Rm de com-

B 1 11 1
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pressao no concreto e com a sua poslçio, que •xlgem, ger&ln»nte, ID
Phpa Php

tograÇáo nuB»rica para sua detormlnaçao. No caso da floxao normal
PPhp

composta, entretanto, e para as seçoes usuaIs , • rel&tivaB»nte sIn-
P

ples o calculo &nalltlco de PM o do reswtlvo #»mento resIstente.
#dP

As formulas dIretas assIm obtIdas constItuem valIoso subsldl o para

a composIção de programas para computador , sImplIfIcando-os e dIrIa-

nul hclo o tempo de processazento.
iPd mui dF

O obJetIvo deste trabalho e a determInação de formulas anall tl-
dP

cas para o calculo dos coeflclentes n e 7)' , com os quais se obtem L
medlataKente os esforços resIstentes do concreto, de acordo coIn as

Pu

equaçÕes gerais expllcltadas no Item 4 e com as notaçoes do Item 3.
Ae 6\1

Os esforços resIstentes do concreto serao dados em funçao do encur-
a

tarr»nto maxImo e e da curvatura O.e
4

Este artIgo ocupar-se-a da seção retangular . Trabalhos posterto
de

res abordario as seçÕes: cIrcular , em coroa de cIrculo e retangular
vazada

+

11

'r ?

2, cawENtriO DE feNAis

O mon»nto fletor é suposto sempre posItIvo. A for ça normal e as
Php BbHl

tensões são positIvas quando de compressao. Deformaçoes posItIvas

correspondem a encurtamentos.

3. NOTAÇÕESB
A qb

a = dIstancIa da resultante R_ a borda maIs encurtada;
na

b = largura da seçao transversal ;
na

h = altura da seçao transversal ;
qna

en = dIstancIa do C. G. O da seçao a borda maIs encurtada;
A q

Ir = dIstancIa do C. G. de uma camada extrema de barras de aço a
d

borda maIs proxima;
\A dP

d. = dIstancIa do C. G. da camada generica 1 de barras de aço a

borda maIs encurtada;

fM = valor de calculo da resIstencIa do concreto;

2
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/yd - valor d• calculo da r&slstencla do aço;
6

( B camada generIc a de barras de aço;
IP

n = nurr»ro total de barras de aço;
P IP P

n' B "numero de EtnPIas”, Isto e, numero de camadas de barras de aço;
8

n. = nuE»ro de barras de aço da camada 1 ;

r = raIo de curvatura;

x = profundIdade da IInha neutra;
de \

= dIstancia da fIbra gerierica de concreto a borda maIs encurta-

da ;
\

= distancIa da fIbra generi ca de concreto a IInha neutra;
ebI

= altura do bloco retangular de tensoes no concreto, quando o
a Jfna

dIagrama de tensões e retangular-parabollco;
d d• aP

= altura do trecho parabollco "completo" - Isto e, ate a IInha
aAn

neutra - no diagrama de tensóes retangular-parabollco i
de PUB

a = area da seçao transversal ;
dP nd

A__ = area de concreto comprImIdo na seçao;
dP Bbd

á = area total da seçao da armadura;8
dP

J . = area de aço da camada 1 de barras ;al
dPnd

A,B,C e D = valores dados por expressoes matematlcas defInIdas no

texto ;

N = força normal ;

A = n»mento fletor ;

NA = força normal de calculo;
Z

NA = mon»nto fletor de calculo;
PhI

R = resultante de compressao no concreto;cc

p = a / h;

t3a = cz/ h;
pi = d./ h;

p = x / h = profundIdade relatIva da IInha neutra;

6 = dF/ h:

1

'+ 1

y

t)

uP•PL
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e_ B encurtarr»rIto relatIvo maxI rio do concreto Cna tx>rd a 2> i
•

e_. B oncurtarr»nto relatIvo da fIbra genert ca de concreto;
dnH

ect B deformação os»cl fIca da borda 1 Cbc>rda traclonada »lo efel
to exclusIvo de M> ;

= R /(o .. J ) = esforço normal resistente do concreto, roduzl-ec - -cd- --c-

do adI mensl onal ;

= R . a /Co .. d . h> = momento resIstente do concreto, reduzido- -cc- – - - -cd- --c

adI rnensl onal :

nl e 1\ = funçoes exclusIvas de ec, que aparecem nas tabelas 1 e 2;

p = Nd/(aed' Hc) = força normal reduzIda adlmenslonal ;

P = Hd/( o ed. jc. h> = momento f labor reduzIdo adlKenslonal ;

acd = O ' 85 /cd;
8 Ou

o_ = tensão maxima de compressao no concreto;
nu

a . = tensão de compressão na fIbra genertca de concreto;
a

o . = tensão na camada genertca 1 de barras de aço;IIt

O = 1(XX) h / r = curvatura maJorada adlnenslonal ;

o = Ar j Ya /( Jc. acd) = taxa n»canlca de armadura.

4, E{WAÇÕES GERAIS.
a

SeJa a seção gener 1 ca da fIg. 1, dotada de um eIxo de slnetrta,

71

Tj'

,. r

P Pln
91

coIncIde com o traço do plano do mon»nto fletor
bo

a) B aEloantaa4 aí-71ip aT–TInh
Aslqt,ALT

G. de A -vC

==+

é0
0

A aJ V

=4 1

No ponto O, centro de gravIdade da sayio transversal de conere–

to ac, agem os esforços N e A, ou Nd e Hd Cpodem ser majorados ' mas
nio s;o, necessartan»nte, os t'lltlnns) .

As equaçoes de equIIIbrIo se escrevem:
JPIFba

4
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Nd ' Rcc + 2 dBI. aBt ;
8

Hd ' Rcc. (cz - a ) + } ÁBi.o©i. ccz - q)
Phd e\a

Os segundos membros dessas equal,oes sao os esforços resIstentes

da selF;o, Eles correspondem a um determInado dIagrama de deformaç ies

na seç io. Podem ser escrItos na for ma adI menslonal Cobservando-se

que A . = n. . A in, desde que todas as barras seJam de nesma bICo-' SBt t B

1 a) :

1

ir

(1)

e. )(8
1cZ

11 = O a e T1 lr1 9 + a ( 2)

onde

c)

Pa a na

dr eu AdI

N
- -d

v = ;
cd --c
Rcc

TI = ;
cd --c

Ae /yd
e -ed

aed = O• 85 /cd
e d

Dez = +; q= + (7)
na # A

(Dando a seçao tem dupla sImetrIa, colin e o caso do retangul o, Ba=
=0, 5.

Usar-se-a tambem a relaçao basIca:
e

Px = 7

que relacIona a profundIdade relatIva Px da IInha neutra e o encur

tamento maxIn» ec - e, portanto, o dIagrama de deformaçoes da seçao -
com a curvatura 8.

Hd

-nd
R .a

n’= na ;

( 3)

( 4)

( 5)

( 6)

b

pr
( 8)

8
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Se PREPARO DE Fa AUXI Ll ARES

5, 1, Deformação eni da fIbra genertca+

A n 1 it>ra 8erbertcan Celemento b. dy ou b. dv, de area elOInentar

e definIda pela sua dIstancIa y a borda maIs encurtada ou pe-

la sua dIstancIa o a IInha neutra Cfl g. 2> .

•

dP P

Ad \

A

.f

FIg. 2
e . oe

ed = ; , onde x

Const derando C 8) :
a

CX: tambem Cflg. 2> :

Bx' 11
0. t)
À ( 9)

1: e + ;e.ct

( 1 o)

5, 2, Tens;o na fIbra genérIca,
•nH•

Trabalhando com as deformaçoes em

se e . Z 2ct

e / 00

0.et aed ;
CII)

82e)se 8 . <ct 0.et aed ceci ( 1 2)

( 1 3)

\

_ pr

donde: a.ct aed ( T
CRI ent;o:

oct = acd #

e: + : ( %

} C ec w''] ;
1 ). ya,ct 1E11Id [ 1: e =1111|: 11|b||1 2 ]

6
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Fazendo

a ' e
C

C14)

o(e -€)
B ' +

08
4

( 1 5)

( 1 6)c=

resul ta:

oct = aed
2

a + 8 : + cP ( 1 7)

5, 3, Locallzal,ao da fIbra com e . B 2
eu

ea ecJe
e b W

D

FIg. 3

e;-2 ' Bx 11
C

e e -2e cr – T 9

e -2
C
ée

(e – 2) h
C

•

• ( 1 8)

( 1 9)

CX: então:AdI

ec 2
X U 9

2 j3xh
ee

18
zh
r p

É . h ( 20)

6 e CASIXS A C<»ÜSI DERAR+

O estudo analÍtIco compreende 4 casos:

j
3

Caso 1) e g 2 Ceme XL( h

Casa 2) C em XLc h

x > hCaso 3) C em

Caso 43 e > 2 Cem
C

x > h

1

7
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7 e 1 e Caso 3 e
iP if iP

Neste caso, e maIs sImples calcular com o auxIIIo da formula 13.

/

b 7 r
P

l|l?c e = J: 1Elc i a b n 1=1|||1 o = E b a 1[1e d ( 8 : PP ) BbB oe dEfé2F1
'.. = .„ ».„ [ ::8 - :!o 1 = .„ '.„ ::o „ - '.,

e\HI

Sendo, Nr deflnll,ao, Rec = n. aed. b. h, resulta:
82

n = i;8 (6 - 8? (21)
JP dF if d

O calculo de R n. a tambem sera feIto a partIr da formula 13, ten-
do sempre em mente a relaç io C8) :

X

1||lEec e n 1e1111p = Jx 1E11re 1 b ( X O ) 9 16|EO = 10% do b Eu É 2 JI ( xv ) edu =

( 8–e )
e

r8
69 ( 8-e )

1c1E 1c) 1r11 1c1 19 : T1 p = 7
To Ze Caso 2 e

( 22)

FIg. 5
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Rec B acd• b• x'

Lembrando CIg) e (ao> :

[ + h + 8 8 h ]

(x' + ; u)

2
TI= ( 23)

o _ b. hz

e d 61 O 2 ( e3|11: : 4|1r 1= e + 12) ;

R . acc
2
3 aed

46 + 2e

602

7© 38 Caso 39

( 24)

- 1-
F

>0 8cl f
1

1

8

E

FIg. 6

Neste caso, e mais sImples trabalhar coin a formula C17) :
dP

hh

1|1:1= 1E = f
dy =ct (A

X 0

2

+ 11C ja a11H> 1=1|1111|b1

acd b. h (d+ 1
( 25)

+

32

B : + C Zz ) dy

Ba
acd b. # (R a 32cc

TIp = Z + g + 2 ( a6)

7+ 48 Caso 40

ec > 2 (' /eu) ;

CVlde fIg. 7)

x > h

9
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LbJ

1

-7

aed t>. X'

[ 41[1l + J1 ( / 1|El 811A> + g ( 1
oc d b [ D e h + 1 1 5 J + B 1 +

Da) + ; (1 08)

11 = D + a (/ - D) + 8 (1 Da) c 275

Rce• a = acd

acd g Dz #+ ' ['., . $ 1',
c ( ;

D4)
;', ];

CB (t - db) +Da) + (123 ( 28)

Neste caso 4, que acabamos de analIsar , o estado IImIte ultImo de

ruptura e atIngIdo quando ed= 2-/o o
na fibra a :h da borda mais encurta

da Cflg. 8) . Comparando a fIg. 8 com

a fIg. 7, vemos que a ruptura ocorre

quando

Tendo em vista elg) e cla) , vemos ser

Áecessárto para nio haver ruptura,

4

d

(e - 2) _

que h< ; h. ou seJa:
8 ( 2 + goc ' -- - 7 ( 29)

8 a TABEi=ASe

Embora o formularIo que se apresenta neste trabalho destlne-se
de

qb

prIorItarIamente a programação em microcomputador , pode haver o ca–

ão
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so ae um calculo manual p para o que loraln acrescentaaas as tabelas

que se encontram na parte fInal , correspondentes aos quatro casos g
xaml nados .

As tabelas 1 e 2 podem fIcar dependentes exclusIvamente de ec.
Para Isto, faz-se:

n = n,.e,
n'= TI. Da = n,. Tb.p:

onde Da = : = TIp. Px

13 = e / ox e

80 1 + Tabela 1 e

É fácII verIfIcar que:
e

1l1 = a co - B?
8 - ee

4 (6 - e )

88 28 Tabela 20

3 e - 2
Cn e

3 ez - 4 e + 2
Tb = c c

As tabelas 1 e 2 fornecem os valores de nã e b, com o que s;o caI-
culados Tl e n' pelas C303 e C 31 > . As tabelas 3 e 4 fornecem dIreta

nente ll e 1)’ .

9. FORMULÁRIO.

C

c c

( 30)

( 31 )

( 32)
1

. 1’

e ( 8)

( 33)

Tb ( 34)

Tb= ( 35)

( 36)

Rec = TI•Ocd'b• 11

Rcc. a = TI• . aed. b. hZ

e (4 - e )
2 = ; B

Caso 1 o
ez (6 - e )c c

III –

88 (8 - e )
n' = 4882–

(De - 2) 0 022 ; c = - 1

ee 5 2 ; Px 5 1

D
(e - 2)e

0

RI
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Caso 28 ec > 2 ; Px
3 e - ee11= 36
3 CB - 46 + 2c c

6 82

Caso 3 e ec 5 2 ; Bx > /

11 = J + g + ;
+

g + ; + 1
-T Caso 4, Cc > 2 ; Px > /

n = D + À (1 D) + 8 (1 - 02) + ! (1 - Da)

g + é 1f 1 Da) + g (1 Ds) + ; (1 Dd)

++#

â2



+

1

1

1
A

..\.1



eu

RESULTANTE R__ E SUA PO©Ç'AO

EM FUNÇãO ED ENCURTAMENTO ec E DA CURVATURA 8.

e,42 (%.)
IR cc

Caso 1

ecs 2
Px3 1

CCI € 0

= TI. acd. b. 11Rcc
R a = D'o acdcc

; acd = O ’85' J cd ; n = 711 • Dx = nf ' ec/8
b. hz ; n' = ní. TIa. 85 = TIl. TI2.65 / 82

VALORES DE nf E nz
11

0 . 0492
0, 0967

0 , 3347

0 , 3362

0 , 3377

0 , 3393

0 , 3409

0 , 3426

0 , 3443

0 , 3462

0 , 3480
0

3520
0 , 3542

0, 3564

0.3611
0 , 3636

0 , 3690

o, 3r720

0 , 3750

u B
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TABELA 2
nu

RESULTANTE Ron E SUA POSI(,.AO

EM FUN(riO DO ENCURTAbENTO ec E DA CURVATURA 8

Caso 2

ec > 2
Px 5 /

/

.T
F b E 5(-)cl

TI. acd. b. h ; acd O, 85. fed

TI = TrI . Dx = 111'8, / 8

Rcc. a = TI’ . vcd.b.# ;

n' = ní. Tb. exe = TIl . TIa. eca / 82

VALORES DE nl e n2

3782
0 , 381 4

0 , 3846

0 , 3878

0 , 3909

0. 3939
0
0
0 , 4022

0 , 4048

, 4072
0 , 4095
O.411B
0 , 41 39

0, 4160

0 , 7849
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TABELA 3
nu

RESULTANTE Ron E SUA PO©Ç'ÁO

EM FUN(riO DO ENCURTAba=NTO er E DA CURVATURA 8

€, é 2 Cc 6@d

aRccie
FM-==;-

J
8

Ccl % O &1 8
8

Caso 3

ec 5 2
Dx > /

l
Bb

A 91
+-

= TI. acd. b' 11 ;
Rcc

ba = Ty ' acdRcc

acd = O' 85 ' lcd
P

Valores de n Valores de n'

3
0,5 1 ,08e

o.5lo.2292 ++++ ++++

.6 lo. 3142 e©++#+e+
o.7lo.3942 e+++++++

o. 8 10. 4692 w#+#+++#

o.9lo ++#e ++++

1 .olo.6042 lo. 4167 +#++

1.1 10.6642 ++#+

1.2lo.7192lo.5567 ++++

1 . 3lo. 7692 10, 6192 e+++
8142 | o. 67671 #+# IR

1 . 5 lo. 8542 lo. 7292 lo. 5625
1 . 6lo.8892lo. 7767 10, 6225

o.9192lo.81 galo1

B567 IO. 72751 .8lo, 9442
0 . 77251.9lo.9642lo

2 ,OIO , 9792 | O, 9167 IO, BI 25

0,5eC

o , 5lo , 0781
. 1227

o.7lo,1648
. 20440

o.9lo , 2415
27601

1,1 10,3081
1 . 2lo, 3377
1.3lo. 3648
1 ,4lo.3894
1.5lo.4115

0 , 431 016

44811

1 .8lo. 4627
1 , 9lo, 4748

48442,0

0 , 1 458

0 . 1 862

0, 2242
0 , 2596
0 . 2925
0. 3229
O ü3508

o . 3r763
0. 3992
Os 41 96

4375

0 . 2031

O & 2394
0 , 2731
0 . 3044

0 . 3331

0 , 3594
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TABELA 4
eu

RESULTANTE Ran E SUA POU ÇAO

EM FUNçãO DO ENCURTAMENTO ef E DA CURVATURA o

Caso 4

ec > 2
Px > /

L-b 4 8

\;

= o,85. f cd
P

+

+4

1

R =cc

TI

n. acd. b. 11 ; acd
R .acc

Valores de n

e 81 o.5C 1 ,0 1.5 2,0 2.5 3.0 3,5

h
[

+

+++#
+##+
++# w

r7s3s
r771 4
0 , 8056
B
B
F8ê75

++++
++#+
++++
++++
++++

+

++++
+#++
++++
++++
+++#
+e++
++++
++++

0 . 7778
8
B

++++
++++
++++

Í2
Í3
Í4
f5
F6
r7
Í8
fg
to
fI
f2
Í3
Í4
Í5

ÔTg®5
++ ainI
18++e
++++
e+++
++++

+]dgri
++m
++++
++++

9

+a?ir11

9E{771
++++
++++

8
@@
9
9
9

++#©
++gêjFql

#

++++

++++

e

w+++
++++
++4118
++++

7
5
8
8
8
0 . 9085
9

++++
++++

++++
++++
+

P

++ M

mB
++++
+++e
++++
++#@
++++
++#+
+e+w

+

++++
++++
++++
++++
+e++

0 . 8095

@
9
9

++++
++++
i#©®
++++
++z+]
e+++
++++
++l©lnl
++++
++++
++++

Valores de n'

'.'l ..; 1.0 1 ,5 2,0 2,5 3,0 3.5

12
Í3
Fí4
Í6
r7
Í8
Fg
fo
fI

Í5

e

Í5

fa
Í3
Í4

4
++++
++gIF11
e#++
#+++
+++e
+ + 98781

++ 1m
++e+
+t€©lnl

B

++771
++++
+ee+
+ 1m

8

4
++++
#++#
m+
++++
++++
e©©#
++++
++++ l ++++ l +#++ l

9

4

++++
++++
+ eBH

4
4
3
4
M

++++
++++
++++
++++
e+++
++++
++M
e+++
+18+e

3
3
3
3
4
4
4

++++
++++
++++
++++
++++
++#e

+

+

++++
++++
++#+

2
3
m306
or3641
3
4

e++#
+++»
+++#
+++#
+www

+

++++
++++
++»+
++++
+#++
+++e
++ we
++++

3
3
3

++++
++IR+
91 +#+

m+
++ w +
++++
++++
++++
++##
++++
++++
+#++
++++
++++
n #+
++++

r
1 1 H

.; L

á6
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