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A equagéo de Schrodinger foi um marco no desenvolvimento da Mecanica Quantica, e continua sendo até hoje
imprescindivel no estudo de sistemas néo-relativisticos. Livros-texto de Mecanica Quantica geralmente abordam
problemas em que é possivel encontrar expressdes analiticas para as autoenergias e autoestados do sistema.
No entanto, existem inimeros sistemas fisicos de interesse para os quais ndo conhecemos solugbes analiticas.
Assim, métodos numéricos mostram-se essenciais para complementar as abordagens analiticas. Nesse trabalho,
apresentamos métodos numéricos para a solugdo de problemas de Mecanica Quéantica. Comecamos discutindo
aspectos da teoria, os quais usamos para motivar as diferentes abordagens numéricas. Em seguida, introduzimos a
discretizacdo e a adimensionalizacdo dos problemas, visando empregé-las nas simulagées numéricas. Apresentamos
os métodos da tentativa, do encontro, matricial e variacional de Monte Carlo. Aplicamos os métodos em diferentes
sistemas fisicos e discutimos as vantagens e desvantagens de cada um deles. Esperamos que os alunos sejam capazes
de reproduzir os resultados apresentados e estendé-los para as suas aplicagoes de interesse.

Palavras-chave: Equacado de Schrédinger independente do tempo, Método variacional de Monte Carlo, Método
da tentativa, Método do encontro.

Schrédinger’s equation was a milestone in the development of Quantum Mechanics and continues to be essential
in the study of non-relativistic systems to this day. Quantum Mechanics textbooks generally address problems in
which it is possible to find analytical expressions for the eigenenergies and eigenstates of the system. However, we
do not know analytical solutions for numerous physical systems of interest. Thus, numerical methods are essential
to complement analytical approaches. In this work, we present numerical methods for solving Quantum Mechanics
problems. We begin by discussing aspects of the theory we use to motivate the different numerical approaches.
Next, we introduce discretization and dimensionless approaches, aiming to use them in numerical simulations. We
present the shooting, matching, matrix and variational Monte Carlo methods. We apply the techniques to different
physical systems and discuss the advantages and disadvantages of each one. We hope students can reproduce the
results presented and extend them to their applications of interest.

Keywords: Time-independent Schrédinger’s equation, Variational Monte Carlo, Shooting method, Matching

method.

1. Introducgao

A teoria quantica de Schrodinger é baseada na equagdo
que leva o seu nome, e suas solugoes fornecem toda
informacao que desejamos sobre o sistema. A priori,
essa ¢ uma equacao diferencial parcial dependente do
tempo. No entanto, podemos aplicar a técnica de se-
paracdo de varidveis, obtendo uma parte que varia
no tempo (importante para consideracoes dindmicas) e
outra estacionaria, regida pela equacdo de Schrédinger
independente do tempo [1]. As suas solugdes contém ca-
racteristicas da Mecinica Quantica (MQ): a quantizacao
da energia, a superposicdo de estados quanticos, e a
natureza probabilistica da teoria.

Neste artigo iremos focar apenas na equagdo de
Schrodinger independente do tempo por varios motivos.
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Primeiramente, para um conjunto muito grande de
aplicagoes, estamos interessados apenas nas solucoes es-
tacionarias. Em segundo lugar, em posse das autofungoes
e autovalores, podemos obter a funcdo de onda total
dependente do tempo de maneira direta. Por tltimo, os
métodos numéricos sao diferentes para abordar as duas
versoes da equagdo de Schrodinger. Isso vem do fato
da equacao dependente do tempo conter uma derivada
temporal de primeira ordem além da derivada espacial
de segunda ordem presente em ambas. Na nomenclatura
de equagoes diferenciais parciais de segunda ordem, di-
zemos que a equagao dependente do tempo é parabdlica,
enquanto a independente do tempo é eliptica [2]. O leitor
interessado em um algoritmo relativamente simples para
resolver a equacgao dependente do tempo pode consultar
a Ref. [3].

Solugoes analiticas da equagdo de Schrodinger inde-
pendente do tempo sdo extremamente raras. De fato,
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mesmo para potenciais relativamente simples (como por
exemplo o oscilador harmonico e Coulomb) as solugdes
nao sao trivialmente obtidas. Além disso, nos casos em
que tais solugoes existem, elas podem se tornar tao
complexas que é dificil compreender toda a informagao
codificada. Devido a isso, os métodos numéricos desem-
penham um papel fundamental em MQ. Vérios méto-
dos numéricos estao disponiveis, porém esses possuem
diferencas entre si, e muitas vezes nao sao aplicaveis na
mesma situagdo. Um exemplo é o método de Euler, capaz
de fornecer uma discretizacao para equagoes diferenciais
ordinarias de primeira ordem, mas falha em problemas
envolvendo movimento harménico simples [4].

Um dos grandes papéis da Fisica Computacional é
traduzir os problemas fisicos de maneira que eles pos-
sam ser resolvidos com algoritmos computacionais [4].
Adotar uma abordagem computacional nao significa que
podemos nos descuidar com o embasamento teérico da
MQ. Temos que que garantir que os calculos feitos
pela maquina correspondam ao sistema fisico do qual
queremos a solucao. Portanto, a escolha do algoritmo
adequado e a imposigao das condigoes fisicas a simulacao
sdo de vital importdncia para a obtencdo da resposta
correta.

Nao hd um método numérico universal para abordar
os sistemas quanticos: as peculiaridades de cada sistema
devem ser exploradas para determinarmos a melhor
maneira de proceder. Com isso, nosso objetivo neste
artigo é demonstrar a aplicagao de diferentes abordagens
numéricas em sistemas ilustrativos. Escolhemos alguns
sistemas que possuem solucao analitica, pois assim temos
uma maneira direta de conferir e testar os resultados
numéricos provenientes dos codigos desenvolvidos.

Nesse trabalho, discutimos os algoritmos de maneira
independente da linguagem de programacao. O nosso
objetivo é que cada aluno seja capaz de desenvolver os
proprios programas na linguagem mais familiar. Dispo-
nibilizamos os codigos desenvolvidos em Fortran90 em
um repositério [5], porém encorajamos que os leitores
desenvolvam suas préprias versoes.

Esse artigo estd organizado da seguinte maneira.
Na secao 2, introduzimos alguns aspectos tedricos e
mostramos como adimensionalizar e discretizar o sistema
fisico, afim de abordé-lo numericamente. Na secao 3,
apresentamos o método da tentativa, ttil para potenciais
simétricos, e o aplicamos a dois sistemas com solugao
analitica, o poco infinito e o oscilador harmdnico. Na
secdo 4, apresentamos o método do encontro e sua
aplicagao ao potencial de Lennard-Jonnes, o qual nao
possui solugao analitica. Na secao 5, apresentamos o
método matricial, o qual considera uma abordagem
de problema de autovalor-autovetor, e o aplicamos ao
atomo de Hidrogénio. Na se¢do 6, apresentamos o mé-
todo variacional de Monte Carlo (VMC), ilustrando a
sua aplicagdo no dtomo de Hélio. Por fim, na secao 7,
apresentamos algumas conclusoes.
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2. Preliminares

2.1. A equacgao de Schrédinger unidimensional

Estamos interessados na equacdo de Schrodinger in-
dependente do tempo para uma particula em uma
dimenséo [6]

h? d*¢(z)
—5- 5 T V(@)¢(z) = E¢(z), (1)

2m  dz?

onde H é o operador Hamiltoniano do sistema, m é a
massa da particula e i a constante de Planck reduzida.
A energia E é constante e corresponde ao autovalor da
fungdo de onda ¢(z). Resolver a equagdo (1) implica em
obter simultaneamente a energia F e a fun¢do de onda
o(x).

Uma propriedade muito importante da equagdo de
Schrodinger é a linearidade: a soma de solugbes da
equagao também é solugao. Assim, podemos expressar
a solucao geral como a combinacao linear

$(x) = D enthula), (2)

Ho(x) =

onde ¢, sdo coeficientes complexos. Ao escrever a equa-
¢do (2) nessa forma, estamos supondo que o potencial
V(x) é confinante. Assim, as energias F,, podem assumir
apenas alguns valores discretos, ou seja, sdo quantizadas.
Nesse caso, as fungoes 1, (z) sdo chamadas de autoesta-
dos, com as autoenergias associadas E,,. Os autoestados
tém a propriedade de ortonormalidade [6],

+oo

/ 0 (2) b () = oy (3)

— 0o

onde d,,,, é a delta de Kronecker.

Além disso, o conjunto de autofungdes v, (x) deve ser
completo, ou seja, deve ser capaz de gerar o espaco de
fungdes que contém ¢(x). A completeza do conjunto
é assumida na teoria [7], sendo uma hipdtese logica,
uma vez que, se fosse falsa, existiriam estados fisicos
indescritiveis.

A interpretacdo probabilistica de ¢(z) nos diz que
|¢(x)|?dz é a probabilidade de encontrarmos a particula
entre x e x+dz. Como a soma de todas as probabilidades
deve ser 1, temos que

+oo
/ dr () = 1. (4)

Essa condicdo também ¢é chamada de normalizacdo
da funcdo de onda, e vamos utilizd-la ao nosso favor
quando introduzirmos os métodos numéricos. Utilizando
as equagoes (2) a (4), vemos que a normalizacao implica
na seguinte condi¢ao para os coeficientes c;,

S feal = 1. (5)
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Cada coeficiente complexo ¢, pode ser obtido pro-
jetando a componente do n-ésimo autoestado ,(x)
presente em ¢(x),

+oo +oo
[ oo = e | [ dova@) i@
== Z Cménm = Cn (6)

Ao invés de lidar com a equacio (1) e encontrar uma
solucdo geral, nosso objetivo nesse trabalho é resolver a
equacao

I d(x)
2m  dx?

Hpp(x) = + V(@)pn(z) = Entpn(z) (7)
para os varios autoestados ¥, (x). O motivo é que, em
posse das autofungdes 1, (x), e seus autovalores associ-
ados E,, podemos usar a equacdo (2) para expressar a
funcdo de onda total.

2.2. Propriedades dos autoestados

Mais do que apenas objetos matematicos, as solugoes
da equacdo de Schrodinger devem representar sistemas
fisicos. Quantidades provenientes das autofuncgdes que
podem ser medidas em experimentos devem ser “bem
comportadas”. Assim, para ser uma solucdo aceitéavel,
U, () e di, () /dx devem ser: (i) finitas, (ii) unicamente
valoradas, e (iii) continuas.

Sobre a condi¢do (i), como |1, (x)|* estd associado
com uma densidade de probabilidade, entdo ¢, (x) deve
ser finita para evitarmos situacdes nao-fisicas. Para
di,(z)/dx ser finita, entdo 1, (z) deve ser continua
[condicao (iii)], como esperarfamos de um sistema fisico.

A condigao (ii) vai ser satisfeita sem necessidade
de imposi¢do para os sistemas nesse trabalho. Porém,
problemas onde hd uma simetria cilindrica ou esférica
requerem atencao para satisfazer esse requerimento.

A necessidade de di,(x)/dx ser continua [condigao
(iii)] pode ser vista reescrevendo a equagéo (7) como:

| 2

d*, (z 2m

D) 20y (@) - Byt ()
Para V() e E finitos, entdo d?v,,(x)/dz? deve ser finito
também, logo di,(x)/dxz deve ser continua. O leitor
familiarizado com o poc¢o infinito sabe que a derivada
primeira da funcado de onda é descontinua nas paredes
do pogo, consequéncia de V(x) ser divergente nesses
pontos. Isso é uma idealizacao que facilita a matemaética
envolvida, mas devemos lembrar que um potencial im-
penetravel, nao importando quao grande seja a energia,
ndo é um sistema fisico.

2.3. A simetria de paridade

Dentre a vasta gama de potenciais descrevendo sistemas
fisicos, alguns potenciais de interesse possuem uma
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propriedade muito interessante e til: sdo fungdes pares,
V(z) =V (-x). (9)

Para ver a consequéncia dessa propriedade nas solugoes,
vamos supor que conhecemos uma solugao ¢(x) para a
equagao de Schrodinger independente do tempo, equa-
¢do (1). Em seguida, fazemos a mudanga de varidveis
T — —,

n? d*¢(—x) _
“om a7 + V(—z)p(—x) = E¢(—x). (10)

Usando a equagdo (9) (e d?/d(—x)? — d?/dz?),

B h? d*¢(—x)
2m  dz?

+V(x)¢(—z) = E¢(-x), (11)

ou seja, ¢(—x) também é solugdo da equagdo de Schro-
dinger independente do tempo.

Lembrando da linearidade da equagao (1), podemos
construir duas combinagoes a partir das solugdes ¢(z) e
¢(—x), as quais também serdo solugoes:

o1 (x) = o(z) + ¢(—x),
¢-(z) = ¢(z) — ¢(—x). (12)
Essas duas funcoes tém paridade bem definida,
¢+(x) = +é4(—2),
¢-(z) = —¢_(—x), (13)

ou seja, ¢4 (x) é par e ¢_(x) é impar. A conclusio é que
se o potencial é par, entdao os autoestados terao paridade
bem definida, i.e., serdo pares ou impares.

Na Figura 1 exibimos um exemplo de uma fungao
cosseno, que é par, e uma funcgao seno, impar. Mostramos
também o comportamento dessas fungoes préximo a ori-
gem, pois isso serd essencial para o método da tentativa,
secao 3.

2.4. Penetracgao da regiao classicamente proibida

Sabemos que a Mecanica Quantica traz fen6menos novos
que contradizem a intuicdo da Mecéanica Classica. Um
deles é a penetragao da regido classicamente proibida,
ou seja, o fato de particulas poderem ser encontradas em
regides onde sua energia total é menor que a potencial,
E < V(z), o que resultaria em um momento imagina-
rio [8]. Para exemplificar esse fendmeno, consideremos o
potencial degrau [1],

Viz) = {(‘)/0

com Vj > 0. A penetragdo da regido proibida se expressa
no fato de #(z) ndo se anular na regidgo z > 0,
sendo portanto possivel observar a particula nessa parte
do espago. A Figura 2 exemplifica o comportamento
da funcdo de onda nessa regido. Note que, embora a

z <0,

14
z >0, (14)
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(a) FUNCAO IMPAR

f(-x)=-f(x)
f(z) = Asin(z) = Az + O(z?)
f'(x) = Acos(z) ~ A+ O(a?)
(b) FUNCAO PAR
f(x)=f(-x)

/ ]\

flx) = A cos(z) ~ A+ O(2?)
f(z) = —A sin(z) = 0+ O(x)

Figura 1: Exemplo de uma funcdo (a) impar (seno) e (b) par
(cosseno) e seus comportamentos préximos a origem.

particula adentre a regidao proibida, a amplitude de
probabilidade de encontra-la decresce exponencialmente
até se anular [1]. O quanto a particula é capaz de entrar
nessa regiao depende da relagdo entre a energia total E e
o potencial Vj: quanto menor for a energia em relagao a
Vb, menor serd a penetracao, embora ela sempre ocorra.
Esse fendmeno é intrinseco da Mecéanica Quéantica, e
acontece em qualquer situacdo em que hd uma regido
classicamente proibida. Logo, também ocorrera no es-
tudo de potenciais confinantes nas préximas segoes.

2.5. A equagao de Schrédinger tridimensional
para potenciais esfericamente simétricos

Até agora discutimos apenas uma particula em uma
dimensao. Essa abordagem pode parecer um tanto
limitada, mas nessa se¢do mostramos que ¢é possivel

42U ()

(a) E=0,67Vp

E <V,
Penetragao da Regiao
Classicamente Proibida
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transformar o problema de duas particulas em 3D
interagindo via um potencial esfericamente simétrico em
um problema similar ao de uma particula em 1D. O
procedimento exposto a seguir é similar ao apresentado
em livros introdutérios de MQ ao resolver o atomo de
hidrogénio. Alunos interessados em mais detalhes do que
os fornecidos aqui podem consultar as referéncias [1, 6].
Uma situagdo muito comum é quando temos duas
particulas de massa my e my submetidas a um potencial
V(r), onde r é a distdncia entre as particulas. Para
esses casos, podemos descrever o sistema em termos
de uma tUnica particula e r passa a ser a distancia da
origem [6, 9]. A massa y da particula é dada por

S (15)

chamada de massa reduzida do sistema [8].
Podemos escrever a equacdo de Schrodinger para a
particula de massa reduzida,

2
-5 V)| e = Bu. ()
Note que a equagdo (16) é uma equagdo diferencial
parcial em trés dimensoes, sendo mais complexa de ser
resolvida tanto analiticamente quanto numericamente.
Contudo, podemos utilizar a simetria esférica do pro-
blema e buscar solugdes do tipo

wném (T‘) = Rn@(r) Yem (9’ ¢))a (17)

onde (r,0,¢) sdo as coordenadas esféricas usuais, n é
chamado de niimero quantico principal e £ e m sdo os
numeros quanticos associados ao momento angular total
e sua projecao, conservados em potenciais esfericamente
simétricos [6].

Substituindo a equagdo (17) na (16) e aplicando o
método da separagdo de varidveis [1], reconhecemos as
fungdes Y;™(0,$) como os harménicos esféricos [6, 7].
Um comentario que merece énfase é que os harmoénicos
esféricos sao solucao da equacdo angular de todos poten-
ciais esfericamente simétricos, e ndo apenas do atomo de

RUE)
(b) E=0,97V;

E<V,
Penetragao da Regiao
Classicamente Proibida

Figura 2: Penetracdo da regido classicamente proibida no potencial degrau para energias (a) £ = 0,67 Vy e (b) E = 0,97 Vi. Note
que na situacdo (a) a penetragdo é menor que no caso (b), onde a energia da particula se aproxima de Vj.
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hidrogénio. O que é particular do 4tomo de hidrogénio é
que as autoenergias ndo dependem do nimero quantico
¢, particularidade do potencial de Coulomb proporcional
al/r.

O procedimento de separagdo de varidveis também
fornece uma equacgio para as fungoes radiais Ry¢(r) [1],

ii Qang(T)
r2 dr "

dr

+ 21 [Enl = V(r)— 12((71——;1)

o } Ro(r)=0. (18)

Em seguida, fazemos a transformacdo de variaveis

Une (1) = rRye(r), comumente chamada de fungao radial

reduzida, obtendo a equacao diferencial

2

+ [V(r) + %} Une(T) = Epptine(r).
(19)

Para fazer a conexdo com o caso unidimensional, iden-

tificamos o termo entre colchetes como um potencial

efetivo,

B h? d*upe(r)
2 dr?

R0+ 1)

Verlr) = V() + 7

(20)
O segundo termo do lado direito da equacdo existe
para qualquer ¢ # 0, é repulsivo, depende do momento
angular e aumenta rapidamente préximo da origem,
logo recebe o nome de barreira centrifuga. Uma situa-
¢do similar ocorre na Mecénica Clédssica em potenciais
centrais [8].

Portanto, mesmo se tratando de duas particulas, te-
mos uma equacao de Schrodinger unidimensional para a
funcao une(r), a qual pode ser resolvida com os métodos
desenvolvidos neste artigo. Ressaltamos que apés obter
as solugdes numéricas para une(r), ainda é necessirio
dividi-las por r para obter as solugoes radiais, dado que
Une(T) = rRyp(r).

2.6. Solugoes reais ou complexas?

Ao encontrar solugbes analiticas, empregar fungoes reais
ou complexas é meramente uma questao de conveniéncia.
Por exemplo, se vamos escolher utilizar cos(kx) e sin(kzx)
ou exp(+tikz) vai depender do nosso sistema de coorde-
nadas, potencial e condi¢des de contorno do problema.
Para esse exemplo especifico, sabemos que as duas bases
sdo intercambiaveis se usarmos as relagoes:
eikm 4 efik:r

cos(kz) = —

eikx _ e—ikx
sin(kr) = ————. (21)
24
A situacdo ndo é tdo simples se considerarmos uma
abordagem numérica. Elaborar um cédigo com quanti-
dades complexas, apesar de possivel, tem dificuldades
associadas. Nao sao todas linguagens que possuem su-

porte nativo a varidveis complexas, logo o usuério precisa

DOI: https://doi.org/10.1590/1806-9126-RBEF-2024-0300

€20240300-5

implementar as funcionalidades nao existentes. Mesmo
se todas operagbes necessarias estiverem disponiveis,
temos que tomar cuidado com operagoes que requerem
o complexo conjugado da quantidade. Em muitos casos,
é mais conveniente separar a parte real e imagindria da
solucgdo e escrever duas equagoes a serem resolvidas, cada
uma apenas com quantidades reais.

Por esses motivos, sempre que possivel, gostarfamos
de trabalhar apenas com solugoes reais no nosso cédigo.
A pergunta que aparece é se ao considerarmos apenas
solugoes reais estamos perdendo generalidade.

Suponha que encontramos uma solucao ¢ da equacéo
de Schrodinger independente do tempo, equagdo (1).
Sabemos que ¢* também é solugdo dessa equacdo.
Pela propriedade de linearidade, combinagbes lineares
de solugoes também sao solugbes. Assim, vamos compor
duas combinagoes:

¢1 = ¢+ 0%,
p2 = i(¢—¢7). (22)

As solugbes ¢ e ¢o sdo reais e satisfazem a equa-
¢ao (1). Logo, dada uma solugdo complexa da equacao
de Schrodinger independente do tempo, sempre podemos
construir duas solugbes reais (claro que se ¢ ja era
puramente real, ¢2 = 0). A conclusdo é que felizmente
podemos trabalhar apenas com varidveis reais no nosso
programa e nao estamos deixando de encontrar solugoes
da equagao.

2.7. Adimensionalizagao

A equagdo de Schrodinger depende da constante redu-
zida de Planck i ~ 1073 Js e da massa da particula
(para um elétron, por exemplo, é da ordem de 103! kg).
Esses valores sao muito pequenos quando comparados
com os que lidamos no dia-a-dia. Isso nao interfere no
trabalho analitico, onde os valores numéricos sao substi-
tuidos apenas na tltima etapa dos calculos. Todavia, nas
simulagdes numéricas precisamos empregar esses valores
desde o primeiro momento. Contudo, a representacao
de numeros reais no computador é uma aproximagcao,
que depende de uma precisao fixada previamente pelo
ntimero de bits [9, 10]. Devido a isso, a representagio de
nimeros reais em uma maquina tem uma precisdo finita.
Portanto, é uma tarefa dificil representar quantidades
tdo pequenas no computador. Mais ainda, realizar um
numero muito grande de operagées com nimeros peque-
nos faz com que os erros de truncamento se acumulem.

Logo, é 1util abandonar as unidades, transformando
todas as grandezas do problema em adimensionais, e
recuperar as dimensoes fisicas apds termos obtido a
solugao do problema. Para isso, escolnemos uma gran-
deza de interesse, como por exemplo um comprimento
caracteristico do sistema ¢, e reescalamos todas as
distancias:

i=a/l. (23)
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Nessa se¢ao utilizaremos o simbolo ~ para denotar
quantidades adimensionais. Aplicando essa mudanca de
escala na equagao de Schrodinger, equagao (1), aparece
a seguinte combinagdo de unidades:

h? d? h? d?
——— = — | = (24)
m dx? me? ) di?

O termo em parénteses tem dimensao de energia, logo

é¢ um candidato para reescalar todas grandezas com
unidade de energia,

= B/e,
= V/e, (25)

<t &

onde € = h?/(mf?).
Aplicando as equagoes (23) e (25) em (1) temos:

LEOD | vmam = BhE). (26

2 di2

onde ¢ = (Y/2¢. A equacdo (26) é a que queremos
resolver numericamente, visto que ela nao contém, a
principio, niimeros muito grandes ou pequenos.

Comparando a equaciao (1) e (26) vemos que poderfa-
mos ter adotado o conhecido “A = m = 1” e obteriamos o
mesmo resultado. A vantagem dessa abordagem passo-
a-passo é que as equagOes (23) e (25) deixam claro o
que deve ser feito para recuperar as dimensoes ao final
da simulagdo. Note que dessa maneira, podemos utilizar
a mesma simulacdo para obter resultados em regimes
diferentes, de escalas de energia e comprimento, apenas
alterando £ e e.

Para evitar uma notacao muito carregada, abandona-
mos os simbolos de”daqui para frente, deixando implicito
que todas equacOes sdo adimensionais. A excegdo é a
secao 6, onde recuperamos as unidades fisicas explicita-
mente para obter a energia do atomo de Hélio.

2.8. Discretizacao

Em calculos analiticos estamos acostumados com um
continuo de posi¢oes. Embora existam métodos numé-
ricos que usem essa base, como o método variacional de
Monte Carlo que veremos na sec¢ao 6, muitas abordagens
discretizam o espaco, segoes 3 a b.

Ao invés de encontrar uma solu¢ido para um continuo
de posicoes de x = 0 até x = L, estamos interessados
na fun¢do de onda apenas em um conjunto discreto de
pontos:

x; =1 Ax, Az =L/N, 1=0,1,...,N. (27)
Logo, resolver o problema corresponde a encontrar os
valores de #(x;) = ; para os N + 1 pontos do
intervalo. Computar o potencial nesses pontos é ime-
diato, V(z;) = V;, porém derivadas da fun¢do de onda
requerem mais trabalho.
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Para isso, escrevemos a série de Taylor da funcao de
onda ao redor do ponto x;41,

Vip1 =Y + U Az + %1/’;' (Az?), (28)

e do ponto z;_1,
1
Vi1 = — ) Az + iw (Az)?. (29)

Subtraindo a equagdo (29) da (28) obtemos a discretiza-
¢do simétrica da primeira derivada [4, 11],

/ o i =i

+0[(Az)?]. (30)
Essa equacgao supoe que sabemos o valor da funcao de
onda no ponto a esquerda (¢;—1) e a direita (w;11).
No entanto, existem situacdes em que temos apenas o
valor para um dos vizinhos. Logo, podemos utilizar as
equagdes (28) e (29), menos precisas que a (30), para
obter:

Wiyl — U

vl = B of(aa), (31)
P e
v = B0 L oja). (32)

Somando as equagoes (29) e (28) obtemos a discreti-
zacdo simétrica da segunda derivada [4],

" o ¢¢+1 - 21/)2' + %71

+O[(Az)?]. (33)

Substituindo a equagdo (33) em (26), obtemos uma
equagao de Schrodinger discretizada para o ponto z;,

L i — 2 b
2 (Az)?

~ (E = Vi)ii. (34)

Isolando t;41, temos
Pip1 = 2p; — i1 — 2(Az)*(E — Vi, (35)

onde o simbolo ~ nos lembra que esse nao é um resultado
exato, mas sim uma aproximacgao sujeita a precisao da
expressao que utilizamos para a derivada segunda. No
restante do texto, apesar de nao usarmos o simbolo por
simplicidade, sabemos que temos uma situagao similar
se alguma discretizacdo de derivada esta envolvida. Se
soubermos a func¢ao de onda em dois pontos consecutivos
(-1 e ¥;), podemos utilizar a equagao (35) para obter
o ponto seguinte (¢;+1). Repetindo o procedimento,
podemos obter todos os 1; do intervalo de interesse.
A equacao (35) nao é a tnica op¢ao para obtermos os
valores de 1; dados dois valores consecutivos da funcao
de onda; um procedimento andlogo pode ser feito com
o método de Numerov [12]. Equagdes do tipo da equa-
¢do (35) sdo conhecidas como algoritmos integradores,
pois se “integrarmos” uma equacao diferencial obtemos
a sua solucgao.
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Temos duas dificuldades para a aplicacdo imediata
dessa equacao. Primeiramente, devemos saber o valor da
funcdo de onda em dois pontos consecutivos. Segundo,
a equacao de Schrodinger é uma equacao de autovalor-
autovetor, portanto a energia FE também precisa ser
determinada. Os métodos das se¢oes 3 a 5 se baseiam na
equagdo (35) e resolvem essas dificuldades apresentadas.

3. O Método da Tentativa

Iniciamos agora o estudo dos métodos numéricos para
a obtencao dos autoestados de sistemas quanticos liga-
dos. Nosso interesse serd voltado exclusivamente para
potenciais que confinam a particula em uma regido
finita do espago. Em problemas desse tipo precisamos
obter ao mesmo tempo a energia F, e sua autofuncio
1 (x) associada. Como precisamos buscar essas duas
incognitas simultaneamente, muitos métodos propoem
uma forma de teste, onde escolhemos uma energia e
verificamos se a autofuncdo correspondente satisfaz os
requisitos da secao 2.2.

A primeira abordagem que vamos apresentar neste
trabalho recebe o nome de método da tentativa, e se
aplica para potenciais pares. Como visto na secao 2.3,
nessa situagdo as autofungdes serao obrigatoriamente
pares ou {mpares. Assim, vamos utilizar a equacio (35) e
buscar por fung¢bes que possuem paridade bem definida,
pois sabemos que essa é uma consequéncia da teoria.

Primeiramente, precisamos do valor da fun¢ao de onda
em dois pontos consecutivos para utilizar a equagao (35),
e para isso vamos utilizar o fato das autofungbes serem
pares ou impares. Como vimos na segdo 2.3, essas
fungdes possuem um comportamento bem definido no
ponto de simetria (no caso, x = 0) dado por

constante  (fungGes pares),
¥(0) = - (36)
0 (fungdes fmpares),
conforme ilustrado na Figura 1. J4 a derivada primeira
nas proximidades do ponto de simetria implica em

2(0) = 0 (fun(;(:)es Pares), (37)
constante  (fungdes impares).

O fato de termos duas constantes indeterminadas
nas equagoes (36) e (37) pode parecer um problema a
principio. No entanto, podemos usar a propriedade de
linearidade da equacao de Schrédinger: se encontramos
uma solucao, entdo uma constante vezes essa solugao
também resolve a equacdo. Podemos tomar valores
arbitrarios para essas duas contantes indeterminadas e,
apés obter a solugdo, normalizamos a funcao de onda de
acordo com a equagao (4).

Assim, as equagoes (36) e (37) podem ser utilizadas
para iniciar a autofuncdo em dois pontos da nossa
simulacao,

Yo=1e1; =1 (funcoes pares),
1o =0 e 1 =1 (funcdes impares). (38)
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A substituicao desses valores na equagédo (31) mostra que
a derivada primeira obedece a equagdo (37).

Podemos novamente fazer uso da simetria do sistema,
encontrando a solugdo em apenas em metade do espaco.
Se estivermos interessados no intervalo —L < =z < L,
podemos encontrar a solugdo apenas naregiao0 < z < L
(ou —L < z £ 0). Uma vez obtida a autofuncao em uma
metade do intervalo, podemos encontrar a autofuncao
completa utilizando a equacdo (13). Isso é util pois
iniciamos a autofuncdo no ponto de simetria (z = 0),
além de ser um algoritmo mais eficiente.

Ao mesmo tempo que buscamos a autofuncao, tam-
bém temos que encontrar a autoenergia. Até agora
discutimos apenas como inicializar a autofuncao no
espago. Todavia, para utilizar a equacao (35), precisamos
também de um valor para E. Como nao conhecemos
as autoenergias de antemao, vamos encontri-las por
tentativa e erro. Comecamos com um valor £ de nossa
escolha e utilizamos a equagao (35) para encontrar todos
{t;}. Se E nédo corresponder a nenhuma autoenergia
do sistema, entdao as condigoes da secdo 2.2 nao serdo
satisfeitas.

Em particular, como estamos interessados em poten-
ciais confinantes, teremos regices em que E < V(z),
ou seja, regioes classicamente proibidas. Como vimos
na secao 2.4, e ilustrado na Figura 2, os sistemas
quanticos sao capazes de adentrar essas regides, porém
as autofungoes decrescem exponencialmente nelas. Essa
caracteristica, contudo, somente vai ocorrer para as
autoenergias F, do sistema. Para energias diferentes, a
funcdo de onda diverge na regido classicamente proibida,
como mostra a Figura 3.

Este comportamento da divergéncia para as regioes
|z| > L é o ponto-chave para a determinagdo da energia
no método da tentativa. Como o sinal da divergéncia
muda quando passamos de F < Egy para E > Ej,
temos como nos aproximar iterativamente do valor de
Ey utilizando um analogo do método da bissegao [10].

Comecamos com um valor tentativa da energia Fr,
obtemos a fungdo de onda utilizando a equagdo (35)
e salvamos o sinal da divergéncia na regido proibida
(400 ou —o0). Realizamos um incremento na energia,
Er < Er + dFE e repetimos o processo até o sinal
da divergéncia mudar entre duas iteragoes consecutivas,
indicando que a energia Fjy esta entre as duas energias
empregadas. Nesse momento, poderiamos parar o nosso
algoritmo e teriamos uma estimativa para Fy com erro
de dE. No entanto, podemos obter um valor mais preciso
com uma simples modificagdo. Quando o sinal da diver-
géncia mudar, fazemos dF < —dE/2, ou seja, ao invés
de aumentar a energia tentativa devemos diminui-la, e o
fator 1/2 é para centrarmos a nova tentativa entre os dois
altimos valores da energia empregados. Repetimos esse
processo até que dF seja tao pequeno quanto desejarmos,
momento em que teremos encontrado a solu¢do numérica
do problema. Uma vez que obtivermos a energia correta,
basta normalizar a autofungao utilizando a equagao (4)
para obtermos o estado fisico.
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'U/'E>E”(?l7)
(a) E > Ey
E<V(x)

)
Classicamente
Proibida

0
Classicamente
Proibida

I 'U/'E<En('17)

(b) E < Ey

Figura 3: Representac3o esquematica da func3o de onda obtida
com a equac3o (35) quando a energia E difere da energia Fo
do estado fundamental do sistema. Na figura (a) temos uma
energia maior que a verdadeira (E > FEp), e vemos que a
funcdo de onda diverge para o infinito negativo, enquanto em
(b) temos uma energia menor que a verdadeira (E < Ej) e
vemos a divergéncia para o infinito positivo. Logo, o sinal da
divergéncia muda quando passamos pela energia verdadeira.

Podemos resumir o algoritmo do método da tentativa
da seguinte maneira:

1. Escolha L que determina o intervalo de integragao
0 < z < L, o numero de pontos N para a sua
discretizagdo (ou equivalentemente o espagamento
Az entre os pontos) e uma tolerancia ¢ para o valor
da energia.

2. Escolha os valores iniciais da energia tentativa Ep
e incremento dF.

3. Escolha a paridade da autofuncéo, e inicie a fungao
de onda (1o e 1) usando a equagdo (38).

4. Vamos utilizar a varidvel ultima_div para salvar
o sinal da divergéncia no passo anterior. Para o
primeiro passo, podemos tomar ultima_div como
sendo positiva se dE > 0.

5. Utilize a equacdo (35) e o valor atual de Ep
para obter todos os {#;} no intervalo escolhido.
Na regiao proibida a fungdao de onda vai divergir.
Salve o sinal dessa divergéncia em uma varidvel
nova_div.

6. Analise se a divergéncia mudou de diregdo:
(a) Se (ultima_div)X(nova_div)> 0, a diver-

géncia nao mudou de sinal. Nao altere dFE.
Faca nova_div¢— ultima_div.
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(b) Se (ultima_div)x(nova_div)< 0, a diver-
géncia mudou de sinal, ou seja, passamos
pela energia verdadeira. Tome dFE « —dE /2
e nova_div<¢— ultima_div.

7. Compare dE e a tolerancia e:

(a) Se |dE| < €, obtivemos a energia verdadeira
dentro da precisao escolhida. Utilize a equa-
¢do (13) para obter a autofuncao no intervalo
completo —L < x < L. Normalize a solugao
encontrada de acordo com a equagdo (4).

(b) Caso contrério, tome Ep < Ep+dE e retorne
a0 passo d.

Vamos exemplificar o método aplicando-o a potenciais
que possuem solucao analitica. Isso nos permitira testar
a implementacao do cédigo e a sua precisao.

3.1. Poco infinito

Consideremos o po¢o como primeiro exemplo. Nas uni-
dades da secdo 2.7 [{ = L e ¢ = h?/(mL?)], podemos
escrever:

V() 0 se —1<x<1, (39)
xTr) =
Vo caso contrario.

Esse potencial é par com relagio a =z = 0 [V(z) =
V(—=z)], logo vamos resolver o problema com relagio
a esse ponto. Chamamos de pogo infinito o caso em
que Vo — oo, porém o método do chute também
funciona para valores finitos de Vj. Como precisamos
analisar a divergéncia da fungdo de onda na regido
classicamente proibida (fora do pogo), escolhemos o
intervalo de integracao ligeiramente maior que o poco,
0 < z < 1,01. A solucdo analitica deste problema é
conhecida [4], sendo as autofungdes dadas por:

o (z) = cos(nmx/2) comn=1,35,..., (40)

sin(nmx/2) com n=2,4,6,...,
e as autoenergias,
E, =n’n?/8. (41)

Ao desenvolver programas que buscam solug¢bes nu-
méricas é desejavel, sempre que possivel, comparar os
resultados com problemas de solucao analitica conhe-
cida. Isso permite verificar se o programa estd correto
e também fica evidente a precisdo da técnica. Assim,
vamos aplicar o método da tentativa ao pogo infinito. Os
resultados obtidos para as energias dos cinco primeiros
estados ligados do sistema estdo expostos na Tabela 1.

Vemos que os valores obtidos numericamente para a
energia EN"™ concordam bem com os valores tedricos
ETe da equacio (41). No entanto, as divergéncias
tendem a aumentar para os estados excitados. Isso se
deve principalmente ao espacamento finito Az, o qual
vai fornecer solu¢bes menos precisas quao maior for o
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Tabela 1: Energia do estado fundamental e dos quatro primeiros
estados excitados do poco infinito obtidos através do método
da tentativa. Foram utilizados 10000 pontos na discretizacao
do intervalo 0 < z < 1. A integracdo foi feita até o limite
|dE| < 0,001. O poco infinito foi simulado utilizando-se V =
1x10°. Comparamos os valores obtidos com os valores teéricos
da equacio (40).

n ENum ETeo |ETeo _ ENuml
1 1,23379 1,23370 0,00009
24,9350 4,9348 0,0002
3 11,105 11,103 0,002
4 19,740 19,739 0,001
5 30,845 30,843 0,002
1,5
N = | —
N = 2 —
T = 3 s—
1,0 pom
0,5 /'/ //
’I 7
= 0,0 ¢ =
‘\\\ Ir '/'
‘\\ , II
—0,5 % " /
Y / /
\\ \\ // /

-1,0 —0,5 0,0 0,5 1,0

Figura 4: Autofuncdes do estado fundamental e dos dois
primeiros estados excitados do poco infinito obtidos através
do método da tentativa. A solucdo foi obtida na regido de
integracdo, 0 < = < 1, e é representada por linhas cheias.
Na regido —1 < z < 0, ou seja, x — —x, obtemos a solucao
através da simetria de paridade, equagdo (13), representadas
pelas linhas pontilhadas.

numero de nés nas autofungoes, e ao fato do pogo nao
ser de fato finito (nas solugdes da tabela 1 utilizamos
Vo = 1 x 10'9), sendo uma representagio do modelo
tedrico no computador.

As autofuncgoes dos trés primeiros estados sd@o apresen-
tadas na Figura 4. O nimero de nés aumenta conforme
incrementamos o ndimero quantico n, como esperado.
Além disso, vemos que as autofun¢des numeéricas con-
cordam com as teéricas da equagao (40), com o estado
fundamental sendo uma funcdo cosseno, e o primeiro
estado excitado uma funcao seno.

3.2. Oscilador Harmonico

Em seguida, aplicamos o método da tentativa para o
oscilador harménico,

V(z) = = 2% (42)
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10

H,(x)

—10

—20

Figura 5: Representacdo dos cinco primeiros polindmios de
Hermite.

As solugdes analiticas para os autoestados e autoenergias
sdo dadas por [7]

n = 07 1? 9
1
onde adimensionalizamos o problema utilizando ¢ =
[A/(mw)]*/? e ¢ = hw, como descrito na segio 2.7.

As solugoes analiticas dependem de fungoes especi-
ais (polinémios de Hermite, H,(z), representados na
Figura 5 [7]), e a interpretacdo das expressoes analiticas
requer familiaridade com os H,(z). Todavia, podemos
aplicar a mesma metodologia da secdo anterior para
resolver o problema numericamente.

Para utilizar a equacdo (35), vamos novamente nos
valer da simetria do potencial com relacao a =z = 0.
Queremos as solugoes do sistema no intervalo —L <
r < L, com L definido pelo usuario do programa.
Contudo, temos uma situacao diferente do pocgo infinito,
equacio (39), em que o potencial é infinito para z > 1 ou
x < —1. No caso do oscilador harménico, equacao (42),
vemos que o potencial é finito em todo intervalo de
interesse (com o valor maximo de L?/2 para x = +L).
Um potencial infinito ndo permite a penetracao da
regiao classicamente proibida, com o autoestado tendo
que se anular imediatamente nos pontos x = 1 ou
x = —1, como vemos na Figura (4). O fato do poten-
cial harmonico ser finito permite que haja penetracao
da regiao classicamente proibida. Assim, a escolha do
intervalo relacionado a L é importante se queremos
observar o autoestado se anular para grandes |z|, pois
valores pequenos de L podem néo ser suficientes (ver
Figura 2). Temos que escolher um L suficientemente
grande para que a penetracao da regiao proibida ocorra
e a autofung@o decresga exponencialmente até valores
negligenciaveis, supondo que empregamos a autoenergia
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Tabela 2: Energia do estado fundamental e dos quatro primeiros
estados excitados do oscilador harménico obtidos através do
método da tentativa. Foram utilizados 10000 pontos na dis-
cretizacdo e L = 5. Foi considerado o critério de convergéncia
|dE| < 0,00001. Comparamos os resultados numéricos com os
valores analiticos, equacdo (43).

n ENum ETeo |E2um . E:Leo|
0 0,5001 0,5000 0,0001
1 1,500006 1,500000 0,000005
2 2,5003 2,5000 0,003
3 3,500006  3,500000 0,000006
4 4,5005 4,5000 0,0005
1.0
71 = () e—
N= | —
n=2 7
0.5 /!
U
/
4
'I
— '1'
= 0.0 femmzz”
=5 ~
AN !
\\ ;
\\ N
\Y
0.5 \\-I,/
1.0

Figura 6: Autofuncdes do oscilador harménico obtidas numeri-
camente com o método da tentativa: o estado fundamental e
os dois primeiros estados excitados. As solucdes foram obtidas
na regido 0 < = < 5, e sdo representadas por linhas cheias.
Na regido —5 < = < 0 construimos as solucdes através da
equagdo (13), representadas pelas linhas pontilhadas.

correta. Para os primeiros autoestados verificamos que
L =5 é suficiente para que isso ocorra.

Apresentamos as energias obtidas na Tabela 2, e as
autofungdes correspondentes na Figura 6. Novamente,
temos uma boa concordancia com os resultados analiti-
cos, equacao (43). As autofungoes da Figura 6 corres-
pondem ao resultado esperado: polinémios de Hermite
(Figura 5) modulados por uma gaussiana.

4. O Método do Encontro

O método da segao anterior se aplica a potenciais com
paridade bem definida. Todavia, existem potenciais de
interesse sem essa propriedade, com um método mais ge-
ral se fazendo necessario. Nessa se¢cao descrevemos uma
abordagem para potenciais unidimensionais quaisquer, a
qual é chamada de método do encontro [4, 13].

Para tratar o problema devemos considerar proprie-
dades gerais que as autofungdes respeitam (vistas na
sec¢do 2.2): continuidade da autofungéo e de sua derivada
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primeira e ser de quadrado integravel. A ltima implica
que a autofungdo deve se anular nos extremos do inter-
valo. Mais especificamente, como focamos em potenciais
confinantes, sabemos da secdo 2.4 que as autofuncgoes
decrescem exponencialmente na regiao classicamente
proibida, sendo essencialmente nulas apés determinado
ponto.

Diferentemente da sec¢do 3, em geral, ndo teremos po-
tenciais com paridade bem definida e a equagdo (13) ndo
serd valida. Isso ndo significa que o método do encontro
falha para potenciais com paridade bem definida, apenas
que estamos desenvolvendo um método que se aplica a
uma classe mais geral de potenciais. Logo, ndo ha um
ponto privilegiado do espaco, que na secao anterior era
o ponto x = 0, e devemos buscar um novo modo de
iniciar as autofungoes.

O médulo quadrado da fungao de onda estéa relacio-
nado com a densidade de probabilidade de encontrar a
particula ao redor de uma posigao. Logo, esperamos que
|¢(x)|? seja aprecidvel préximo ao minimo do potencial,
e que conforme nos afastamos desse minimo a fungao
de onda decresga até se anular para distdncias muito
grandes.

Um modo de inicializar as autofunc¢des abrindo mao
da paridade e garantindo que essas sejam de quadrado
integravel é forcando-as a se anularem na regiao classica-
mente proibida. Para isso, podemos inciar ¥; = 0 em um
ponto da regido classicamente proibida (de preferéncia
longe da regido permitida), o que impede que ela seja
divergente nessa regido, como era o caso da Figura 3.
Alocamos um valor pequeno 1, = =h para a sua
derivada, garantindo que a autofuncdo cresga quando
nos aproximamos da regiao de interesse, a regiao clas-
sicamente permitida. Dessa forma, a autofungao possui
um valor ndo-nulo na regiao de relevante e decresce fora
dessa, se anulando nos extremos do intervalo.

Essa prescricao vale para pontos a direita e a esquerda
da regido de interesse. Assim, no método do encontro,
consideramos duas fungdes de onda 1. () e g(z). Inicia-
mos 1. (x) a esquerda da regido classicamente permitida,
com uma derivada pequena e positiva, para que . (x)
seja crescente conforme adentramos a regido permitida.
Do mesmo modo, ¢4(x) é iniciada & direita com derivada
pequena e negativa, para que seja decrescente conforme
nos afastamos da regiao permitida.

Estamos interessados no caso em que ambas fungoes
coincidem e correspondem a autofungdo verdadeira.
Assim como na se¢do anterior, ndo sabemos a priori a
autoenergia que devemos empregar no algoritmo para
o calculo da autofuncdo. Assim, quando integramos
e (x) para valores crescentes de = (“da esquerda para
direita”) passamos pela regido permitida classicamente
e adentramos novamente na regiao proibida, onde a
funcdo de onda diverge para energias diferentes das
autoenergias, conforme discutido na se¢do 3. O mesmo
acontece para t4(xz) quando integramos para valores
decrescentes de x (“da direita para esquerda”). Podemos
contornar o problema da divergéncia escolhendo um
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ponto de encontro x,, em que fazemos as duas fungoes
se encontrarem. Assim, a solucdo ¥(z) do sistema é
construida a partir das duas fungoes:

2 = Ye(x) ze <z
¥(z) {¢d(x) T < T

o (44)

Escolhendo uma energia arbitraria para comecar o
algoritmo, e utilizando as consideragoes acima para a
inicializagdo das fungoes de onda, podemos obter ()
através da equagdo (35). Para 14, precisamos “integrar
da direita para a esquerda”, ou seja,

Yic1 = 20 — Piy1 — 2(Az)*(E — V). (45)

Muito provavelmente as duas fungoes de onda terdo
valores diferentes em x,,, como ilustrado na Figura 7.
Estamos interessados em normalizar o autoestado so-
mente ao final do procedimento, logo temos liberdade
para multiplicar solugoes da equagao de Schrédinger por
constantes, afinal elas também sao solugoes. Assim, para

Tm

L 2

W

w

Figura 7: llustracdo da aplicacdo do método do encontro
ao oscilador harménico, com z,, = —1. As funcdes t.(z)
e q(z) (curvas continuas), obtidas com as equacdes (35)
e (45), diferem no ponto de encontro .. Aproveitamos a
linearidade da equacdo de Schrédinger para construir a solucdo
Va(Tm ) e () /1pe(zm) (curva pontilhada) a qual, por constru-
¢30, coincide com ¥q(zm) no ponto de encontro. Para energias
menores (a) ou maiores (b) que Ep, a derivada n3o é continua
em z,,, enquanto que uma derivada continua (c) indica que
encontramos uma autoenergia do sistema.
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garantir a continuidade da autofuncéo, podemos reesca-
lar uma das fungoes para que os valores se igualem em
ZTp,- Na Figura 7, mostramos o resultado de multiplicar
Ve(@) Por Ya(zm)/te(Tm).

Temos também que garantir a continuidade da deri-
vada primeira de 1(z). Por construgao, o tnico ponto
em que essa pode ser descontinua é no ponto de en-
contro. Esse é o cerne do método do encontro: ¥’ (z) s6
serd continua para as autoenergias do sistema. Assim,
podemos variar a energia empregada nas equagoes (35)
e (45) até encontrar um valor que faca 9'(x,,) ser
continua. Comparamos as inclina¢ées das fungdes de
onda no ponto de encontro x,, e quando a diferenca
entre as duas for menor que uma tolerdncia de nossa
escolha, teremos obtido uma solugdao. Para comparar as
inclinagoes, consideramos a diferenca entre as derivadas
no ponto de encontro. Assim como na se¢do anterior,
quando essa mudar de sinal teremos passado pelo valor
da energia verdadeira.

Com isso, podemos resumir o algoritmo do método do
encontro como:

1. Escolha os dois limites do intervalo, pontos z.
(limite esquerdo) e x4 (limite direito), o ndmero
de pontos N para a discretizacdo (ou equivalen-
temente o espacamento Az entre os pontos), o
ponto de encontro x,, e uma tolerdncia ¢ para a
descontinuidade da derivada.

2. Escolha os valores iniciais da energia tentativa Er
e incremento dFE.

3. Inicie as duas fungdes de onda () e q(z):

Ye(w) : Yo=0 e Y = Az, (46)
Ya(z) : Yn_1=Ar ey =0.
Ao invés de Az, pode-se usar outra quantidade

pequena.

4. Vamos utilizar a varidvel ultima_dif para salvar
o sinal da diferenca entre as derivadas. Para o
primeiro passo, podemos tomar ultima_dif como
sendo positiva se dE > 0.

5. Utilize a equagdo (35) para obter ¢.(z) e a equa-
¢do (45) para ¥g(x).

6. Multiplique toda a funcao v¢.(z) pelo nimero
Va(@m)/e(Tm)-

7. Utilize a equagdo (30) para calcular as duas deri-
vadas ¢, (xm) e Y (zn), e calcule a diferenca entre
elas A = ¢, (z,,) — ¥} (zm). Salve o sinal de A em
nova_dif.

8. Caso o mddulo da diferenca seja menor que a
tolerdncia, |A| < €, encontramos a energia correta
dentro da precisdo especificada. Escreva a auto-
funcao 1 (z) do sistema seguindo a equacido (44) e
normalize-a usando a equagdo (4).

9. Analise se a diferenga mudou de sinal:

(a) Se (ultima_dif)x(nova_dif)> 0, a dife-
renca nao mudou de sinal. Nao altere dFE.
Faca nova_dif< ultima_dif.
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(b) Se (ultima_dif)x(nova_dif)< 0, a dife-
renca mudou de sinal, ou seja, passamos
pela energia verdadeira. Tome dE + —dFE/2
enova_dif<+ ultima_dif.

10. Tome Er < E7 + dFE e volte ao passo 5.

Para exemplificar, vamos considerar o potencial de
Lennard-Jones [4],

v=1a[@)- @]

ilustrado na Figura 8. Apesar de ser empregado em va-
rias dreas da Fisica e Quimica, esse potencial nao possui
solucao analitica. Seguindo a prescri¢ao da se¢ao 2.7 para
tornar o problema adimensional, consideramos & = x/o
e E = Emo?/h?. A profundidade o do potencial deter-
mina o nimero de estados ligados existentes, ou seja,
potenciais “rasos” possuem menos estados ligados. Isso
ocorre pois os niveis de energia possuem um espagamento
entre si. Logo, caso o potencial nao seja profundo o
suficiente, esse espacamento pode nao ser possivel, nao
havendo estados excitados ou mesmo estados ligados.
Assim, escolhemos a = amo?/h? = 200 para garantir
que tenhamos um potencial “profundo” o suficiente para
a existéncia de estados excitados. E importante ressaltar
que estados de espalhamento existem para qualquer
profundidade do potencial, mas o nosso foco nesse artigo
é exclusivamente lidar com estados ligados.

Em seguida temos que escolher o ponto de encontro
T, O qual possui interferéncia direta no resultado
obtido. E conveniente escolher um ponto dentro da
regido classicamente permitida, onde as duas funcoes
de onda possuem um valor relativamente grande, o que
vai garantir maior precisao no calculo da diferenca das

200

150

100

Vij(z)

—150 ¢

—200

=

xr=ag2"

—250

0.80 1.00 1.20 1.40 1.60 1.80 2.00

o

Figura 8: O potencial de Lennard-Jones para o = 1 e o = 200.
Ele possui uma forte repulsdo a curtas distadncias e uma fraca
atracdo para grandes valores de x. Sua profundidade é dada por
—a e seu minimo é em 2/%5. A linha azul em Tm indica o
ponto de encontro adotado no algoritmo.
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Tabela 3: Energias obtidas para os cinco estados ligados obtidos
do potencial de Lennard-Jones com o método do encontro.
Integramos o sistema no intervalo z. = 0,5 < x < x4 = 5,5.
Foi escolhido @ = 200, z,, = 1,4 e foram utilizados 10000
pontos na integracdo numérica. A diferenca minima entre as
derivadas (critério de parada do método) foi escolhida como
A=1x10"°

En
—150,642
77,210
—32,004
—8,865
—0,836

CUs W N =S

1,0 1.5 2,0 2,0

Figura 9: AutofuncBes dos trés primeiros estados ligados do
potencial de Lennard-Jones obtidos com o método do encontro.
As linhas cheias denotam () e as linhas pontilhadas 14(x).
Elas se encontram em z,, para formar a solucdo no intervalo
inteiro. Note que para a energia correta temos uma autofuncdo
¥n(z) continua, e 0 mesmo para sua derivada.

derivadas. E por esse motivo que ndo tomamos x,
préximo a x. ou x4, situacao na qual seria necessario um
maior nimero de pontos na integragao da equacao (35).

Esperamos que a fungdo de onda seja apreciavel
proximo ao minimo do potencial. Inspecao da Figura 8
mostra que a escolha x,, = 1,40 é razodvel. Assim,
somos capazes de obter cinco estados ligados, cujas
energias sao listadas na Tabela 3. Nossos resultados mos-
tram o comportamento esperado: quanto mais excitado o
estado, maior sua energia. As trés primeiras autofunc¢oes
encontram-se na Figura 9 e também apresentam o
comportamento esperado, com um aumento do nimero
de nos para estados excitados.

5. Uma Abordagem Matricial

Os métodos das secOes anteriores abordam a equacéo
de Schrédinger sob a perspectiva da solugdo numérica
de equacgoes diferenciais. Contudo, a equacao (7) é
uma equagao de autovalor-autovetor e podemos utilizar
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esse fato para obter a solucdo do sistema. Para isso,
consideremos a equagio (34) e a discretizagdo do espago
em N + 2 pontos {xg,z1,Z2,...,TN,TN+1} igualmente
espacados de Axz. Podemos escrever um sistema de N
equacoes:

L [ 2 — 291 + 1o B
) {W} + Viyy = Eiy,
1 [ th3 — 20hg + 1 .
3 {W} + Vatpy = Eo,
1 YNy — 29N + YN _
~3 { (Bn)? } +VNnn = EYn.  (48)

A razao pela qual ndo podemos escrever as equagoes para
os pontos ¢ = 0 e N + 1 é porque elas iriam depender
de i = —1 e i = N + 2, respectivamente, os quais estao
fora do intervalo considerado. Resolvemos esse problema,
tomando as condigbes de contorno g = Y41 = 0, ou
seja, a funcao de onda se anula nos extremos do intervalo.

Aplicando as condi¢oes de contorno no sistema de
equagoes (48), podemos colocar o problema na forma
matricial

Hip = Enp, (49)

onde ¥ = (Y1,%2,...,9%n)T é o vetor coluna que
representa a autofungao e

H, -1 0 0 0 ... 0

-1 Hy, =1 0 0 ... 0

_ 1 0 -1 Hy -1 0 ... 0
2(Ax)? | . . . S -

0O 0 0O 0 0 ... Hn

(50)
é a matriz que representa o operador Hamiltoniano do
sistema, com H; = 2 4 2(Az)? V;.

Diagonalizando a matriz da equagdo (50) resolvemos o
problema de autovalor-autovetor diretamente. Uma das
grandes vantagens desse método é que ele se aplica para
um potencial geral. As tnicas escolhas necessédrias séo
o intervalo de interesse da autofun¢do, compativel com
as condicoes de contorno ¢y = ¥ny+1 = 0, e 0 nimero
de pontos em que o intervalo sera particionado. Fixados
esses parametros, aplicamos um método de diagonaliza-
¢do [10], ou utilizamos uma biblioteca para tal.

Note que o Hamiltoniano da equagdo (50) é uma
matriz tridiagonal simétrica, um tipo especial de matriz
para a qual rotinas especiais de diagonalizacdo existem.
Em particular, uma rotina de interesse para o problema
em questdo é a dstemr da biblioteca LAPACK [14].
Essa rotina calcula os autovalores e (caso seja desejado)
os autovetores de uma matriz tridiagonal simétrica e
real, que é o nosso caso. Podemos controlar quantos
autoestados do espectro queremos calcular através de
variaveis da rotina. Uma lista completa dos parametros
da rotina bem como a sua descricdo podem ser obtidas

DOI: https://doi.org/10.1590/1806-9126-RBEF-2024-0300

€20240300-13

na documentagdo da biblioteca [15]. No repositério [5]
apresentamos nosso cédigo em Fortran90, mas existem
implementagdes que utilizam essa mesma rotina em
outras linguagens, como C e Python [16].

Para exemplificar o método, vamos considerar o &tomo
de hidrogénio. A principio trata-se de um problema de
duas particulas interagentes, préton e elétron, em trés
dimensoes. No entanto, como o potencial de Coulomb
é esfericamente simétrico, podemos utilizar o que foi
discutido na secdo 2.5 para transformar esse problema
no equivalente de uma particula em 1D.

Seguindo a prescricao da segdo 2.7 para tornar o
problema adimensional, identificamos a escala de com-
primento tipica do sistema como sendo a, = meag/LL,
onde p = mpme/(my + me) é a massa reduzida, my,
é a massa do préton, m. é a massa do elétron e
ap € o raio de Bohr. J4 a escala tipica de energia é
dada por h?/(uaZ). Com essas consideragdes, estamos
interessados em resolver a equacao (19) com o potencial
eletrostatico,

L dPun(r) 1A+
2 dr?

" 5,2 ] Une(T) = Enptine(r).
(51)
As autoenergias, conhecidas analiticamente [7], sdo da-
das por
E L 52
n= 5 (52)
O potencial de Coulomb ¢é particular no sentido que
as energias dependem somente do niimero quantico
principal. No entanto, os autoestados dependem do valor
de { = 0,1,...,n — 1, de maneira que precisamos
dar como entrada do programa o numero quantico ¢
associado com o autoestado que estamos buscando.
Devemos salientar que a equagao (51) é para a fungao
radial reduzida une(r), a qual estd relacionada com a
funcao radial do atomo de hidrogénio por R,.(r) =
Une(r)/r. Como terfamos uma divergéncia se u,¢(r — 0)
fosse finita, tomamos como uma das condigoes de con-
torno un,e(0) = 0. A outra condigdo é que para grandes
valores de r, a funcdo radial reduzida deve se anular,
pois estamos buscando um estado ligado. Embora as
condigoes de contorno adotadas estejam corretas, uma
justificagao rigorosa requer uma anéalise mais detalhada.
Para o leitor interessado, discutimos mais o assunto no
Apéndice A. Assim vemos que esse problema obedece
as condigoes de contorno utilizadas acima quando intro-
duzimos a abordagem matricial, ug = 0 e uny4+1 = 0,
usando a notagdo compacta U, (r;) = u;.
A matriz relevante para esse sistema é a mesma que a
equacio (50), substituindo-se Az por Ar e com

H, =2+ 2(Ar)? <l + M) : (53)

r; 2r2

As expressoes analiticas das autofungées sdo conhecidas,
embora sejam dadas em termos de fungdes especiais [7].
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Tabela 4: Comparac3o entre as energias obtidas para o atomo
de Hidrogénio através do método matricial ;"™ com os valores
analiticos conhecidos Ef°, equacdo (52). Consideramos os trés
estados de mais baixa energia com £ = 0 e £ = 1. Discretizamos
o sistema na regido 0 < r < 30 utilizando 10000 pontos.

n ¢ B BT BT — B0
I 0 —0,49999887 —0,50000000 1,1 x 10 °
2 0 —0,12499992 —0,12500000 8,0 x 10~®
3 0 —0,05542365 —0,05555555 1,3 x 107*
2 1 —0,12500002 —0,12500000 2,0 x 10~%
3 1 —0,05547129 —0,05555555 8,4 x 104

Resolvendo o problema com o método matricial pode-
mos obter tais autofung¢bes, bem como as energias do
sistema. Para isso, tomamos o intervalo 0 < r < 30
com N =10000 pontos e diagonalizamos a matriz. As
energias obtidas encontram-se na Tabela 4.

Os valores de energia obtidos numericamente apre-
sentam um bom acordo com os valores conhecidos,
com divergéncias aparecendo apenas a partir da ordem
de 10~* para o segundo estado excitado. Note que os
niveis de energia sdo degenerados, com as energias dos
estados n = 2 e 3 independentes do valor de ¢, como
esperado. Podemos também obter as autofuncoes do
sistema, expostas na Figura 10. Vemos que o niimero
de nods das autofungoes é dado por n — 1 — ¢, utilizando
a convengao em que os zeros em r = 0 e ¥ — 00 nao
sdo contabilizados. Esse resultado, bem como as auto-
fungdes, sao conhecidos da literatura, mas sua obtengao
através dos métodos dessa se¢ao é relativamente simples
e permite a compreensao das implicagoes de forma que
as particularidades das fungoes especiais presentes nas
solucbes analiticas nao se fazem necessérias.

Embora o atomo de hidrogénio seja a principio um
problema de duas particulas em trés dimensoes, utilizar
coordenadas do centro de massa e um potencial esferi-
camente simétrico fez com que a equacgao a ser resolvida
fosse similar ao problema de uma particula em uma
dimensao. Podemos generalizar esse método para siste-
mas verdadeiramente bidimensionais e tridimensionais.
Temos que discretizar o espago, agora em uma rede, e
construir a funcao de onda e o operador Hamiltoniano de
modo analogo. No entanto, o custo computacional torna
essa abordagem inviavel, e outros tipos de métodos sao
necessarios.

6. O Método Variacional de Monte Carlo

Os métodos abordados até agora sao voltados para
solucionar a equagao de Schrodinger para uma particula
em uma dimensdo. Para duas particulas em potenci-
ais esfericamente simétricos, mostramos que a solucéo
numérica é similar se considerarmos coordenadas do
centro de massa e a funcao de onda radial reduzida,
ver secao 2.5 e aplicagdo para o atomo de hidrogénio,
secao o.
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0,6
N=1,0=0 —
N=2, =0 —
n=3/=0
0,4 |
0,2
0,0 P\ AN, - ‘
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r
(a) Estado fundamental e estados excitados com ¢ = 0.
0,20
0,16 | N=2, =1 w—m
n=3/0=1
012
= 0,08 |
0,04 /
0,00 & et .
0 5 10 15 20 25

r

(b) Dois primeiros estados excitados com £ = 1.

Figura 10: Densidades radiais reduzidas de probabilidade
[tine()]* = |rRne(r)|? obtidas para os primeiros estados ligados
do dtomo de Hidrogénio através do método matricial. Utilizamos
N =10000 pontos no intervalo 0 < r < 30.

Para sistemas com mais de duas particulas tal re-
ducdo nao é possivel, e os métodos apresentados até
aqui nao podem ser aplicados. Além disso, em trés
dimensoes, caso o potencial ndo seja central [ou seja,
tenhamos um potencial V(r,0,¢)] temos que resolver
a equacao (16), uma equagdo diferencial parcial, com
uma abordagem distinta da adotada. Por fim, mesmo em
problemas unidimensionais, a obtencao dos autoestados
pode ser dificultada pela complexidade do potencial. Por
exemplo, quando estudamos o déuteron (um isotopo do
hidrogénio), podemos utilizar os métodos da segdo 2.5
para obter equagbes unidimensionais acopladas. Con-
tudo, como o potencial inclui graus de liberdade de spin,
isospin, e momento angular, ndo temos a situagado mais
simples da equacao (19), e os métodos desenvolvidos
até agora nado se aplicam. Logo, queremos apresentar
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um método capaz de estimar a energia de sistemas
tridimensionais com muitas particulas cujo custo compu-
tacional escala mais favoravelmente do que abordagens
similares as apresentadas até agora.

O método que vamos apresentar é chamado de mé-
todo variacional, e nos fornece um valor maximo para
a energia do sistema. Para obté-lo, lembramos que a
equagao (2) implica que qualquer fungao de onda pode
ser escrita como uma combinagcao linear das autofungoes
do sistema, desde que satisfaga as condi¢bes de contorno
do problema. Assim, se calcularmos o valor esperado
da energia Fy do sistema para uma funcdo de onda
qualquer ¢r(r) a qual chamamos de funcio de onda
teste, temos [6]

(¢pr|H|pT)
(prleT) '

onde o denominador garante que o resultado mesmo
para estados nao-normalizados. Utilizando a expansao
da equacao (2) temos

Fv =3 Y e ([awswmow), )

sendo H o operador Hamiltoniano. Sabemos da equa-
QéO (7) que H'(/)n = nwna IOgO

Bv =3 S cienkn ([azvz@rn@). 6

utilizando a ortonormalidade das autofuncdes, equa-
¢éo (3),

EV:ZZchcmEmémn:Zc;ann. (57)
n m n

(H) = By = (54)

Separamos a soma em dois termos,

By =lcolBo+ [ Y leul®En | = Bo,  (58)

n=1

a qual é o cerne do principio variacional [6]. A equa-
¢ao (58) mostra que temos um limite superior para a
energia obtida, ou seja, Fy nao pode ser menor que
o valor da energia do estado fundamental. Além disso,
quanto mais a funcido ¢ se aproximar do verdadeiro
estado fundamental, menores se tornaram os coeficientes
¢n com n # 0 e mais nos aproximaremos da verdadeira
energia Fy.

Como queremos estimar a energia de um sistema o
qual ndo necessariamente conhecemos a solu¢do anali-
tica, temos que propor uma funcdo de onda teste ¢r.
Sabemos que ¢ nao é a solucao exata do problema, mas
queremos que se aproxime dessa. A escolha da funcéo
de onda teste é feita levando-se em consideracdo as
caracteristicas do potencial, suas condigoes de contorno
e 0 maximo de informacao fisica que conhecemos sobre
o problema.
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Além disso, podemos adicionar pardmetros a essa
funcao de onda teste e varia-los, buscando o conjunto de
parametros que fornece a menor energia. Assim, pode-
mos estimar a energia do estado fundamental propondo
uma funcdo de onda teste ¢r(r,{w;}), onde {a;} é
um conjunto de pardmetros. Ao calcularmos a energia
associada com essa funcao de onda teste encontraremos
uma energia variacional que depende dos parametros a;,
Ev(«;). Podemos minimizé-la com relagio aos pardme-
tros a; afim de nos aproximarmos da energia verdadeira,
assim, garantindo que a fungao de onda teste utilizada se
aproxima o méaximo possivel do autoestado verdadeiro.

Vamos exemplificar a escolha de uma fungao de onda
teste para a aplicagdo do método buscando a energia
do estado fundamental do atomo de Hélio, a qual,
experimentalmente sabemos ser Fy, = —79,02 V. O
Hamiltoniano do sistema é
2 2 2 2
L A

H=—
2m?2 1

— (59
re |y — 1o (59)

onde m. e e sdo a massa e a carga do elétron,
Z = 2 é o numero atomico do Hélio, e o nucleo esta
fixo na origem. Os operadores V? atuam apenas nas
coordenadas para particula i. O 1ltimo termo desse
Hamiltoniano representa a interagdo elétron-elétron, e
dificulta a solucado analitica do problema. Contudo, os
demais termos formam a soma de dois Hamiltonianos de
atomos de um elétron [7],

K2 Ze? K2 Ze?
H = Y g2 2 L g2 A
( 2m? Vi 1 ) + ( 2m?2 Va T )

62

|71 — 72

e2

— Hzlitomo le™ + HQétomo le™ + (60)

Ty — 7ol

Logo, sabemos que a solucdo do sistema possui seme-
lhancas com a de &tomos de um elétron, sendo o caso
particular do dtomo de Hidrogénio (Z = 1) discutido na
se¢ao d.

Teremos desvios da solugao valida para atomos de um
elétron devido a interagao elétron-elétron, que depende
da separacao entre eles. Em primeira aproximagao des-
considerarmos essa interagdo e propomos uma fungao
de onda teste que seja o produto de duas autofungdes
do estado fundamental de atomos de um elétron com
Z =2 [6]. Podemos melhorar essa aproximagio permi-
tindo que a constante do decaimento exponencial seja
um parametro variacional « tal que

or(r1,re, ) = A exp [—alr; +12)], (61)

onde A é uma constante de normalizagdo. Estamos
interessados em encontrar o valor de a que fornece a
menor energia variacional.

Os resultados numéricos apresentados nessa secgao
foram obtidos com um programa que emprega grandezas
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adimensionais, como descrito na se¢ao 2.7. Para isso,
escrevemos a energia como sendo E = /e e utilizamos
€ = h?/a3m., onde o raio de Bohr ay é uma escala de
comprimento muito apropriada para sistemas atomicos.
Como conhecemos a energia do sistema nas unidades
de elétron-volt (eV) queremos escrever € nas mesmas
unidades. Para isso, multiplicamos por ¢? o numerador
e denominador, ¢ = (hc)?/a2mec?, onde ¢ é a velo-
cidade da luz. Sabendo que hic = 197,327 MeV fm,
mec® = 0,511 MeV e ag = 0,529A !, podemos escrever
€ = 139,14 eV. Para recuperar as unidades fisicas basta
multiplicar a energia adimensional obtida em nosso
programa por ¢ (E[eV] = ¢[eV] E), o que é ilustrado na
Tabela 5.

Podemos calcular o valor da energia através das
integrais que aparecem na equagao (54). Todavia, temos
integrais multidimensionais. Mais especificamente, se
tivermos N particulas em um sistema d-dimensional,
para calcular a energia variacional temos dN integrais
no numerador e denominador da equagdo (54). Para
sistemas fisicos de interesse, esse problema pode se
tornar extremamente complexo e invidvel. Contudo,
podemos novamente recorrer & fisica computacional, e
calcular essas integrais através de métodos numéricos.
Particularmente, uma maneira eficiente de amostrar
integrais multidimensionais é chamada de método de
Monte Carlo, e sua aplicagdo no principio variacional
é conhecida como método variacional de Monte Carlo
(VMCQC) [17, 18].

Para aplicar o método VMC, vamos escrever a energia
variacional da equagdo (54) no espago das posigoes,
de maneira que as integrais sio feitas em d3N R, onde
temos N particulas em 3 dimensoes, e R = {ry,...,rn}
representa o vetor posicao de todas as particulas do
sistema (no exemplo do dtomo de Hélio, R = {71, r2}).
Assim, temos

[ &V R o3 (R Hor(R)

= BN R b (R

(62)

Multiplicamos e dividimos o integrando do numerador
por ¢7(R),

[PV RO (R)ér(R) A o
VST favRe@®p 9

Com isso, a energia variacional pode ser escrita como [17]
By = / d*NRP(R)EL(R), (64)

com uma energia local

EL(R) = %ﬁg), (65)

I Valores consultados em https://physics.nist.gov/cuu/Constants/
em 31/07/2024.
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e uma densidade de probabilidade

o7 (R)|?

PR = TENR bR

(66)

Note que essa funcdo é normalizada e ndo-negativa,
logo pode ser interpretada como uma densidade de
probabilidade.

Uma das grandes vantagens do método variacional
é calcular a integral da equacdo (64) por amostragem.
Para isso, pensamos em P(R) como um indicador de
quais configuragoes ddo maior contribui¢ao para o valor
da integral. Fisicamente sabemos que essa interpretacao
estd correta, pois P(R) é proporcional a |¢r(R)|?,
logo teremos uma probabilidade maior de encontrar o
sistema em regioes onde o quadrado da funcao de onda é
maior. Assim, usamos P(R) para amostrar um conjunto
de configuracoes {R1, Ra,...,R,}. J& a energia local
Er(R;) recebe esse nome por ter dimensoes de energia
e depender da configuracdo R; onde é calculada. Nesse
esquema, uma vez amostrado um conjunto de configu-
ragoes, podemos estimar o valor da energia variacional
como a média do valor de Ej,

Ey = %Z EL(R;). (67)

Quanto mais configuragoes n amostrarmos, mais o valor
da equagdo (67) se aproxima do valor real da equa-
gao (b4), com os dois sendo iguais no limite n — oo.
Note que ndo fizemos nenhuma aproximagao na integral
original para obter o resultado da equacao (67), sendo
portando um resultado exato. A tnica fonte de incer-
tezas existente é o tamanho finito da amostra n, ou
seja, temos apenas incerteza de natureza estatistica.
Tomamos como incerteza dos nossos resultados o erro
padrao [19],

(EL(Ri) — Bv)®. (68)
1

oY = !
V' n(n—1)

n
i=
Com isso, o valor da energia variacional estimado com o
método VMC é

EV :Evﬂ:av. (69)

Apés a apresentacdo do método, focamos em como
amostrar um conjunto de configura¢des da densidade
de probabilidade dada pela equacao (66). O método
escolhido é o algoritmo de Metropolis [20] e para aplica-
lo precisamos sortear 3NN + 1 ntimeros aleatérios distri-
buidos uniformemente no intervalo de 0 a 1 em cada
passo. Tipicamente todas linguagens de programacao
possuem intrinsecamente esse tipo de gerador de nime-
ros pseudo-aleatérios, ou bibliotecas amplamente divul-
gadas com essa funcionalidade. Além disso, precisamos
de um pardmetro A, o qual vai controlar o deslocamento
das posi¢oes durante a simulacdo. Podemos resumir o
algoritmo de Metropolis como:

DOI: https://doi.org/10.1590/1806-9126-RBEF-2024-0300



Tonhon e Madeira

1. Comece de uma configuracdo qualquer R,; (com
i=1).

2. Sorteie 3N numeros aleatorios de uma distribuicao
uniforme entre 0 e 1. Subtraia de cada um deles
1/2, de tal forma que eles fiquem distribuidos entre
—1/2 e 1/2. Guarde o resultado em um vetor £ com
3N entradas.

3. Vamos propor uma atualizagao de cada uma das
componentes do vetor R; em um novo vetor Ryovo,
através de

Rnovo = R'L' + AE

4. Agora decidimos se aceitamos ou ndo essa mu-
danga no vetor posi¢ao. Para isso, calculamos a
funcao P(R) nas configuracoes R; e R, ovo € sorte-
amos um numero aleatério 1 (de uma distribuigao
uniforme entre 0 e 1).

(a) Caso P(Ruovo)/P(R;) > n aceite a mudanga,
Ri+1 = Rnovo-

(b) Caso P(Rpovo)/P(R;) < n rejeite a mu-
danca, R;+1 = R;.

5. Tome i <— 7+ 1. Se o namero total de amostras for
atingido, pare. Caso contrario, v4 para o passo 2.

Uma das grandes vantagens do algoritmo de Me-
tropolis é que nao precisamos saber a normalizacao
da funcdo de onda teste, pois ela aparece tanto no
numerador quanto no denominador de P(Ryovo)/P(R;).
Isso pode parecer trivial nos exemplos mais simples,
porém calcular a normaliza¢do em um sistema de muitos-
corpos interagentes nao é uma tarefa facil.

Se P(Ruovo) = P(R;), sempre iremos aceitar a mu-
danca. Isso garante que estamos favorecendo as configu-
racoes onde |7 (Rnovo)|? é expressivo, e sabemos que o
sistema tem uma probabilidade maior de ser encontrado
nessa configuracdao. No entanto, se P(Rpovo) < P(R;)
ainda ha chance de aceitarmos essa mudanca. Isso é
necessario para que possamos escapar de maximos locais
e assim possamos amostrar o espago inteiro.

O pardametro A é de nossa escolha. Ele influéncia
o tamanho da mudanca proposta para o novo vetor
R, v Valores de A muito pequenos fazem com que
R.ovo seja muito semelhante a R;, o que faz com que
P(Ryovo)/P(R;) seja proximo de um, ou seja, aceitamos
praticamente todas as mudancgas. Valores muito grandes
de A causam um deslocamento abrupto, o que faz
com que poucas mudancas sejam aceitas, resultando
na repeticdo da configuracdo R;. Em ambos os casos,
a correlagdo entre as configuragoes geradas é grande.
Escolhemos A afim de aceitar metade das propostas de
mudanca, ou seja, mantemos a taxa de aceitacdo entre
40% e 60%, via tentativa e erro. Como o algoritmo
de Metropolis gera a configuragdo i + 1 a partir da
configuracdo ¢ do sistema, essas duas sdo correlacio-
nadas. Métodos para descorrelacionar a amostragem
devem ser aplicados, e estdo amplamente disponiveis na
literatura [17, 19].
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Figura 11: Energia do estado fundamental do d&tomo de Hélio
como funcdo do pardmetro variacional o obtida com o método
VMC para valores no intervalo 0 < aao < 5. Cada energia
variacional foi computada a partir de 100000 amostras obtidas
com o método de Metropolis.

Agora vamos aplicar o método VMC ao atomo de
Hélio, com a fun¢ido de onda teste da equagdo (61).
Vamos fazer simulagoes independentes para diferentes
valores de «, afim de encontrar o valor de a que
minimize a energia [18]. Testando valores no intervalo
0 < apa < 5 espagados de 0,05 obtemos o resultado da
Figura 11. Note a presenca de um minimo de energia,
na regiao 1,3 < aqpa < 2,0. Devemos buscar o valor
de « que resulta na minima energia para termos a
melhor aproximacao possivel do estado fundamental com
essa funcdo de onda teste. Apresentamos os valores na
vizinhan¢a do minimo na Tabela 5 e na Figura 12.

Assim, a nossa estimativa para a energia do estado
fundamental do atomo de Hélio é de:

Elle = (=77,4740,08) €V. (70)

O valor obtido é maior que a energia experimental
do Hélio, —79,02 eV, como esperdvamos do principio
variacional. Embora a funcdo de onda teste utilizada
nesse caso seja relativamente simples, equagio (61),
conseguimos um resultado que difere da ordem de 2%

Tabela 5: Energias adimensionais (Ev) e com dimens3o de eV
(Ev) obtidas com o método VMC para o estado fundamental do
atomo de Hélio. Os valores do pardmetro variacional « utilizados
sdo préximos do minimo obtido nas Figuras 11 e 12.

apx EV EV [eV]
1,55 -2,802(3) -76,72(9)
1,60 -2,829(3) -77,01(9)
1,70 -2,846(3) -77,47(8)
1,80 -2,836(3) -77,21(7)
1,90 -2,793(3) -76,02(8)
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Figura 12: Mesmos resultados da Figura 11, mas focando no
intervalo 1,3 < awap < 2 onde podemos ver o minimo da energia
com relacdo ao parametro variacional.

do valor experimental. Caso ndo conhecéssemos o valor
real da energia do Hélio, terfamos um limite superior
de —77,47 eV garantido pelo principio variacional, ou
seja, a energia do estado fundamental s6 pode ser
menor, ou igual, ao valor obtido com o método
variacional. Podemos nos aproximar mais da energia
experimental melhorando a func¢do de onda teste. Uma
possibilidade seria a inclusao de termos que levem em
conta a interacao entre os elétrons. Note que embora
o método variacional nos permita estimar a energia do
estado fundamental do sistema, ele nao fornece uma
medida ou critério de quao préximo dessa estamos.

Nos 1ltimos anos, arquiteturas de processamento pa-
ralelo tornaram-se mais comuns e acessiveis, impulsiona-
das por avancos em processadores com multiplos nicleos,
placas de video e servigos de computacdo em nuvem.
Hardware mais acessivel e a crescente popularidade de
linguagens adequadas para programacao em paralelo
contribuiram para que pesquisadores aproveitem o pa-
ralelismo para realizar calculos cientificos complexos.
O método VMC é considerado trivialmente paralelo [21]
porque seus céalculos podem ser divididos em tarefas
independentes. Cada amostra de Monte Carlo pode ser
processada de forma isolada, sem a necessidade de co-
municagdo entre os processos. Isso torna o método ideal
para computacgao paralela, onde varias amostras podem
ser calculadas simultaneamente em diversos nucleos,
acelerando significativamente as simulagoes.

7. Conclusao

Nesse trabalho introduzimos quatro abordagens numéri-
cas para encontrar solucoes da equacao de Schrodinger
independente do tempo. Apresentamos cada uma delas a
partir dos principios em que se baseiam, com a finalidade
de estudar sistemas fisicos. Mostramos que o método da
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tentativa é uma alternativa de relativamente simples im-
plementacao para potenciais simétricos. Para potenciais
mais gerais, sem essa simetria, podemos aplicar o método
do encontro ou o matricial. O primeiro tem parametros
de nossa escolha (ponto de encontro e diferenga minima
entre as derivadas) que podem influenciar diretamente o
resultado. Além disso, em situacoes onde a regiao clas-
sicamente proibida é expressiva, dificuldades numéricas
aparecem devido a integracdo nessa regido levando a
divergéncias, como visto na secao 3.

O método matricial é uma alternativa interessante
para resolver o problema na forma de autovalor-
autovetor, e pode ser estendido para mais dimensoes.
Todavia, a busca numérica de autovalores e autoveto-
res é um problema computacionalmente custoso, e o
método deve ser aplicado com uma escolha razoavel
para o tamanho da matriz. Em mais de uma dimensao
as solugbes da equacdo de Schrodinger podem ser de
dificil obtengdo mesmo com métodos numéricos. Logo,
o método VMC ¢é uma boa alternativa para estimar a
energia do estado fundamental. Duas grandes diferencas
entre esse método e os apresentados anteriormente sao
que trabalhamos no espaco continuo, sem a necessidade
de discretizar o sistema em uma rede, e que estamos
restritos ao estado fundamental (embora seja possivel
obter estados excitados com modificagoes do método).

Em suma, vimos que nao ha uma abordagem tunica
para obter solugbes numéricas da equacdo de Schro-
dinger independente do tempo. A escolha do método
mais adequado deve levar em conta caracteristicas do
potencial em questao, nimero de particulas e dimensao,
além do poder computacional disponivel. Conhecer os
métodos apresentados na literatura, bem como suas
vantagens e desvantagens, é imprescindivel para resolver
problemas de Fisica Computacional eficientemente.
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A. A equacgao radial e suas condigoes de
contorno

Na secao 5, abordamos o potencial de Coulomb, o
qual é esfericamente simétrico, e utilizamos as condigbes
de contorno para a funcdo de onda radial reduzida:
Une(r — 0) =0 € upe(r — 00) = 0. Nesse apéndice, for-
necemos uma explicacdo mais detalhada dessas escolhas
baseando-se nas Refs. [22, 23].

Sejam duas solugbes da equagdo (19) dadas por
Uny 0, (T) € Up, 0,(r) que, por simplicidade, vamos de-
notar u; e ug. Queremos que o operador Hamiltoniano
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do sistema seja hermitiano com respeito a essas fungoes,
ou seja:

/dr ui (Hug) = /dr us(Huy)| = /dr (Huy)" us.
0 0 0
(A1)

Escrevendo explicitamente a aplicagao do Hamiltoniano
nas funcgoes de onda radiais reduzidas, temos:

/Ooodr{—gu’{ug—&-[V(T)—!-—hw(g—i_l)} 1 }

212 vz
o0 h2
*//
:/0 dr{—ﬂul ug + {V(r)—k

R+ 1)]
—— | ujugp.
212
(A.2)
Simplificando,
r * 1 *// r d */
dr (ujuy —ui"ug) = [ dr o (ujugy —uj'ug) =0,
r
0 0

(A.3)
de onde temos a condi¢do para que o operador Hamilto-
niano do sistema seja hermitiano:

oo

[ 0) -~ ()| =0

0

(A4)

Se estamos considerando estados ligados, como é o
caso desse artigo, entdo a funcdo de onda nao pode se
estender até o infinito, de modo que u(r — o) = 0,
o que anula o limite superior da equacao (A.4). Caso
estivéssemos lidando com estados de espalhamento por
potenciais de alcance finito, u(r — o0) o €™ (com
k = +/2uE/h), também zerando o limite superior da
equagdo (A.4).

O limite inferior da equagio (A.4) é satisfeito se

u(r —0)=C, (A.5)

com C constante. Como a funcao de onda radial é
dada por R(r) = wu(r)/r, ela diverge na origem para
C # 0. Isso por si 86 ndo é uma restricdo, dado que a
probabilidade de encontrarmos uma particula entre r e
r+dr é dada por |R(r)|*r?dr = |u(r)|?dr, a qual é finita
para r — 0.

O problema de escolhermos C nao-nulo é que isso
leva a uma divergéncia da energia cinética na origem.
O problema fica evidente se aplicarmos o operador na
equagao (17) com £ =m = 0,

_gw [gyoo(a,a;)} = —%%VQ (%) . (A6)
Como [2]
V2 (%) = —4753(r), (A7)

onde 03(r) é a funcdo delta de Dirac, temos uma
divergéncia na origem se C' # 0. O tnico jeito da
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equagao de Schrodinger ser satisfeita na origem nessa
caso é se o termo de potencial cancelar exatamente essa
divergéncia [24]. Como para todos outros potenciais esse
nao é o caso, devemos tomar C' = 0 para garantir que o
operador H seja hermitiano, ou seja, u(r — 0) = 0.
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