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SUMÁRIO 
As coberturas pênseis são estruturas que, em conseqüência do peculiar comp~ento 

mecânico dos cabos livremente suspensos que a constituem, tendem a sofrer grandes 

deslocamentos. Tais estruturas devem ser associadas a um sistema vedante que mobilize 

mecanismos resistentes, os quais, se opondo às ações atuantes, minimizem esses deslocamentos. 

Uma alternativa possível para dotar a estrutura de maior rigidez, é a utilização de um sistema 

vedante formado por placas pré-moldadas de concreto armado, posicionadas sobre os cabos e 

unidas posteriormente com o emprego de um material selante. Utilizando-se concreto ou argamassa 

como material selante as placas ficam rigidamente ligadas. É possível ainda melhorar sensivelmente 

o comportamento mecânico da cobertura aplicando-se esforços de protensão, originando-se assim 

uma casca pênsil protendida de revolução 

O cálculo deste tipo de cobertura passa numa primeira fase pela definição do meridiano da 

casca pênsil, que é determinado pela curva dos cabos após a ocorrência das deformações. 

Posteriormente, já conhecida a forma da cobertura, analisa-se o comportamento estático da 

casca de revolução constituída. Apresentam-se neste trabalho os resultados, obtidos na análise 

estrutural deste tipo de cobertura pênsil protendida, através do emprego do Método dos Elementos 

Finitos, comparando-os com os obtidos analiticamente por outros autores. 
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l-INTRODUÇÃO

Pennítmdo a obtenção de espaços altamente adaptáveis, sem as condições impostas por

estruturas verticais mtennediárias, as coberturas penseis têm merecido especial atenção áe

arquítetos, engenheiros e pesquisadores principahnente em outros países.

Nas estruturas suspensas, as cestas pretendidas e cabos-treliças são estruturas cujo

desempenho depende, essencialmente, da sua configuração de equilíbrio e da intensidade de

pretensão aplicada em seus elementos. São estruturas consideravelmente rígidas e podem ser

associadas a sistemas vedantes de baixo peso próprio e que tenham apenas a função de vedar.

Entretanto, as cestas não protendidas são sistemas estruturais que, devido ao peculiar

comportamento mecânico do cabo livremente suspenso, tendem a sofrer grandes deslocamentos.

Assim, esse tipo de sistema estrutural deve ser associado a um sistema vedante que mobilize

mecanismos resistentes que se opondo às ações atuantes limitem os deslocamentos da cesta a

valores compatíveis com o uso da cobertura.

Dos sistemas vedantes já empregados, o mais simples é o constituído por placas pré-

moldadas de concreto armado, por acessórios que as fixam nos cabos e por material selante, rígido

ou deformável, que, após o assentamento das placas, é introduzido nas juntas. Quando se emprega

concreto como material selante, por exemplo, as placas ficam rigidamente ligadas dando origem a

uma cobertura em casca pênsil de elementos pré-fabricados.

A estrutura assim formada, por cabos, placas pré-moldadas e material selante colocado nas

juntas, pode ter seu comportamento estático e dinâmico sensivelmente melhorado com a introdução

da pretensão. O estudo destas coberturas protendidas é o tema central deste trabaUio, onde também

é apresentada a análise estrutural através do emprego do Método dos Elementos Fioitos.

O Método dos Elementos Finitos tem sido utilizado com comprovada eficiência e precisão,

há várias décadas, tanto na resolução de modelos estruturais elásticos quanto naqueles onde há não

Imearidade geométrica ou física. Assim, apresenta-se a sua aplicação ao estudo das cascas de

revolução, o elemento utilizado e considerações sobre o software comercial ANSYS a ser utilizado

para a análise estrutural proposta.

2 ~ CASCA PÊNSIL PROTENDIDA

2.1-MERIDIANO DA SUPERFÍCIE DE REVOLUÇÃO

2.1.1- Estudo do Cabo Inextensível

A detemúnação do meridíano da superfície de revolução foi realizada a partir da

confíguração de equilíbrio de um cabo, considerado inextensível e sujeito a um carregamento ao

longo de seu comprimento, conforme RIGITANO (1993).

A expressão da curva do cabo é dada como sendo
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y =[JI—x2r [A +xC, +[—J-r]A3 +[^-A+^-C, |(c,+4Ar2)A+
,4

x

-C, |(Ci+4Ar2),

.(3Ci+2Ar2)rA2 -^-rC?A +-x^ + C

(l)
sendo as constantes de integração C i e €2 dadas por

GI =: arcsenh]-^- | - A (ry2 - r2 J e C^ (2)

O cálculo da componente horizontal da força no cabo, H , é obtida por tentativas aü-avés da

equação (l) onde se têm como conhecidos os valores do vão do cabo,(r - ro), a flecha da cobertura,

f, o carregamento distribuído por área da cobertura, g, e o número de cabos, n.

Para determinação do valor de H por tentativas, usando-se a equação ( l ) é necessário

adotar um valor de H inicial; este valor inicial pode ser obtido segundo BAJRBATO (1975)

calculando-se o valor da componente horizontal da força do cabo H para um carregamento g

uniformemente distribuído na projeção horizontal da cobertura. Este valor, a ser tornado como

inicial, é dado como sendo

inicial
TCg

nf

(r-ro)(r+2rj , nP
+

ïlg
(r-ro) (3)

Assim, detemúnado-se o valor da componente horizontal, H , da força do cabo, outros

valores poderão ser obtidos.

Para a determinação da deformação do cabo sob a açao do carregamento g, considerando-se

apoios não deslocáveis, pode-se calcular uma nova força horizontal H que atuará no cabo após

deformação. Assim têm-se que

A. - në (4)
^0 ~ nHo

p
CQ = arcsenh | -— | - A (ro2-r2) (5)

K =(r-rJ4A;S[(£-^)-r] + |(r-r,)3A<, (2A,r2+C,) - 2(r-ro)2AorC» +

+ (r-ro)^

(6)
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H2[(r-ro)2+K^IJ+Affo+fo'j+HJ(r-ro)(ES,+H,)K -(ES.+Hjfo2 +

-ES.Affo | -ES,Ho| (r-ro)K-fo2 | = O

(7)
Nas expressões (4)a(7),Ho ea força que ocorre no cabo considerado inextensível para

a flecha inicial fo, Af o acréscimo da flecha, E o módulo de elasticidade do aço e Si a seção

transversal do cabo.

Aà-ïútida a configuração de equilíbrio, para calcular H arbítra-se Áf , geralmente da ordem

de fo / 20, e resolve-se a equação ( 7 ). Obtido o valor de H calcula-se o valor da flecha f

mediante o emprego da equação ( l) e compara-se com o valor de (fo + Af ).

O ciclo de iterações termina quando a diferença entre fe ( fo + Af) ficar próxima de um

valor aceitável para o projeto.

Conhecendo-se H correspondente à posição final de equilíbrio, detemünam-se os demais

parâmetros dessa posição através das expressões anteriormente mostradas considerando-se o cabo

inextensível.

Nota-se que a posição final do cabo após a deformação será considerada como o meridiano

da casca de cobertura.

Para definir esse meridíano, pode-se fixar como critério de projeto a adoção de uma flecha

desejável para a estrutura, calculando-se uma flecha para montagem da cobertura tal que ocorridas

as deformações tenha-se uma flecha final bastante próxima da desejável.

Para esse procedimento o carregamento atuante g é o peso próprio das placas pré -

moldadas em concreto armado mais a carga de protensão.

Cabe ressaltar que a rápida convergência desse processo iterativo depende

fundamentalmente da flecha inicialmente escolhida, fo , flecha de montagem, que se escolhida

convenientemente diminuirá sobremaneira os cálculos numéricos necessários.

Para automação do processo de cálculo pode-se admitir uma flecha de montagem de 80 %

do valor da flecha desejável, dando-se um pequeno acréscimo neste valor, por exemplo de l %, até

que se obtenha a flecha final próxima da desejável.

2.1.1- Considerações sobre a Casca de Revolução Determinada

Uma vez detemiinada a configuração de equilíbrio do cabo tem-se definido o meridiano da

casca pênsiL A resolução desta estrutura pode ser feita a partir das equações obtidas no estudo

clássico de estruturas em casca, por exemplo conforme obtido em GRAVINA (1957), admítmdo-se

as hipóteses fundamentais de KÍrchoff-Love.
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Sabe-se, deste estudo, que chega-se a uma equação diferencial que rege o comportamento da

estmtura, cuja solução é igual a soma da solução particular e solução homogénea.

A solução particular é a solução da casca quando se despreza a rigidez à flexão e à torção,

resultando apenas os esforços que atuam no plano tangente, N^, e N@. A solução particular depende

apenas da carga aplicada, pois as condições de vínculo já devem estar impostas, e é

aproximadamente igual à solução de membrana quando são satisfeitas as seguintes condições:

A - A variação das curvaturas normais da superfície média deve ser contínua

B - A variação da espessura h da casca deve ser contínua

C — A distribuição das forças externas deve ser contínua

D - As forças externas aplicadas nas bordas livres devem atuar nos correspondentes

planos tangentes á superfície

E — As reações dos vínculos devem ser contidas nos planos tangentes à superfície

Já a solução do sistema homogéneo, que fornece os esforços e deslocamentos gerados pêlos

vínculos, envolve um tratamento matemático difícil por tratar-se de uma casca com meridíano

definido pela equação da curva do cabo, cuja solução analítica das equações diferenciais não é

conhecida. Assim, o regime de flexão da casca pênsil pode ser analisado, conforme BARBATO

(1975), mediante o artifício de substituir a casca real por uma casca esférica equivalente.

Neste tipo de solução salienta-se que, quando assume-se as condições de contorno, para o

anel externo utiliza-se a solução de Geckeler, para as cascas não abatidas; já para o anel mtemo,

onde a casca esférica equivalente toma-se muito abatida, a solução aproximada de Geckeler não é

válida daí pode-se usar a solução de GRAVENfA (1957).

3 - APLICAÇÃO DO MÉTODO DOS ELEMENTOS FINITOS

Com a finalidade de analisar o comportamento das coberturas penseis em estudo, apresenta-

se, a seguir, o Método dos Elementos Finitos aplicado às cascas de revolução.

Para dar noção sobre o procedimento apresenta-se a formulação para elemento genérico e,

posteriormente faz-se a particularização para o elemento utilizado para a resolução das cascas

estudadas.

3.1 - FORMULAÇÃO DO ELEMENTO FÍNFTO DE CASCA

O elemento finito quadrilateral de casca utilizado, é um elemento plano formulado pela

condensação estática de quatro elementos triangulares, conforme indicado pela Figura l.
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Figura l - Elementos de casca triangular e quadrilateral

O elemento de casca triangular é construído pelo acoplamento de um elemento de placa, que

representa o comportamento de flexão, e um elemento de tensão plana, representando o

comportamento de membrana. Assim, supondo-se um elemento com um número de nós, n, o campo

de deslocamentos pode ser escrito como sendo

u

U }- = -Jv

w

ip
[<?L [o]
[o] M

{s L
{5}, (8)

onde

J de ordena 2 x 3 n contém um conjunto de funções de forma referente ao estado

de membrana

[q) ]^ de ordem l x 3 n contém um conjunto de funções de forma referente ao estado

de flexão

{(p }^ e {(p },. são os vetares de deslocamentos nodais do elemento, no sistema local,

relacionados com os estados de membrana e flexão respectivamente.

Estes vetores, {(p }^ e {(p }^., podem ser expressos como sendo:

T

W, 9^, 6y; Wj ... 6 yn

(9)

(10)

Nota-se que o vetor deslocamento {q> } não contém o grau de liberdade rotacional 0z.

As deformações podem ser obtidas fazendo-se a diferenciação apropriada no campo de

deslocamento apresentado pela equação (8). Assim tem-se
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'£ ^ =|V

B

tp ;Ô ^ + z|V
m >- J m

(p 'SM[BL z[B], '5 ^

(11)
onde

[ -^ L e [ B ]f são as matrizes de deformação correspondentes aos estados de membrana

e flexão respectivamente

[ ^ In e t ^ ]f sao defínidos como sendo

v

3/3x O ô/ôy-

O 3/Ôy ô/9x

a2 92 - a2

ôx2 3y2 ~3x3y

(12)

(13)

A expressão da matriz de rigidez pode ser obtida aplícando-se a equação (11) na definição

de energia de deformação U a saber:

u = Jtíe n° idï - ^ie }'

-L^ B D B

D Ne Í-dV =

5 |dV = ^5

onde

[D ] ea matriz constitutiva elástica

[KJ ea matriz de rigidez

A maüiz de rigidez é definida como sendo:

|dv = JK
v

B
T

D B [BF/
L4B?.

D

K

(14)

[B L z[B], dV

(15)

Pode-se expandir a equação (15) de maneira que
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K
JTODlBLdV j[B^z[DlB],dV

j[B?z[DlB]^V j[B?z2[DlB]rdV (16)

Nota-se que, no caso da elasticidade linear considerando material homogéneo, os termos de

acoplamento são nulos. Neste caso a matriz de rigidez do elemento pode ser obtida pela soma díreta

das matrizes de rigidez de membrana e flexão que contribuem de maneira desacoplada, conforme

equação (17)

'|[B]TjDlBLdV [0]

[0] |[BÏz2[DlB],dV
v

(17)

K v [KL [0]
[0] [K],

Ressalta-se a simplicidade da formulação, visto que, para construir o elemento só é

necessário a existência das matrizes de rigidez referentes ao estado de flexão, elemento de flexão de

placas, e ao estado de membrana, elemento de membrana, que podem ser obtidas separadamente.

Nota-se que a matriz de rigidez, obtida na equação (17), em coordenadas locais e referente

ao vetor de deslocamentos nodaís definido nas equações (9) e (10), não possui rigidezes referentes

aos graus de liberdade rotacionais. A falta destas rigidezes conduz a problemas de singularidade na

matnz de rigidez global em estruturas onde os elementos finitos são coplanares ou

aproximadamente coplanares- Uma solução imediata para evitar este problema seria restringir o

deslocamento referente ao grau de liberdade rotacional inexistente ou eliminar o grau de liberdade

global. Uma outra forma, mais comum, seria através da imposição de coeficientes de mola, de

maneira a não interferir nos resultados obtidos. Seguindo-se esta última proposta, conforme

ZIENKIEWICZ (1980), a matriz de rigidez passa a ser escrita conforme equação (18).

[KL [0] [0]
(18)K [0] [K], [0]

[0] [0] [KL
referente ao seguinte vetor de deslocamento

T

{5£ {8}? {8}< (19)

sendo

e (20)
Tez
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onde

i Q^ ea matriz que contém os coeficientes de rigidez fictícios referente aos graus de

liberdade rotacionais.

Após a detennínação dos deslocamentos, obtém-se as tensões utilizando-se as relações

constitutivas como sendo,

a D £ ^ = ID B D [B L z[B]f

(21)

Os esforços podem ser obtidos pela integração das tensões, expressas na equação (21), ao

longo da espessura da casca, obtendo-se assim a equação (22)

-{N}{N}1 = íh/2. í {CT_}1^ -
{M}( - J-h/2 I z{ü}[

[J:>MBL J_h/;z[D]dz[B]j
[j;/;z[D]dz[BL J_h/;z2[DMB],]

(22)
onde,

{ N } e { M } são os esforços de membrana e flexão respectivamente

Analogamente à expressão da matriz de rigidez, para o caso de um material eíástico-Unear

com propriedades físicas distribuídas através da espessura smietricamente com relação ao plano

médio, os termos de acoplamento na equação (22) se anulam e os esforços podem ser calculados de

maneira desacoplada através de suas correspondentes matrizes de deformação, obtendo-se assim

r{N}1
[{M}j

•h/2
^D]dz[BJ-h/2 f-~ -i~'L~ Jm

fh/2y[D]dz[B],
J-h/2

(23)

3.2 - DESCRIÇÃO DA MODELAGEM

Optou-se por criar um modelo de cobertura, de planta circular, que é composta

essencialmente por dois anéis, cujos centros são extremidades de um segmento perpendicular aos

planos que os contém, por cabos radiais nestes ancorados e por placas pré-moldadas em concreto

armado. Para a modelagem deste modelo estrutural, optou-se por criar uma malha de elementos

finitos coincidente, em tamanho e forma, com as placas de concreto, e como essas placas foram

admitidas como trapezoidais, defimu-se que o elemento finito utilizado sena o quadrangular.



JUBILEU Prof. JÚLIO RiCALDONI

XXIX JORNADAS SUDAMERICANAS DE INGENIERIA ESTRUCTURAL"

A partir da defínição do modelo de cobertura, elaborou-se um programa computacional, em

linguagem Fortran, que, com dados da geometria do projeto a ser elaborado, possibilita a

determinação da configuração do cabo que define o meridiano da cobertura pênsil, faz a geração da

superfície de revolução, possibilita a visualização da geometria e faz a geração da malha de

elementos fínitos, criando-se também um arquivo de dados para ser utilizado por programas de

análise estrutural.

Em uma fase inicial procurou-se aferir o modelo adotado e assim optou-se por fazer a

análise estrutural utilízando-se o programa comercial ANSYS 5A partmdo-se da malha de

elementos finitos previamente estabelecida com a ajuda do programa computacional elaborado.

O programa ANSYS tem várias possibilidades de análise utilizando elemento finitos, desde

uma análise simples, linear, estática a uma análise complexa, não linear, e dinâmica.

3.2.1 — Descrição do JÊIemento Finito Utilizado

O Elemento Finito de casca utilizado chama-se SHELL63, Figura 2. Este é um elemento

plano quadrilateral, obtido pela condensação estática de quatro elementos triangulares, formulado

pelo acoplamento de um elemento de flexão de placas, utilizando-se o elemento DKT ( Discrete

Kirchhoff Triangle ), que representa o estado de flexão e um elemento de tensão plana, utilizando-

se um elemento de chapa com funções de forma extras, que representa o estado de membrana.

O elemento tem seis graus de liberdade por nó: translação nas díreções dos eixos x, y, e z e

rotações sobre os eixos x, y, e z.

Figura 2 ~ Esquema do Elemento Finito de Casca - SHELL63

Este elemento de casca utiliza as rigídezes rotacionais fictícias de Allman, conforme
ANSYS (1997), para suprimir a falta do grau de liberdade rotacíonal.

4 - APLICAÇÃO NUMÉRICA

Consíderou-se como exemplo de aplicação numérica o projeto da estrutura pênsíl utilizada

como cobertura do Ginásio de Esportes Governador Emílio Gomes, construído em 1974 na cidade
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de Rolândia no Paraná com projeto dos Engenheiros Dante A. O. Martineíli e Roberto L. A.

Barbato. Maiores detalhes deste projeto podem ser encontrados em BARBATO (1975).

A estrutura foi usada para cobrir uma área livre de 3197 m e é composta por um anel

externo com 30 metros de raio e um anel interno com 5,00 metros de raio em concreto armado, cujo

esquema pode ser observado na Figura 3. Os cabos que compõem a cobertura, em número de 90,

são ancorados no anel externo e tem uma flecha máxima de 4,80 metros; sobre eles foram dispostas

2250 placas trapezoidais, com 4 cm de espessura, pré-fabricadas de concreto.

Considerou-se para o dimensionamento dos cabos radiais uma carga distribuída de 2,46

kN/m2, correspondente à carga de protensão igual a 1,0 kN/m , ao peso próprio das placas igual a

0,96 kN/m2, e à carga acidental igual a 0,50 kN/m . Ainda considerou-se, para o cálculo, o peso do

anel interno aplicado em cada cabo como sendo ígua! a 1,68 kN.

4.80

Figura 3 - Cobertura pênsil Rolândia - Esquema da geometria

Assim passou-se para o cálculo da configuração de equüíbrio do cabo conforme o

procedimento descrito anteriormente, utílízando-se o programa computacional elaborado.

Com a configuração de equilíbrio do cabo determinada, gerou-se a superfície da cobertura e

a malha de elementos finitos, conforme Figura 4, passando-se assim à análise estrutural

propriamente dita.

Para essa análise considerou-se a casca de revolução articulada nos anéis e solicitada pela

carga de protensão igual a 1,0 kN/m coirespondente à pretensão retirada após o endurecimento do
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concreto colocado nas juntas. A casca tem um raio externo igual a 29,995 m, raio interno igual a

5,0178 m e flecha final igual a 4,6145 m.

ANSYS

Rolandiu - Cessa côa Itcridiaco/Placas

Figura 4 - Malha de elementos finitos - Rolândia

Para fazer a análise estrutural adotou-se micialmente os elementos finitos coincidentes às

placas de concreto, a qual chamou-se de Malha Inicial, depois procedeu-se o refmamento dessa

malha fazendo as seguintes alterações: refínamento uniforme. Malha l, refinamento próximo ao

anel interno, até a 12,50 metros de distância do anel, Malha 2, e refinamento próximo ao anel

iatemo, até a 15,0 metros de distância do anel. Malha 3.

Nas Figuras 5 a 10 podem ser observados os esforços obtidos.
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Também analisaram-se os resultados obtidos com a maüia iniciai de elementos finitos

comparando-os com os obtidos, conforme descrito anteriormente, analitícamente por BARBATO

(1975).

13



JUBILEU Prof. JÚLIO RÍCALDONI

XXIX JORNADAS S UDAMER f CA NAS DÊ INGENIERIA ESTRUCTURAL

90

70

50

30

,Ë 10

-10

^ -30

-50

-70

-90

-110

*^»^c —•—y
U5—5—TO *<i-^

^^p^

-^^^^^"•^-—NX
-,^^-<-NY

^-^ ^" -NXY
• Nx anal.

-Ny anal.

•Nxy anal.

x (m)

Figura 11 - Esforços Normais - N

1,0

0,8

0,6

0,4

0,2

0,0
-0,2

-0,4

-0,6

-0,8

-1.0

-1,2

..../-"x'

-^-^M -»-MX
N K N B

-é
-MXY

-^ —Mx anal.

•My anal.

Mxy anal.

x (m)

Figura 12 - Momentos Fletores - M

5 - COMENTÁRIOS FINAIS

Os esforços obtidos para as malhas mais refinadas não apresentaram alterações significativas

em relação aos resultados obtidos com a malha de elementos finitos coincidentes com as placas de

concreto que fomiam a casca protendida. Assim acredita-se que não houve vantagens, pelo menos

nesse refinamento adotado, pois também o tempo de processamento elevou-se consíderavelmente.

Quanto às comparações entre os resultados obtidos pela Malha Inicial com os obtidos

analiticamente por BARBATO (1975) observa-se que mesmo admitindo-se aproxünações no

cálculo analítico, o equacionamento utilizado levou a resultados satisfatórios. Observa-se também

uma diferença entre os resultados nas regiões dos anéis, onde os valores obtidos pelo Método dos
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Elementos Finitos não são nulos, como era de se esperar, tendo em vista que os valores

apresentados são as médias dos valores nos elementos adjacentes ao ponto considerado.
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