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A DETERMINAÇÃO DA VELOCIDADE DE UM ESCOAMENTO NÃO PERMANENTE 

UNIDIMENSIONAL A PARTIR DA MEDIDA DE UMA DIFERENÇA DE PRESSÃO 

Hans George Arens ' <. <) "J. "'-

Escola de Engenharia de São Carlos USP SHS/EESC!USP 

Resumo: A diferença de pressão Llh = kJ.v lvl/2g + k2.dv/dt que se estabelece entre dois 
pontos de um escoamento não permanente unidirecional, pode. muitas vezes. ser utilizada para 
se avaliar em cada instante. a velocidade e a aceleração do escoamento . A determinação de v 
pode ser feita com os métodos numéricos tradicionais utilizados para resolver a equação 
diferencial ordinária k2.dv/dt = Llh(t)-kl .v!vl/2g, a panir de uma condição de contorno 
v(t

0
)=v 

0
. Porém. em muitas situações práticas. a condição de contorno não é conhecida 

tornando a solução do problema inviável. Mostra-se. através da simulação computaciona~ que 
a adoção de uma condição de contorno auxiliar. calculada no instante t0 a panir da própria 
equação mas desprezando-se o termo k2.dv/dt. pode muitas vezes nos conduzir a resultados 
satisfatórios. O desempenho de um tubo de Pitot. em regime não permanente, é apresentado 
como exemplo prático . 

I. Introdução. 

A medição de velocidades ou de vazões. em escoamentos não permanentes. 
normalmente é feita por medidores de resposta rápida entre os quais se destacam os medidores 
eletromagnéticos. os de ultra-som ou outros medidores sofisticados baseados na laser­
velocimetria. Esses instrumentos quase sempre são ligados a sistemas de aquisição de dados 
que facílitam consideravelmente o registro e o processamento dos dados adquiridos. 

A avaliação da velocidade instantânea de um escoamento não permanente. também 
pode ser efetuada indiretamente. através de um transdutor de pressão que mede a diferença de 
pressão .6.h entre dois pontos préviamente escolhidos. É comum recorrer-se a pontos situados 
na entrada e na secção contraída de venturis. bocais ou diafragmas. a pontos situados na frente 
de tubos de pitot ou Prandtl ou. no caso mais simples. a dois pontos situados nas extremidades 
de um trecho retilíneo de canalização . 

De fato. em cada aplicação. aequação de Euler assume a forma geral 

v 2 dv 
Llh= k -+k , -

1 2g - dt ( 1.1) 

onde k I e k2 são parâmetros que normalmente precisam ser determinados experimentalmente. 
Em alguns casos paniculares pode-se calcular os valores de k I e k2 através de expressões 
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algébricas simples, como no caso do escoamento não permanente da figura 1.1 que mostra um 
transdutor de pressão instalado entre dois pontos de uma canalização retilínea. 

Nesse caso 

v( t) d 

f 

L 

Ll.h<t.) 

L__----=========~ 
Fig.1.1 A canalização retilínea 

v 2 L L dv 
fill=c --+-­

r 2g D g dt (1.2) 

o que acarreta k
1 
= cr ~ e k

2 
= L. A expressão (2. 1) pode ser adimensionalisada dividindo-

D g 
? 

se todos os tennos por k 1 ~ onde vr é uma velocidade de referência definida como v =.JiL. 
lo r 
-::;, 

Se o tempo de referência tr. por sua vez. for definido por 1, ~fi e se 

v 
V=­

v 

t 
T=­

t! 

r 

!-.h 
óH = -- -:;-

v k ! 

1 /o 
-::;, 

(1.1) se transfonna em 

dV 
6H=V 2 +k­

dT 

( 1.3) 

(1 .4) 

( 1.5) 

(1 .6) 

( 1.6) 

O presente artigo mostra a detenninação da velocidade V a partir de uma função 
H(t) simulada para um escoamento onde a velocidade é representada por urna função senoidal. 

2. A Simulação Computacional. 

Se a velocidade é representada pela função 

21T 
v= v (I- cos-t) 

o e 
sua adimensionalização conduz a 

V= V0 (I- cos2rrfT) 

(2. I) 

(2 .2) 
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v 

· -·--··--·--·-·-· ·---·T· . 

Fig. 2.1 A solução de (2.3) para k=5 e V0=0 e f=O,l (Runge-Kutta) mostrando 4 intervalos de 
convergência T 0 *-T 0 correspontes a 4 condições iniciais T 0=2 4 6 e 8. 

0 . 5 

Fig. 2.2 Os intervalos máximos de convergência T*-T0 em função de f e k (Vo=l) 

t 
onde f é a razão f= -t (8=período ). Nesse caso a expressão ( 1.1) se transforma em 

dV I I k dT = Y0 (I - cos2niT) ( Y0 (1- cos2niT) + kV0 2nf sen(2niT)- V 2 

(2 .3) 

cuja solução pode ser observada na figura 2.1 . 

Nota-se que para as 4 condições iniciais nos instantes T0 , calculadas através de 

V(T0 ) = .JV0 (1- cos2nfT0 )I(l- cos2nfT0 )!+kV0 2ilfSen(2nfT0 ) 

a convergência entre os valores numéricos e os verdadeiros ocorre nos 4 instantes 
correspondentes T0* e que o máximo intervalo de convergência T0*-T0 depende dos 
parâmetros k. V0 e f. 

3. Um Exemplo Prático 

A equação ( 1.1) também pode representar a pressão h (mca) de um tubo de pitot 
em condições não permanentes que nesse caso assume a forma 
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ou 

v 2 dv 
h=-+k-

2g dt 

h 2gk d dv 
-=I+--­
v2 d v 2 dt 

2g 

que se transforma em 

Eu= 1 +ccr 

u<O 
-~· · 

... • .. ·· 

-1 -0 , 5 

(3.1) 

(3.2) 

(3.3) 

:··.· '. 

o 0 .. 5 

Fig.4 . .3 Os dados experimentais e a regressão linear (reta única c=244 e k=0,025) e as semi­
retas nas regiões cr<O (c=218.294 e k=0.022) e cr>O (c=276.049 e k=0.028) 

d dv 
onde Eu é o número de Euler e cr o número de aceleração defmido como a= - 2 -. A figura 

v dt ~ 

4.1 mostra a reta ( 4.3) obtida experimentalmente no laboratório de Hidráulica do 
SHS/EESC/USP. válida para um tubo de Pitot de d=2mm trabalhando em regime não 
permanente. onde a regressão linear resultou em c=244 o que corresponde a k=0.025. A 
representação das duas nuvens de pontos de cada quadrante (cr<O e v>O), pode ainda ser 
melhorada com o uso das duas semi-retas às quais correspondem respectivamente k=0,022 e 
k=0.0028. 

O tubo de pitot foi utilizado para medir a velocidade v de um escoamento não 
permanente unidirecional (agua). caracterizado por acelerações positivas ou negativas e os 
valores foram comparados com os obtidos com um medidor eletromagnético de resposta 
rápida vP . tomado como padrão. 

A leitura h do tubo de pitot, a velocidade correspondente v e a velocidade padrão 
vP foram adimensionalisados dividindo-se seus valores pelos valores máximos correspondentes 
h0 e v0 (vn= 5.09 rn!s e hn=vn2/2g=1 ,322m) obtendo-se respectivamente H V e VP. A 
equação ( 4 .I) se transforma então em 

dV v" 2 -=-(H-V) 
dt 2gk (3.4) 

que pode ser resolvida. a partir de qualquer instante t0 usando-se a condição de contorno 
auxiliar 
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V(t,) ~ ~ 2~ JIH(t,)l (3.5) 

A velocidade nos demais instantes foi então ser calculada por (Método de Euler-Heun) 

sl + s2 
V(t 0 +~t)=V(t0 )+ 2 (3.6) 

onde 

(3.7) 

(3.8) 

As figuras 4.1 e 4.2 mostram os resultados obtidos em dois escoamentos distintos 
(acelerado e desacelerado) com instantes iniciais de integração escolhidos de to=0,5s e to=0,9s. 
A razão V /Vp mostra que nos dois escoamentos, V e Vp tendem a se igualar rapidamente, ou 
seja. os valores de V obtidos indiretamente através da integração da equação do tubo de Pitot, 
se igualam rapidamente aos valores Vp indicados pelo medidor eletromagnético, usado corno 
padrão . 

i ; 

0,.5 '!1·/ i 

Vp ,. 
/ 

' 

s 
o ') < o 0,5 1,.5 :2 ..t.:-1 

Fig. 4.1 Os valores de V e Vp num escoamento acelerado (vn= 5,09 mls hn=l ,322m). 
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Fig. 4.2 O confronto entre os valores de V e Vp num escoamento desacelerado. 
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5. Conclusão. 

A determinação da velocidade de um escoamento não permanente a partir da 
medida de pressão entre dois pontos, usando-se um transdutor de pressão, é de fato um 
recurso muito útil, que permite ao técnico medir velocidades instantâneas com um sensor 
simples e de baixo custo. É porém necessário que se conheça as características da sua curva de 
desempenho em regime não permanente.O sinal de saída disperso, muito comum nos 
transdutores de pressão, não acarreta grandes dificuldades pois o próprio algoritmo de 
integração atua como filtro e atenua consideravelmente as amplitudes das pertubações contidas 
no sinal original. Quando a condição de contorno não é conhecida, deve-se recorrer à condição 
de contorno auxiliar (regime quase permanente) pois os valores obtidos com o algoritmo 
apresentado convergem rapidamente aos os valores verdadeiros. Finalmente, a simplicidade do 
algoritmo de integração (3 linhas) permite até a obtenção de V em tempo real, desde que o 
intervalo entre os dados de chegada permita sua execução(O,Ol s no exemplo apresentado) . 
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