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1.Introducio

1.1 Resumo Historico

Em algum momento nos ja utilizamos algum tipo de transformagdo (ou transformada), a fim
de simplificar um calculo ou analise matematica. Este recurso tem sido utilizado ao longo dos
anos pois tem se mostrado de grande valia para matematicos, fisicos e engenheiros.

A transformada de Fourier € uma destas transformagdes matematicas que facilitou o trabalho
de muitos estudiosos e cientistas, devido a grande variedade de aplicagdes a que ela se presta.
Nio era de se admirar que com o advento do computador digital, métodos numeéricos fossem
concebidos para se calcular estas transformadas. Entretanto foi somente em 1965 que foi
publicado um algoritmo que permitia este calculo de forma bastante eficiente.

Durante uma reuniao do “president’s Scientific Advisory Commitee”, Richard L. Garwin,
pesquisador da IBM, notou que John W. Tukey tinha uma boa experiéncia em transformada de
Fourier. Como em sua pesquisa Garwin precisava desesperadamente de um algoritmo que
calculasse de modo eficiente esta transformada, perguntou a Tukey que lhe esbogou o que iria se
tornar o conhecido algoritmo de Cooley-Tukey[1].

Garwin, assim que pode, voltou para o centro de computagio do “IBM Research Center” em
Yorktown, onde pretendia ter esta técnica programada. James W. Cooley era um pesquisador
recém admitido no centro, e como tal era o unico disponivel para desenvolver o tal programa.
Sob insisténcia de Garwin, Cooley trabalhou no programa , concluindo-o rapidamente com a
esperanga de ter cumprido o seu trabalho. Entretanto, tamanho foi o sucesso do programa, que
cartas foram se acumulando pedindo basicamente informagdes sobre o algoritmo bem como
copias do programa. Cooley foi entdo convidado a publicar um artigo sobre o algoritmo. Em
1965 Cooley e Tukey publicaram o famoso “An Algorithm for Machine Calculation of Complex
Fourier Series” no Mathematics of Computation. 3]

Depois do trabalho de Cooley e Tukey, muitos outros autores reportaram a utilizagdo de
técnicas parecidas, inspiradas em trabalhos das mais deversas areas do conhecimento. Entretanto
foi a partir do trabalho de Cooley-Tukey que tais técnicas tomaram notoriedade a passaram a ser
conhecidas como “Fast Fourier Transforms” (FFTs).

A fim de podermos ter uma idéia bem clara do que é uma Transformada Discreta de Fourier e
consequentemente de como calculamos uma FFT, devemos dar uma rapida relembrada nos
conceitos basicos de Integral de Fourier, Convolugdo e outros procedimentos matematicos.

1.2. Integral de Fourier

A integral de Fourier ¢ definida pela seguinte expressao:

H(f)= | o (L1)

t & tempo e f é frequéncia. A transformada de Fourier de uma fungdo do tempo sera representada
pela letra maitscula correspondente fungdo da frequéncia. Em geral Transformada é uma fungdo
complexa da forma:



H(f)=R(f)+ jI(f) =| H(f) ") (1.2)

onde R(f) € a parte real da transformada e I(f) € a parte imaginaria.

A transformagio inversa ¢ definida da seguinte forma:

h(t) = [ H(f)e” gqr (1.3)
Alternativamente a transformada de Fourier pode ser definida como:

w0

H(w) = a, Ih(r)e""“'dt : o=2nf (1.49)
h(f) = a, TH(m)e‘*“da) (1.5)

onde os coeficientes a; e a, assumem diferentes valores dependendo da preferéncia do usuario.
Alguns dos valores comumente encontrados na literatura sdo:

a,=1,eaz=%x , ou a]=a2=%/g , ou ainda a,:%}r,eazzl. As equagdes 1.4 e

1.5, impdem como tnica restricio ddko= %x .
Virios autores costumam definir estes coeficientes de acordo com conveniéncias especificas,

por exemplo:

1) Se levarmos em consideragio que a energia total computada no dominio do tempo tem que ser
igual a energia total computada no dominio da freqiiéncia angular, neste caso entdo:

Ihz(t)dt = 2ma} J'IH(a))f dw , e portanto a, = /JE

2) Se, por outro lado, considerarmos a transformada de Fourier como um caso particular da
transformada de Laplace, onde a parte real de s é zero, temos:

o m

L[h(t)] = _[ h(t)e ™ dr = J'h(:)e“‘”f'”"dt, eportanto @, =1 e a, = %}r.

—o -0

A fim de evitarmos estes tipos de discussdes, que podem dar muita margem a duavidas,
Brigham [1] sugere a adogdo das defini¢cdes 1.1 e 1.3 pois estas sdo consistentes com os dois

exemplos anteriores.




A tabela abaixo resume algumas propriedades da Transformada de Fourier.

Propriedades Dominio do tempo Dominio da Frequéncia
Linearidade x(t)+y(t) X(H)+Y(D

Simetria H(t) h(-f)

Escalamento no Tempo h(kt)

70
verl 4
Escalamento na Freqiiéncia H(kf)

Ve A)

Modulagio no Tempo h(t) € 77 H(f-fo)
h(t) -par- H(f) =R(f) -real-
h(t) -impar- H(f) =jI(f) -imaginario-
h(t) -real- H(f) = R(DHHI(f) -par/imp-
h(t) -imaginario- H(f) = R(DHI(f) -imp/par-

1.3 Integral de Convolugio

Uma outra integral importante para o entendimento da Transformada Discreta de Fourier € a
integral de convolugdo, definida da seguinte forma:

)= }(ﬂh(: _ 1)z = x(1)* W), (1.6)

a interpretagdo grafica desta integral, como todos ja conhecemos, corresponde aquele processo
de obtengdo da imagem de h(t) ‘espelhada’ em relagdo ao eixo das ordenadas, efetuar um
deslocamento deste novo h(-t) de uma quantidade t, multiplicando h(t-t) por x(7) e finalmente a
area sub o produto h(t-t)x(t) é o valor da convolugdo para o tempo t.

1.3.1 Teorema da Convolugio no Tempo
Este teorema diz que uma convolugdo no dominio do tempo corresponde a uma multiplicagao

no dominio da freqiiéncia, ou seja:

h(f)* x(1) < H(f)X(f)., (1.7)
Para verificarmos este resultado, basta tomarmos a transformada da equagao 1.6 em ambos
os lados.

Iy(t)?_ﬂmdt = L]:Ix(r)h(r - r)dr}‘“'mdt , (1.8)
trocando-se a ordem de integragdo, e expressdo pode ser reescrita cComo:

o

Y(f)= Ix(r)i:Th(f —~ r)e'””ﬂdr}dr, (1.9)

—0

substituindo o=t-t, a integral entre colchetes reduz-se a:



Ih(o’)e""w(“”)da = g IR Ih(a)e_"w"dcr =g H( ), (1.10)

—m —n

que substituindo em 1.9, temos:

o

Y(f) = [x(2)e 7 H(f)dr = H(f)X(f) (1.11)

—a0

1.3.2 Teorema da Convoluc¢io na Freqiiéncia

Analogamente ao teorema anterior, este diz que uma multiplicagdo no dominio do tempo
corresponde a uma convolugdo no dominio da frequéncia, ou seja:

H)x(1) < H(f)* X(f), (1.12)
a relagdo pode ser facilmente demonstrada, substituindo a equagdo 1.7 na relagdo de simetria da
tabela do item 1.2.

As figuras 1.1 e 1.2 ilustram a importincia destes dois teoremas:

1.4 Séries de Fourier

Uma fungdo periddica qualquer y(t) de periodo T, pode ser expressa por uma série de senos e
cossenos, da forma:

(1) = % + i [a,, cos(2mf 1) + b,,sen(il:p"ot)] , (1.13)

onde f, € a frequiéncia fundamental igual a 1/T,. Os coeficientes das somatérias sio dados pelas
expressdes:

2 (T2

a, = ?af;op y(()cos(2mf,t)dr,  n=0,1,2,3, .. (1.14)
2 Tﬂfz

b, = }‘:J.—r,;z Wt)sen(2mf t)dr, n=1,2,3, .. (1.15)

Alternativamente, a série de Fourier pode ser definida em termos de coeficientes complexos,
quando consideramos uma somatoria de fungdes exponenciais.

W)=Y a,e”™™  onde a, = %(a,, -Jb,) en=0, %1, +2, 43, . (1.16)

esta forma,
. 1 (R - 2mf ! _
“Sr j_my(:)e ar; n=0, +1, 2, 43, ... (1.17)
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Figura 1.1: Representagdo grafica da convolugdo no tempo
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Figura 1.2: Representagdo gréfica da convolugdo na freqiiéncia




1.4.1 Séries de Fourier, um caso especial da Transformada de Fourier

Consideremos uma fungio definida no intervalo -T,/2< t < Ty/2, por exemplo a fungdo
triangular h(t) ilustrada na figura 1-3. A fungdo periodica y(t) pode ser obtida a partir de h(t)

através da convolugdo de h(t) pela somatéria »_ &(¢ —n7,), conforme a figura 1-3(a), (b), e

(e). Sabemos, entretanto, que a convolugdo no tempo corresponde a multiplicagdo na
frequéncia, e portanto:

y(O)=m)*x(1) o Y(f)= H(f)X(f), e x(1)= i&(: —nT,) (1-18)

et 23] w -2 o

n=—m

Portanto a transtormada de Fourier de uma fung@o periodica € um conjunto de infinitas
senoides (i.e, um conjunto infinito de impulsos no dominio f), com amplitudes iguais a H(n/T,).
Lembrando que, segundo a equagdo 1-17, o, € calculada no intervalo -T,/2< t < T,/2 e que
neste intervalo h(t)=y(t), podemos escrever:

= Toi2 e~/ 2mot =1 —L 2 i
= Ir;zh( o dt = H(nf)_T;H[Tj (1-20)

Os coeficientes derivados da Transformada de Fourier para fungdes periodicas sio,
portanto, os mesmos calculados da série de Fourier.
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Figura 1.3: Série de Fourier como um caso especial da transformada, demonstragio grafica
através do teorema da convolugio.




2. Discrete Fourier Transform (DFT - transformada discreta de Fourier)

O processamento digital de sinais trabalha intrinsecamente num dominio de tempo
discreto, ou seja, as grandezas fisicas (sinais) s3o invariavelmente amostradas e discretizadas a
fim de poderem ser processadas convenientemente. Por exemplo, dada uma fung@o h(t), cuja
transformada € H(f), a amostragem corresponde a multiplicagdo de h(t) por um trem de
impulsos equidistantes de um tempo T (chamado de periodo de amostragem). Lembrando o
teorema da convolugdo, sabemos que esta multiplicagdio no tempo correspondera a uma
convolugdo na frequéncia (vide figura 2-1(a), (b) e (c)). Observando as figuras podemos notar
duas inconveniéncias das fungdes obtidas: a primeira refere-se a pequena distorgdo observada
na transformada do sinal amostrado em fungdo da superposi¢cdo de espectros em razido da
convolugdo, este problema pode ser minimizado diminuindo-se o periodo de amostragem,
porém isto aumenta o numero de amostras a serem consideradas o que também ¢é
inconveniente.

O outro ponto inconveniente é que a transformada obtida € uma fungdo continua,
também nio conveniente para a manipulagdo digital. A fim de diminuirmos o problema de
subreposi¢do (aliasing), consideramos somente o certo numero de amostras do sinal
amostrados, isto corresponde a multiplicarmos o sinal amostrado por uma ‘janela’ retangular,
cujo espectro também sera convoluido ao espectro anteriomente obtido (figura 2-1(d) e (e)).
Quanto maior for a ‘janela’ retangular, tanto mais préximo do impulso unitario sera a sua
transformada (senf/f), portanto menor sera a sua imfluéncia sobre a tranformada original
depois da convolugio.

A transformada da figura 2-1(e) ainda ndo € aceitavel pois através dos meétodos
computacionais somente valores amostrados podem ser obtidos. Desta forma, devemos
considerar uma amostragem do sinal no dominio da frequéncia, que desta vez corresponde a
uma convolugdo do sinal amostrado no tempo por um novo trem de impulsos (figura 2-1(f) e
(g)). Esta ultima forma € bastante conveniente pois ambas as fungdes (no tempo e na
frequéncia) sdo representadas por valores discretos. Note também que a amostragem no tempo
correspondeu a uma fungdo periddica na frequéncia, e que a amostragem na frequéncia
correspondeu a uma fungdo periodica no tempo. A transformada discreta de Fourier, portanto,
requer que ambas as fungdes (de tempo e frequéncia) seja modificadas de forma a se tornarem
periddicas.

Matematicamente podemos seguir o mesmo procedimento para otermos a expressido da
transformada discreta de Fourier.

M)A, (1) = h(t) S 8(t — kT) = _ih(ma(: _k7) (2-1)

O resultado da multiplicagdo pode ser conferido na figura 2-1(c), considerando agora uma
janela de amostragem retangular definida como:

~T T
H)=1 S L-5 2-2)
=0 otherwise

temos portanto:

10



h(0)A,(0)x(1) = Zh{kf) (1-&T) (2-3)

O dltimo passo é fazer a amostragem no dominio da frequéncia, para isto basta
efetuarmos a convolugdo da fungdo no diminio do tempo. Supondo que a amostra acima
possua N valores, entdo a fungdo de convolugio sera um trem de impulsos com espagamento
igual a T, (T,=NT)

h(r) = [A(2)A, (£)x( ()]*A, (1) = 1;,; gh(kf)s(r-kr—rro)] (2-4)

A transformada discreta de Fourier pode ser obtida calculando a transformada de # (1).

Devemos lembrar que /(f) é apenas uma aproximagio de h(t), e pelo fato de ser periddica a
sua transformada por ser calculada pela expressdo 1-19 (série de Fourier).

— ’! 2 1

HGJZZmﬂfﬂm) Jo=7 @)
) L

onde,
= __Irﬂ:-fzh(t _szrﬁ df n:(), =4 iz, i_37 (2—6)

substituindo, temos:

T,-T/2

1 o ] " - j2mnt = J2mkn
a, = FL % T;mg h(KT)S(t — kT = rT,)e ™/ dt = 3" h(kT)e **"/ (2-7)

() 33 ir)e = (2-8)

n=—wmk=0

Como a transformada ¢ periddica, esta pode ser representada pela expressio:

N-1
G[%) = g(kT)e ™ | n=0, 1,2, ... N-1 (2-9)
k=0

analogamente a anti-transformada sera dada pela expressio:

N-1
g(kT) = IZG( ]“"’"”", k=0, 1,2, ... N-I (2-10)

11
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Figura 2.1: Desenvolvimento grafico da transformada discreta de Fourier
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3. A Transformady Ripida de Fourier
3.1 Introducie

dominio da frequéncia. Consiste em umg importante ferramenta matematica para 5 mais
diferentes areas: acustica, otica, teIecomuxﬁcagc‘)eS, "Speech", Processamento de sinais,
processamento de imagens, entre outros. Em sistemas de tempo discreto, a Transformada

A fim de tornar mais simples esta dedugio, ¢ conveniente adotarmos o comprimento
N como sendo N=2Y onde v € um nimero inteiro, Apesar da aparente limitago, 5 FFT base 2
ou Radix-2, comg € chamado este tipo de FFT, ¢ amplamente utilizada, dada 5 Sua simplificada
implementaq:éo e rapida €Xecucdo. De fato, em muitos casos podemos ajustar o comprimento dag
amostras de formga 3 atender esta limitaggo.

Seja a DFT da amostra x[n], n=0,1,2, .. N-1:

N-1
X[k] = X x[n] 72mni/N k=0,1,.. N-1 (3.1)
n=0
Fazendo W, = e'ﬂw, temos a expressio: (3.2)
N-1
X[k] = X x[n] W,k k=0,1,... N1 (3.3)
n=0)

13



Nas expressdes acima notamos que tanto x[n], como W, podem ser nameros
complexos. Dessa forma, pode ser facilmente verificado [2] que © calculo da DFT diretamente
pela expressao (3.1) ou (3.3) envolve N2 multiplicagdes € N(N-1) somas de numeros complexos,
ou, para efeito de computagao, 4N2 multiplicagoes € N(4N-2) somas de numeros reais.

Assim, a decomposi¢do sucessiva da expressdo (3.3) em DFT menores, propriedade
garantida pela escolha conveniente de N Radix-2, associada as caracteristicas simétricas €
periodicas de Wy proporcionam uma reducdo eficiente dos calculos envolvidos na determinagao
da DFT de x[n]. A redugdo de operagdes matematicas pela decomposigdo do calculo da DFT
pode ser intuitivamente demonstrado atraves da relagao:

multiplicagdes reais somas reais

Calculo de 1 DET de N
Calculo de 2 DFT de N/2
Redugdo de operagoes:

~50%(N grande) ~50% (N grande)

Quando a decomposi¢do do cilculo da DFT € baseada na decomposigdo da
seqiiéncia x[n] tém-se 0S algoritmos de decimagdo no tempo (DIT-FFT). Por outro lado, quando
o calculo da DFT € baseado da decomposigao da seqiiéncia de saida X[k], tém-se OS algoritmos
de decimagdo em frequéncia (DIF-FFT). Nas secoes seguintes sera mostrado as dedugoes de
cada um destes tipos de algoritmos de FFT.

3.2.1 Decimagiio em frequéncia.

Consideremos 0 €aso particular onde N=8, com amostras temporais dadas por x[0],
x[1], ..., X[7]. De (3.3) vem:
7

X[k] = 'Z=0x[n] W, k=0,1,..,7 (3.4)

que pode ser expandido (abreviando W, por W):
X(0)=x(0)*W0+x(l)“W0+x(2)*W°+x(3)*W0+x(4)*W0+x(5)*W0+x(6)*W0+x(?)*WO
X(1)=x(0)*WO+x(1)*W Lx(2)*W2+x(3)*W 34x(8)*WHxX(5)*W 5+x(6)*wﬁ+x(7)*w7
X(2)=x(0)*W°+x(1)*W2+x(2)*W4+x(3)*W6+x(4)*W3+x(5)*W‘0+x(6)*W12+x(7)*W14
X(3)=x(0)*W°+x( 1)*W3+x(2)*W6+x(3)*W9+x(4) *W12+x(5)*W15+x(6)*W13+x(?)*W21
X(4)=x(0)*W0+x(1)*W4+x(2)*W8+x(3)*W12+x(4)*W 164+x(5)* W20+x(6)*wz4+x(~,)*wzs
X(5)=x(0)*Wo+x(1)*W 5+x(2)*W10Hx(3)*W 15+x(4)*w20+x(5)*W25+x(6)*w30+x(7)*w 35
X(6)=x(l{:|)"‘W0+x(1)“‘\7\/‘5'+x(2)“‘\h712+x(3)"‘W“‘34-7((4)"‘‘~’5/1‘1‘+>{(5)"‘W3‘1‘+x(6)"‘W3‘5+x(’,')“‘W‘“2
X(’.-')=x(0)*W“+x( 1)*W7+x(2)*w l4+x(3)*w2 1+x(4)*w23+x(5)tw3 5+x(6)*W42+x(7)*W49

A periodicidade € simetria dos W (também chamados de »Twiddle Factors") para N=8
pode ver melhor compreendida através da figura 3.1 abaixo, e verificado pela tabela 3. 1,

14



Figura 3.1: Simetria e Periodicidade dog "Twiddle Factors" para 8 pontos.

Tabela 3.1 - Valores Numéricos dos "Twiddle Factors" para 8 pontos .

TWIDDLE FACTOR ] VALOR
0
. ( |
g 4 0.7071 - j0.7071
Wg = I " =
2 - _
Wg = 3004 E
<0.7071 - j0.7071
-1
5 ;
We = -i5IT/4 _ W -0.7071 +30.7071
8 " e 8
6 . 2 ;

WS = e‘.L 2 _ Ws J
I ___
T > 0.7071 +j0.7071

Wy = I -Wg ' L

Devido a periodicidade de W podemos escrever:
WO=W3=W16=W24=W32=W40=W48=W56
Wl=w9- W17 = w25 _ W33 = w4l - W49 = W57

W7=W15=W23zw31 =W39=W47=w55=W63

15



Devido a simetria:

wo = -w4
wl = -W3
w2 = -wé
w3 = -W7
Logo vem:

X(O)=x(0)+x(4)+x(2)+x(6)+x(1)+x(5)+x(3)+x(?)

X(4)=x(0)*W0+x(4)*W0+x(2)*W0+x(6)*W0-x(1)*WO-X(S)*WO—XG)*Wo—x(7)"'W0
X(2)=x(0)*w0+x(4)*w0-x(z)*w0-x(s)*w0+x(1)*w2+x(5)*w2-x(3)*w2-x(7)*w2
X(6)=x(0)*w0+x(4)*w0-x(2)*w0-x(s)*wo-x(l)*w2-x(s)*w2+x(3)*w2+x(7)*w2
X(1)=x(0)*WO-x(4)*w0+x(2)*w2-x(6)*w2+x(1)*w1-x(S)*w1+x(3)*w3-x(7)*w3
X(5)=x(0)*wO-x(4)*w0+x(2)*w2-x(6)*w2-x(1)*wl+x(5)*w1-x(3)*w3+x(7)*w3
X(3)=x(0)*Wo-x(4)*W0-x(2)*W2+x(6)*W2+x(l)*W3-x(5)*W3+x(3)*W1—x(?)*W1
X(7)=x(0)*wO-x(4)*w0-x(z)*w2+x(6)*w2-x(1)*w3+x(5)*w3-x(3)*wl+x(7)*w1

Obtem-se:

X(0)=x(0)+x(4)+x(2)+x(6)+x(1)+x(5)+x(3)+x(7)
X(4)=[x(0)+x(4)+x(z)+x(6)-x(1)—x(S)-x(s)-x('f)]*wO
X(2)=[x(0)+x(4)1*w0+[-x(2)-x(6)1*w0+[x(1)+x(5)1*w2+[-x(3)-x(7)1*w2
X(6)=[x(0)+x(4)1*w0+[—x(2)—x(6)1*w°+[-x(1)-x(sn*w2+[x(3)+x(7)1*w2
X(1)=[x(0)-x(4)1*w0+[x(2)—x(6)]*w2+[x(1)-x(5)1*w1+[x(3)-x(7)1*w3
X(5)=[x(0)-x(4)1*w°+[x(2)-x(6)1*w2+[-x(1)+x(5)]*w1+[-x(3)+x(7)1*w3
X(s)=[x(0)-x(4)1*w0+[-x(2)+x(6)1*w2+[x(1)—x(sn*w3+[x(3)-x(7)1*w1
X(7)=[x(0)-x(4)1*w0+[-x(2)+x(6)]*w2+[-x(1}+x(s)]*w3+[-x(3)+x(7)]*w1

Rearranjando obtemos:

X(O):x(0)+x(4)+x(2)+x(6)+x(1)+x(5)+x(3)+x(?)
X(4)=x(0)+x(4)+x(2)+x(6)-[x(l)+x(5)+x(3)+x(7)1*w0
X(zﬂxw)ﬂ@)-x(z)-x(s)l*w0+[x(1)+x(5)-x(3)-x(7)1*W2
X(6)=[[x(0)+x(4)-x(2)-x(6)1*wo-[x(1)+(x(5)-x(3)—(x(?)]*w21*w0
X(1)=tx(0)-x(4)]*w0+[x(2)-x(6)1*w2+[x(1)—x(S)]*wl+[x(3)-(x(7)]*w3
X(SH[x(O)-x@)]*w0+[x(2)-x(6)]*w2-[x(1)-(x(5)1*w1-[x(z)-(x(7)1*w3]*w0
X(s)=[[x(0)—x(4)1*wO-[xtz)-x(s)l*w21*w0+[[x(1)—(x(sn*w1-[x(s)-x(7)]*w3l*w2
X(7)=[[[x(0)-x(4)1*wO—[x(z)—x(én*wzl*wo-[[xm—(x(sn*wl-[x(s)-x(7)]*w3]*w21*w°

A partir das expressoes acima chega-se ao diagrama da figura 3.2.
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Figura 3.2: Diagrama da DIF-FFT para N=8.

O diagrama da figura 3.2 indica uma forma sistematica de calcular a FFT de uma
sequéncia de 8 pontos. Pode-se observar que unidade elementar de computagio que aparece
neste grafo em trés estagios (note que 8=23) € a estrutura Butterfly, representada na figura 3.3.

= . N @ P+Q

k
W,
Q -1 ®O—— pP-awk

Figura 3.3: Fluxograma de uma estrutura Butterfly Radix-2 para DIF-FFT

3.2.2. Decimagio no tempo.

Vamos fazer agora a deducdo analitica do algoritmo FFT de decimagdo no tempo,
Radix-2.

Diretamente de (3.3), separando os pontos pares e impares, a fim de decompor a
DFT pelas amostras temporais, vem:

X[k] =2 x[n] W,/ + X x[n] W,k k=0, 1,..,N-1. (3.5)
n par n impar
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ou melhor (introduzindo a variavel r):
N/2-1 N/2-1
X[k] =2 x[2r] (WD) + Z x[2r+1] (W A)™ k=0, 1, .., N-1. (3.6)
=0 =0

sabendo que:

w2= 22N _ 2R — vy 3.7)
VEem.:
N/2-1 N/2-1
X[k] =2 x[2r] Wy, & +W, X T x[2r+1] W,,,;® = Gk]+ W, *H[k] (3.8)
=0 =0

onde G[k] e H[k] sdo as transformadas decompostas, que calculadas da mesma forma que X[k]
resultam em:
N/4-1 N/4-1
Gk =Z gl[2r] Wy X+ Wy* I ga[2rt1] W™
=0 =0

G1[k]+ W.XG2[k]  (3.9)

N/4-1 N/4-1
H{k] =Z hi[2r] Wk + Wt ghz[zrmww:“ = HI[k]+ Wy,,"H2[k] ~ (3.10)
=

de onde se conclui que a expressio da DFT de decompde sucessivamente seguindo a estrutura
Butterfly dada pela figura 3.4 abaixo:

B , ® p+awk

Q it = ® P-awk

Figura 3.4: Estrutura Butterfly Radix-2 para DIT-FFT
O diagrama da DIT-FFT pode ser dado pela figura 3.5 abaixo.

Tanto a decimagio em frequéncia como a decimagdo no tempo requerem (N/2)log,N
multiplicagdes complexas e Nlog,N somas complexas.
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Figura 3.5: Diagrama da DIT-FFT para N=8.

3.2.3. Bits na ordem reversa.

Nas figuras 3.2 ¢ 3.5 pode-se observar que a ordem dos X[k] de saida nio corresponde a
mesma ordem dos x[n] de entrada. Geralmente quando as amostras de entrada sdo fornecidas na
ordem normal (x[0], x[1], ..., X[N-1]), a seqiiéncia de saida & gerada na ordem reversa dos bits
do indice k. O ordem reversa dos bits pode ser melhor compreendida com o auxilio da tabela 32
onde aparecem todos os indices na ordem reversa para N=8. Observe que a coluna BIT-REV.
INDEX fornece a ordem dos X[k] de saida.

Tabela 3.2: BIT - REVERSO para uma 8-Point Radix-2 FFT

INDEX BIT PATERN | BIT-REV.PATERN | BIT-REV INDEX
0 000 000 0
1 001 100 4
2 010 010 2
3 011 110 6
4 100 001 1 ]
5 101 101 5
6 110 011 3
7 1 111 111 7

Dessa forma algoritmo de FFT deve dispor também de um algoritmo de rearranjo das
amostras na ordem reversa dos bits.
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3.2.4. Algoritmos de Cooley-Tukey[3]°

A eficiéncia dos algoritmos de FFT consiste no ajuste do tamanho das amostras a um
nimero N conveniente, de tal forma a aproveitar a simetria e periodicidade das exponenciais (os
twiddle factors). Assim, existe uma série de algoritmos [1] para N na base 2, 4, 8 ¢ até 16. Ndo €
escopo deste trabalho mostrar aqui toda esta série de algoritmos, uma vez que sua dedugio se
aproxima muito da dedugdo do algoritmo de base 2 demonstrado nas se¢des anteriores. Na figura
3.6 esta esbocado uma estrutura do tipo Butterfly Radix-4.

Figura 3.6: Esquema da estrutura Butterfly para Radix-4 (sem 0s coeficientes)

Convém, no entanto, demonstrar rapidamente a dedugio da FFT para o caso de N=N;N,.

Sejam:
n=N,n +n, 0<n<Nji-leO<m<s N,-1 (portanto 0 <n<N-1 ) 3.11)
k=k, +Npk;, 0<k <Nj-le 0<k;<Ny-1 (portanto0<k<N-1 ) (3.12)
Assim:
Np-1 Nyl
X[] = X[k + Nykg] = & x[Ngny + ny] Wy eKmwg Wy Nikamzgy, NNkt (3.13)
n2=0 I'Il=0

A tabela 3.3 abaixo ajuda a compreender melhor a expressdo (3.13)

Tabela 3.3: Mapeamento bidimensional de uma seqiiéncia x[n], n=0, 1, ..., NyN,-1
n\ n| 0 N;-1
0 x[0] x[(N;-1)N2

N;-l K[N.Z-I] .:. X[Nliqz—l]

Sendo: WogNkim = yyplam -y Nikanz — oz ¢ Wy NiINkant = 1 5 expressdo (3.13) pode
ser escrita:

Nz-‘} Nl-l
X[k, +Nk]= Z . Z  x[Npnj+m] Wi R Wkt | Wy (3.14)
ﬂ2=0 n1=(}
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Nj-1

sendo G, , ky] = Wn "™ X x[Nyn; +ny] Wi, ¥™  0<k; <Nj-le 0<ny <Nyl (3.15)
1'l|=0
Temos também:
Nj-1
= 3 . kanz o .

ny =)

O calculo de G[n,, k] segue 0 mesmo procedimento demonstrado e tem-se assim

recursivamente a expressio completa do calculo da DFT.

Na tabela 3.4 abaixo ¢ mostrado o nimero de operagdes matematicas envolvidas em

varios casos no calculo da FFT.

Tabela 3.4: Operagdes requeridas no calculo da FFT em diferentes bases, com N=4096 (212

)

ALGORITMO NUMERO DE NUMERO DE ADICOES
N = 4096 MULTIPLICACOES
RADIX - 2 81.924 139.266
RADIX - 4 57.348 126.978
RADIX - 8 49.156 126.978
RADIX - 16 48.132 125.442
DFT direto 67.108.864 67.100.672
- FFT para N fatoravel

Quando o nimero de amostras N pode ser decomposto em fatores quaisquer, pode
ser utilizado algum algoritmo de FFT. A eficiéncia e praticidade deste algoritmo vai depender do
numero de fatores e de seus valores.

Pelo que ja foi exposto, pode-se deduzir que um DFT de N pontos pode ser
subdividida sucessivamente um niimero de vezes igual ao numero de fatores que formam N. Em
cada uma destas subdivisGes, a estrutura Butterfly pode ser diferente, pois vai possuir o niimero
de ramificagdes igual ao valor do fator. Assim, em muitos casos os coeficientes W ni3o serio
simétricos e/ou periodicos em alguns niveis, ou mesmo em todos. Todavia, podem ocorrer
algumas simplificagdes que possam diminuir consideravelmente o nimero de operagdes
envolvidas. Cada fatoragdo de N pode resultar em algoritmos diferentes. De fato qualquer
numero N que possa ser fatorado em pelo menos dois nimeros primos (diferentes de 1)
proporciona um algoritmo de FFT com menos célculos que a DFT direta.

3.3.5. Implementag¢io da FFT utilizando escalonamento (Scaling)

Para o cilculo da FFT, se faz necessirio um escalonamento dos resultados
intermediarios para prevengio de possiveis "overflows'. Um processador da familia TMS320, por
exemplo, possui algumas caracteristicas otimizadas para o processamento digital de sinais. Uma
delas seria a disponibilidade de "on-chip shifters" para escalonamento. Para evitar a possibilidade
de "overflow" a cada estagio da FFT o dado deve ser escalonado (dividido) por dois. Desta
forma, se um algoritmo de FFT é constituido de "M" estagios, a saida tera sido escalonada de
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2M = N, sendo N o numero de pontos da FFT. Isto funciona muito bem quando se trata de
dados reais na entrada Para amostras com componentes complexas, maior cuidado deve ser
tomado e um novo escalonamento deve possivelmente ser necessario

4. FFT: Aplica¢oes e cuidados na implementacio

Apos definir qual o algoritmo de FFT sera utilizado, seja ele do tipo radix-2, 4, 8, com
decimagdo no tempo (DIT) ou freqiiéncia (DIF), nos vemos diante de um problema de avaliagdo
dos resultados obtidos. Cabera ao usuario, dentro da necessidade e da aplicagdo de cada um,
avaliar os problemas que certamente serdo encontrados e o quanto afetardo determinada
aplicagdo.

Se prepararmos uma seqiiéncia de entrada, constituida da somatoria de trés sendides de
igual amplitude, com freqiiéncias aleatorias, e com amostragem respeitando o Critério de
Nyquist, por que obtemos como resposta do algoritmo de FFT, as trés raias das mesmas
senodides, nas freqliéncias corretas, mas com formato e magnitude diferentes? Se observarmos a
figura 1, notaremos que quando limitamos a seqiiéncia de entrada em um nimero finito de
pontos, o sinal a ser analisado, podera ou no ter terminado um ciclo completo.

{\ (\ III',II 1|’||I1 II'.} II'E:I o [\I [\ f\ (" (\ ;|| ﬂ
\)" l 'U "'|, | NIRRT I'U |II r o Adtual input

M :

b Time rovorg
Hategral nember o l ; L by Time recore
4 |
I

CuEles in DM T T

l | \} | ‘
i %/\ N\P
WV VIV

¢t Assumed input

¢! Assumed inpu’
{matches actual inputl

Figura 1.a: Sinal de entrada periddico Figura 2.b: Sinal de entrada ndo-periédico

Quando definimos o numero de linhas "N" (N=128, 256...) da nossa FFT, definimos o
nimero de raias distribuidas entre 0 Hz e a freqiiéncia de amostragem.
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Fsample
df = _____’\"; S (4.1)
N

A equagdo acima determina a distancia entre uma linha e outra. Caso a freqiiéncia de uma
componente do sinal a ser analisado seja exatamente um multiplo de "df", obtém-se o caso da
figura 1.a. Obteremos entio, um espectro de uma tnica raia, com magnitude correta (melhor
caso). Mas, em contrapartida, se esta freqiiéncia nio for multipla de "df", figura 1.b, obtém-se
um espectro mais "espalhado”, e com uma atenuagdo, no pior caso (entre um multiplo e outro),
de até 37% (3.9dB), na magnitude. A este "espalhamento" devido a frequéncia de alguma
componente do sinal nio ser multipla de "df", é dado o nome de leakage.

Uma forma de melhorar o problema causado pelo leakage é a aplicacio correta do
"janelamento" sobre a seqiiéncia de entrada.

4.1. Janelamento (windowing)

O efeito do janelamento, no dominio do tempo, pode ser mostrado através da figura 2.
Pode-se notar que o problema est4 nos extremos da parcela amostrada do sinal, e que o centro
mostra uma boa onda senoidal. Ao se multiplicar o sinal de entrada (dominio do tempo) por uma
funcdo que seja zero nos extremos do periodo, concentra-se os calculos da FFT no centro. A este
tipo de fungdo da-se o nome de fun¢do janela (window function).

I
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i

Figura 2: Efeito da janela no dominio do tempo
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Uma infinidade de tipos de janela pode ser encontrado. As mais conhecidas sdo: Uniform
(retangular), Hanning, Flattop, Blackman, Kaiser e Bessel Como ilustragdo, sao apresentadas
algumas delas na figura 3.

Ea Fial Top
( .'\
748 "._
i B \
- [ - z ™
!’-// e _ Kriser-Resce
/f/f \\ Rectangular |
P \ \-__J—Hannm;: -
i j i N e
1} e s &
! 7 7 TR
| S ! o
1 ,//' ,'f \ ™. \\\-.
| J h f Ny
ok = y e —
[E! —m._,ﬂ__h ) T2 B — =
e e —
| -0 33
|
L

Figura 3: Janelas Retangular, Hanning, Kaiser-Bessel ¢ Flat-Top

Cada uma das janelas possuem suas qualidades e desvantagens. Terdo um melhor
desempenho dependendo da aplicagdo. Como exemplo, na anilise de sinais transitorios, se for
utilizada uma janela do tipo Hanning, nota-se, figura 4, uma grande perda de informagdo. Neste
caso especifico, a janela retangular € a mais indicada.
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Figura 4: Perda da informagdo dos eventos transientes pelo janelamento

A anilise do desempenho das janelas no caso de entrada senoidal é¢ mostrada a seguir.
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Figura 5: Melhor caso (a) e pior caso (b) da andlise de uma sendide usando janela retangular.

Como € mostrado na figura 5 (acima), a janela retangular apresenta um 6timo resultado no
caso da freqiéncia ser multipla (melhor caso), mas um problema de leakage grande para
frequéncias nao multiplas. Atingindo 3.9 dB (37%) de atenuagdo e um sensivel "espalhamento",
no pior caso.

No caso da janela tipo Hanning, mostrada logo a seguir (figura 6), nota-se para este caso
especifico, um desempenho melhor de maneira geral.

@ AUTD SPEC CH. A [ ] STORED pea TN L J.CdB
1 2C.CaB 1,000 RME BOOB Xy 16l 0HzZ
X OHz = 3. 2eMHz LIN
SETJF 51 mAL 2 TCTAL 1 C.COCBSYREF
ac ; - et _.A.-—..
a) : HANNSNG  TETGHTING :
R e [P i g
i e BEET CASE w= :
-2¢ o _— = =
o A s + - S
i 2 hines
60— I
i1 TS 1.0k 1.5k 2.0k .5 3.0
2 4 —
1 -
b) 1 i
.
o+ TR e e = iy
1 e FORST CASE =a .
-20 —— — — — SRS
P I | :
i }u\'/ 14 lines
|
-] C. % 1.0k 1.8k 2.0x .5k 3.0k
1 AUTO SPEC CH. A MAIN Y1 -1. 4aB
Y+ 20.0cdB /1.00J RMS BOdBE ¥1  1600Hz
X1 DHz + 3, 2kHz LIN
SETUF w1 8Ar 2 TOTAL v 0.0cBSYREF pooae

Figura 6: Melhor caso (a) e pior caso (b) da analise de uma sendide usando janela Hanning.
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Apesar de notar-se um leve "cspalhamento” no espectro no melhor caso, 3 linhas, este
quadro nido piora muito no pior caso, atingindo 14 linhas. Nota-se ainda, uma atenuagao na
magnitude, atingindo 1.4 dB (16%), no pior caso.

A figura 7, abaixo, mostra o desempenho da janela Flartop. Nota-se que apesar do espectro
apresentar cerca de 10 linhas para representar o sinal, praticamente ndo houve atenuagio entre o
melhor e o pior caso (< 0.01 dB) Na parte seguinte, sera dada uma visdo geral das aplicagdes de
cada janela apresentada.
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Figura 7: Melhor caso (a) e pior caso (b) da anélise de uma sendide usando janela Flat Top.

4.1.1 Janelas - Areas de aplicacio

Apos ter sido mostrado que a utilizagdo de cada tipo de janela depende do tipo de
aplicagdo, serdo apresentadas as principais areas que cada uma ¢ utilizada.

Como visto anteriormente, a janela retangular é geralmente utilizada para anélises de
sinais transitorios, e também, de sinais aleatorios de excitagdo. No caso da janela de Hanning, ha
um campo muito grande de aplicagdes. Como exemplo, pode ser citado: analise de sinais
continuos, andlise de sinais de excitagdo aleatoria, alguns casos de sinais transitorios, entre
outros. Para analise de sinais para efeito de calibragio e medi¢io de amplitude, utiliza-se
principalmente a janela Flattop.

4.2 Resolugio em Freqiiéncia
Ao analisar sinais no dominio da freqiiéncia, nos depara-se muitas vezes, com o problema

de resolugao em freqiiéncia. Para melhor ilustrar, é dado o exemplo apresentado a seguir.
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Aplicamos a Transformada Discreta de Fourier (FFT), numa sequencia constituida da

somatoria de quatro senoides de frequéncias f1 = 3000 Hz, f2 = 3030 Hz, f3 = 3060 Hz e f4 =
10000 Hz.

x[n] = sin(2x f1 t) + sin(2n 2 t) +sin(2x 3 t) + sin(2x 4 t)

Sendo a freqiiéncia de amostragem 51280 Hz e uma FFT de 2048 linhas, obtém-se-

FFT do sinal original nas quantizads — Fo=51200 Hz — 2048 plos
40 T T T T T

Magnituda [dB]
o

I
(=}

-20

Frequencia [Hz] x10*

Figura 8: FFT do sinal x[n] = sin(2n f1 t) + sin(2n £2 1) + sin(2n {3 1) + sin(2m 4 t).
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FFT do <inal original nao quantizado — Fa=51200 Hz - 2048 plos—Zoawrn
30 T T T T T _|

25F
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o

1 1 i  al:

— 1 0 L
2600 2800 3009 3200 3400 3600 3800

Frequencia [Hz]

Figura 9: Zoom de trecho do grafico da figura 8.

Se for dada a atengdo num pedago apenas do espectro(figura 9), observa-se que ndo se tem
definigdo das freqiiéncias proximas. Para aumentar a resolugdo deste espectro, pode-se aumentar
o numero de linhas. Com isto, para casos onde se necessita de muita defini¢do, "N" se tornara
muito grande, ocupando muito espago na memoria para armazenar os dados, e gastando muito
tempo no calculo. Outra maneira, é reduzir a freqiiéncia de amostragem. Ou seja: reduzir a taxa
de amostragem do sinal e aumentar o tempo da coleta, de tal modo que o nimero de pontos
coletados seja mantido. E necessario entretanto, fazer uma filtragem anterior a redugdo da
amostragem, evitando assim, o problema de aliasing. No espectro apresentado a seguir (figura
10), o problema € mostrado mais claramente.
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Figura 10: Sinaj X[n] = sin(2n f1 1) + sin2n 2 1) + SIN(2m {3 t) + sin(2n f4 t) amostrado a 12800Hz.
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Figura 11: Zoom de um trecho do grafico da figura 10.

Nota-se que, apesar de aumentada a resolugdo, a freqiiéncia de 10000 Hz aparece numa
posigdo incorreta, devido ao problema de aliasing.

No caso de efetuar-se a pre-filtragem, elimina-se o problema de aliasing e obtém-se uma
melhor resolugio no espectro (figuras 12 € 13).

Quando se faz necessario uma resolugdo melhor, no caso de altas freqiiéncias, pode-se
lancar mdo de uma das propriedades da transformada, utilizando-se um shift em freqiiéncia.
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FFT do sinal decimado (Filtrado e com Fa reduzida) - 2848 ptos
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freqiiéncia de amostragem mais baixa.
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Figura 13: "Zoom" de trecho do grafico da figura 12.
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