A GENESE DA ALGEBRA ABSTRATA

introducao

Ate uma epoca recente, a palavra "afgebnra" desig-
nava essencialmente aquela parte da matematica que se ocupa
do estudo das eperacoes entre numeros e fundamentalmente

da resolucao de equacoes.

Nesse sentido, pode-se dizer que esta ciencia tem
despertado o interesse da humanidade desde o comeco de seu
desenvolvimento cultural. Assim, encontram-se rastros de U
ma algebra primitiva nas tabuas de argila dos Sumerios. No
papiro Rhind - documento egipcio que data aproximadamente
do ano 2000 a.C. - se consideram problemas de distribuicao
de viveres e outras mercadorias que conduzem a equacoes sim
ples. Ainda, nos textos cuneiformes da antiga Babilonia, en

contra-se a classica regra para a resolucao de equacoes de

segundo grau.

Ja se disse algures que, em matematica, os grandes
progressos estao sempre relacionados a capacidade de elevar

-S€ um pouco mais no campo da abstracao.

Isto & particularmente verdadeiro no caso da alge-
bra, porém nao pretendemos esbocar aqui uma historia do seu

desenvolvimento, desde seus comecos mais ou menos obscuros
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ate os nossos dias. IremoS ocupar-nos apenas de um proces-
so que se operou no decorrer do seculo passado, quando te-

ve lugar uma mudanca substancial no carater desta ciencia.

A 3lgebra classica estudava equacoes numa situa-
¢3o relativamente concreta. 0 emprego de letras para desig
nar as incognitas e os coeficientes das equacoes permitia
dar tratamentos gerais para diversos tipos de equacoes,mas
subentendia-se sempre que estas letras representavam nume-
ros (naturais, inteiros, racionais, etc) trabalhando-se

com estes em forma mais ou menos intuitiva.

No seculo XIX alargou-se consideravelmente o con

ceito de operacao. Nao mais se restringe 0 estudo as opera

coes classicas - adicao, subtracao, multiplicacao, etc

mas di-se ao termo um sentido bem mais amplo. A “3dlgebra

passa a estudar determinados conjuntos entre cujos elemen-
tos estao definidas operacoes, ocupando=-Se fundamentalmen-

te das propriedades destas e esquecendo propositadamente 2

natureza dos entes com os quais opera. Esta descricao deve

Parecer um tanto obscura ao leitor nao familiarizado  com

0 assunto; esperamos que a historia que se segue permita

Precisar estas generalidades.

A passagem da algebra classica para a assim cha-

mada "algebna abstrata" € particularmente interessante:nao



somente representa um progresso em relacao ao conteudo tec-
nico-cientifico da disciplina como amplia consideravelmente
o seu campo de aplicacao e, o que e mais importante, repre-
senta em certo sentido uma mudanca na propria concepcao da
matemStica; da compreens3do da sua condicao de ciencia inde-

pendente e da evolucao dos metodos de trabalho.

Nossa intencao aqui e analisar as circuns
tancias que motivaram essa mudanca e algumas das contribui-
coes que a fizeram possivel. Assim, deixaremos de ocupar-
-nos de trabalhos que foram fundamentais para o desenvolvi-
mento do conteldo desta ciencia para tratarmos apenas al-
guns daqueles que vieram a modificar o proprio espirito da

mesma.

A algebra antes do seculo XIX

Nao nos ocuparemos das origens das nogoes
de numero ou operacao. Parece claro que os numeros naturais,
i.e. os numeros da sequencia 0, 1, 2, 3 .... desenvolveram
-se 3 partir da experiencia cotidiana e o seu emprego foi -
-se generalizando gradativamente. Algo analogo aconteceu
com os numeros racionais nao negativos, i.e. os numeros da

forma a/b onde a e b sao numeros naturais, por exemplo
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1/4, 2/3, etc.

Algo bem diferente aconteceu com 05 numeros
negativos. 0 primeiro uso conhecido dos inteiros negativos
se encontra numa obra indiana, devida a Brahmagupta, (628
diiG. aproximadamente),onde sao interpretados como dividas.
Desde o seu aparecimento estes numeros sucitaram duvidas
quanto a sua legitimidade; assim por exemplo, Stifel em
1543 ainda os chamava de numeros absurdos e Cardano, de
quem iremos nos ocupar mais adiante, os considerava como SO
Tucoes falsas de uma equacao.

Uma coisa similar aconteceu com 0S numeros
irracionais, isto e, aqueles que nao podem ser escritos na
forma a/b com a e b inteiros, por exemolo, com 0§
numeros /2, V3, n; etc. Ja na gpoca  dos pita
goricos se sabia da existéncia de segmentos cuja medida e
irracional: dado um quadrado de lado 1 pode-se provar facil
mente que a medida de sua diagonal & /2. Para autores como
Pascal e Barrow simbolos tais como Y2 representavam apenas
Magnitudes geométricas que nao tinham existencia independen

te. Tal & tambem o ponto de vista assumido por Newton na

Sua Antitmetica Univensalis, publicada em 1707.

Quando a ciencia europeia discutia ainda a

PossTvel validade do emprego de nimeros negativos ou irra-
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cionais, irromperam no mundo matematico os numeros que hoje

chamamos de complexos.

Ja no seculo XII o brahman Bhaskara, conti-
nuador da obra de Brahmagupta, havia escrito: o quadnrado de
um nimero positivo ou o de um nimero negativo & positivo. ..
nao existe a naiz quadnada de um nameno negativo fa que um

numeno negativo ndo ¢ um quadrado.

Assim, de longa data era claro para os mate
maticos que um simbolo tal como /<1 era carente de signifi
cado. 0 emprego de tais simbolos aparece pela primeira vez
na Ars Magna, de Gerdnimo Cardano, publicada em 1545, No
capitulo 37 sé considera o problema de dividir um segmento
de comprimento 10 em duas partes cujo produto seja 40. Re-

solvendo este problema corretamente o autor obtém como solu

coes os numeros 5 + Y15 e 5 . /215,

Naturalmente, tambem para Cardano o simbolo
Y-T5 carecia de significado; porem, de alguma forma deve
ter sentido que a solucado e correta ja que escreveu a se-
guir: deixando de Lado as torturas meﬁtaib envolvidas e mul

tipticando 5 + Y95 pon 5 - V=I5 obtim-4c¢ 25 - (-15) que ¢
40.

Quando se tenta resolver equacoes de segun
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do grau e frequente se obter raizes de numeros negativos
(tal e o caso do problema acima que, na notacao atual, se
traduz na equacao X(10 - X) = 40 ou X2 _ 10X + 40 = 0). Po
rem, nao foi este o fato que despertou o interesse pela

questao; quando isto acontecia, costumava-se apenas conside

rar a equacaao como "im ossjvel". 0 verdadeiro toque de a-
p

tencao veio do estado das equacoes do terceiro grau.
Na sua "Algebra", publicada em 1572, Rafael

Bombelli considerou a equacao:

x3 - 15% + 4

Aplicando a formula ja conhecida que da uma

das raizes, obteve o valor:

% = 2 4 V=121 # /2« 421

onde aparecem raizes quadradas de numeros negativos. 0 natu

ral seria considerar esta como uma equacao impossivel; po-
rém, por simples inspesao pode-se verificar que x = 46 u-
ma solucao e metodos de simplificacao conhecidos permitiam

determinar as outras raizes que sdo -2 + 23 e <2 » B3 3

isto e, todas as raizes da equacao sao reais.
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Esta situacao levou Bombelli a tentar calcy
lar com as raizes de numeros negativos, mesmo considerando -
-3s sem sentido. Para isso assumiu implicitamente que as re
gras das operacoes (comutativa, associativa, etc)
eram as mesmas quando se trabalhar com numeros

concluiu, provavelmente por expewimentacao direta, que’

Tinha entao que

ke*Zs kT % 2o« £F = 4

pois felizmente se cancelavam os simbolos sem significado.

Assim, expressoes como Y-1 resultavam impoS5
siveis mas naoiniiteis e valia a pena aprender a trabalhar
com elas ja que permitiam obter solucdes corretas para de

terminados problemas.

Tal foi a atitude dos matematicos durante0S

seculos que se seguiram e, enquanto o calculo com 0S numeros
complexos foi se desenvolvendo gradativamente, foram fre-

quentes as manifestacoes da desconfianca que eles produziam.

0 proprio Euler, que fizera numerosas apli-
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em

cacoes desta nocao, escrevia na sua "Kggebra" publicada

1770;

ndestes numenos s0 podemos afinman que hao
sd0 nem zeno, nem maiones que zero, mem menoies que zeno, 0
que necessaniamente 0b faz imaginanios cu impossiveds".

Algumas tentativas de legitimacao foram fei

tas, procurando-se uma representacao grafica para 0s nume -

ros complexos. Ja em 1685 Wallis escreveu na sua "Afgebra”:

04 nimeros complfexod hao 4a0 mais absundos que 04 negativos

e, assim com eates ultimos podem-se nepresentan numa neta,
deve sen possivel nepresentan os complexos num pLano.
Encontram-se atitudes semelhantes em diver-
s0s autores: em 1797, Wessel, um matematico noruegues,  a-
presentou a Academia de Ciéncias da Dinamarca uma nota sO-

bre esta interpretacao e em 1806 Robert Argand publicou um

trabalho semelhante.

Em 1797, na sua tese de doutoramento, Karl
F. Gauss tinha demonstrado o chamado teorema fundamental da
algebra, que afirma que toda equacgao polinomial admite pelo
menos uma raiz complexa. Em 1831 Gauss, cuja fama ja era in
discutivel no mundo matematico da epoca, publicou tambem u-
ma interpretacao geometrica dos nimeros complexos onde se

r .
epresentavam estes como pontos de um plano e S€ dava ainda
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um significado geomeétrico as operacoes. A esse respeito es-
crevia: o auton tem considenrado ha varios anos esta  parnte
{mportante da matematica sob um ponto de vista difenente

; o = : p X A 2%
que permite conbenin as quantidades imaginaxrias, como

negativas, uma ex{istencia objetiva.

A breve historia dos numeros complexos qué
acabamos de referir mostra que a concepcao da matematica an
tes do secuio XIX era bem diferente da atual. A matematica
entao era fundamentalmente uma tentativa para compreender 0
mundo exterior, uma linguagem para responder a problemas SU
citados pelo universo fisico. E bem verdade que esta cien
cia tambem era vista como uma construcdo digna de estudo em
si mesma e se falava naturalmente em "matematica pura"; PO
rem notamos que existia ainda a preocupacao com a "realida-
de" dos objetos estudados. Assim, niao se podia conceber 0S5

complexos como entidades com existencia propria, mas era

perfeitamente razoavel tentar justifica-los exibindo um MmO

delo geometrico.

Algo semelhante acontece com a sua estrutu-
ra interna. A ciencia n3ao esperou para fundar logicamente O
conceito de numero real antes de se lancar 3 pesquisa  dOS
numeros complexos e ainda nao havia compreendido estes com

clareza quando ja os aplicava na resolucao de diversos Ppro

blemas.
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Nos textos em geral existe a tendencia de a
presentar a matéria em forma sistematica, preferindo-se uma
exposicao 1ogica a consideracao da evolucao historica da
mesma. Isto cria frequentemente uma falsa impressao: a mate
matica aparece como uma estrutura impecavel, baseada na ra
230 pura e construida passo a passo desde seus fundamentos.
A histdoria nos revela uma realidade bem diferente; 0S pro-
gressos desta ciencia se realizaram em forma desordenada e
a intuicdo, talvez mais do que a razao, desempenhou um pa-

pel fundamental.

Em todo caso, no comeco do seculo passado a
ciencia se encontra‘com uma serie de tecnicas ja desenvolvi
das mas ainda nao fundamentadas e muitos dos matematicos da
€poca tem dividas quanto a possivel validade de alguns dos

metodos empregados.

0S primeiros passos

Andre Lichnerowicz assinalou alguma vez que
uma das caracteristicas fundamentais da matematica & repen-
Sar perigdicamente seus proprios conteudos e que nisto radi
€a uma das fontes do seu progresso. 0 processo da genese da

a i ;
lgebra abstrata foi, precisamente, dessa natureza.
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Numa tentativa para esclarecer os fundamen
tos da 3lgebra, o matematico ingles George Peacock publi
cou em 1830 seu Theatise on ALgebra, onde tenta dar a esta
uma estrutura 10gica comparavel a dada a geometria nos
ELementos de Euclides. Esta obra, que fora ampliada 2 dois
volumes até 1845, marca o inicio do pensamento ~axiomatico

em algebra.

Durante o surgimento dos numeros.complexos
tinha aparecido como uma circunstancia que poderiamos qua-
lificar de "experimental", o fato de que as propriedades
das operacoes sao as mesmas quando se trabalha com 0S5
diversos tipos de numeros. Assim por exemplo, sempre vale
a propriedade comutativa da adi¢3do, isto €, a + b = b + 2
quando a e b representam numeros naturais, inteiros, ra
cionais, reais ou complexos. Consequentemente, no primei-
ro volume, Peacock tenta exibir as leis fundamentais da
aritmética, trabalhando apenas com numeros, dando aos Sim-
bolos + e - o seu significado ordinario. No segundo volume,
desenvolver uma "algebra simbolica" e as mesmas regras sao

aplicadas a simbolos sem conteldo especifico.

Augusto de Morgan na sua Taigonometny and
Algebra de 1830 assume o mesmo ponto de vista, deixando 0S5

simbolos sem significacao pre-estabelecida e assim por
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exemplo letras como A, B poderiam representar virtu-
des ou vicios e os simbolos + e - recompensas Ou cas
tigos.

Ele proprio descreve a situacao  de
um ponto de vista muito proximo as ideias modernas
com uma Gnica exce¢do, nenhuma pafavra ou sinal em
anitmetica tem um atomo de significado em todo esZe
capitulo, cujo assunto sdo simbolos e suas Ledls de
combinacdo, dando uma algebra simbolica que pode ton
nan-se a gramatica de cem algebras difernentes e 44g-
nificativas. (a excecao a que ele se refere g 0 sim-
bolo =).

Pelo que parece, peacock foi o pri -

meiro a perceber que um calculo formal poderia ser

feito sem considerar a natureza dos entes com 0S

quais se trabalha, emboraele pensasse em aplica-lo a

penas a numeros ou magnitudes geometricas. De Morgan

por sua vez, percebeu a total independencia do signi
ficado dos simbolos. Porém ambos aceitaram como .in

discutiveis as propriedades das operacoes tal como

Thes eram sugeridas pela experiencia e nao chegaram

a perceber que tambem estas poderiam nao ser um dado

aprioristico.
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Este passo decisivo sera consequencia da o-
bra de um notavel matematico irlandes: sir William Rowan

Hamilton,

Ele nasceu na Irlanda em 1805 e desde peque
no deu mostras de excepcional talento. Sua educacao foi oO-
rientada durante os primeiros anos de sua vida por um tio
que era linguista; assim, aos tres anos lia perfeitamente o
ingles e tinha grandes conhecimentos de aritmetica; aos
quatro aprendeu geografia e aos cinco anos podia ler grego,
latim e hebraico. Até os 10 anos de idade aprendeu italiano,
frances, arabe, sanscrito, persa, caldeu e varias outras
Tinguas orientais. Aos 12 anos, um encontro com um menino a
mericano que tinha uma habilidade excepcional para os calcu
los mentais despertou o interesse do jovem Hamilton pela ma
tematica e assim estudou a "Afgebra Univensalis" de Newton,
aprendeu calculo diferencial de textos franceses e antes
dos 17 anos estudou a monumental Mecanique Cefeste de -
Laplace. Neste ultimo trabalho ele detectou um erro que
comunicou ao Astronomo Real da Irlanda junto com a necessa-
ria correcao. Nao iremos nos deter aqui enumerando a vasta
producao cientifica de Hamilton em astronomia, fisica e ma-
tematica; queremos apenas ressaltar que sua fama ja estava-

solidamente estabelecida quando da sua revolucionaria desco
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berta dos quatérnios. Provavelmente o renome do seu desco -

bridor diminuiu sensivelmente a desconfianca que poderiam

suscitar.

Em 1833, com a idade de 28 anos, Hamilton a
presentou 3 Academia Real da Irlanda um trabalho de 129 pa-
ginas onde comunicou a teoria dos pares algebricos, isto e,
a apresentacao dos numeros complexos usando pares ordenados

de numeros reais tal como e feita em nossos dias.

Hamilton percebia claramente que Seus pares
ordenados podiam ser representados como vetores do plano e
isso o levou a natural tentativa de generalizacdo: deu uma
algebra para ternas de numeros reais, que corresponderia a
trabalhar com vetores do espaco tridimensional. Ocupou-se
desta questio durante dez anos consecutivos sem ter sucesso,
0 que nao & de surpreender, ja que hoje e possivel demons -
trar que uma tal algebra nao existe. pPorem, este longo pe
riodo de concentracao sobre o problema nao seria infrutife-
ro; ele nercebeu que as dificuldades desapareceriam se usas
se quadruplas, e um dia, enquanto passeava com a esposa 2o
longo do Royal Canal descobriu subitamente qual deveria ser

a regra de multiplicacao de quadruplas que vinha procurando

insistentemente. Imediatamente gravou a formula fundamental

com um canivete numa ponte e ja no mesmo dia anunciou a
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Royal Irish Academy que iria ler um artigo sobre quatérnios

na secao seguinte.

Embora a ideia fosse subita e Hamilton fosse capaz
de elaborar muito rapidamente a teoria, ela foi consequen-
cia de um periodo de arduo trabalho. Por depoimentos de
seu filho, sabe-se que ele passava horas a fio no seu escri
torio, negando-se a comer a menos que levassem a comida na
sua mesa de trabalho. Nas manhas, na hora do cafe, era fre
quente a sua familia perguntar: "entao, ja teve sucesso em

multiplicar quaternios?".

0 que os quatéernios tem de mais extraordinario €
serem o primeiro sistema algebrico conhecido onde o produto
nao e comutativo, isto e, onde a ordem dos fatores altera 0

produto.

Hamilton dedicou o resto da sua vida a desenvolver
a teoria dos quaternios que ele considerava tao importante
quanto a descoberta do calculo devida a Newton. Em 1853 pu
blicou sua Lectunes on Quateanions e em 1866 se editou em
forma postuma um trabalho em dois volumes: Efements of

Quaterndions.

Durante este periodo da sua vida desenvolveu apli
cacoes dos quaternios a geometria, mecanica e fisica matema

tica. Foi entdo que introduziu termos como vetor, escalar ,
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tensor, versor, etc que sao tao familiares ao estudante de

matematica de nossos dias.

0s quaternios nao vieram a ocupar na fisica o lu-
gar que seu autor sonhavaj; porem, foi atraves de uma simpli
ficacao de seus metodos que Willard Gibbs desenvolveu a
analise vetorial que, esta sim, viria a encontrar grande a

plicacao na fisica matematica.

No entanto o grande valor da teoria esta na desco-
berta da liberdade que a matematica tem para construir suas
algebras. Resultou assim evidente que nao existem as restri
cGes impostas pelas "feis fundamentads” sugeridas pelos sis
temas até entio conhecidos e que pareciam solidamente esta-

belecidos.

0 impacto desta descoberta no mundo matematico foi
enorme e muitos autores se dedicaram a procura de novas al-
gebras nio comutativas. Entre estes merece ser destacado
Arthur Cayley (1821-1895) que, inspirado pelas ideias sobre
determinantes que vinham sendo desenvolvidas desde um secu-
To antes, ao estudar a teoria das transformacoes definiu e
iniciou o estudo da algebra das matrizes. A sua intensa ati
vidade cientifica na teoria dos invariantes foi compartilha
da com outro brilhante matematico, seu amigo James Joseph

Sylvester (1814-1897).
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A vida de ambos seria em certo sentido paralela
ambos foram estudantes brilhantes, porem Sylvester nao pode
obter um grau por ser de origem judaica e Cayley deixou uma
posicao academica no Trinity College de Cambridge porque es
ta exigia que tomasse ordens religiosas. Desencantados por
diversos motivos da atividade academica ambos se dedicaram
independentemente as leis eaos snegocios e foi no exercicio
dessa profissao que se conheceram e passaram a trabalhar
juntos no seu verdadeiro interesse comum: os invariantes al
gebricos. Provavelmente devido a estes fatos & que sao CO-
nhecidos na literatura especializada como os '"gemeos inva-

riantes".

No ano seguinte a descoberta dos quatérnios por
Hamilton, Hermann Grassman (1809-1877) publicou na Alemanha
ideias muito semelhantes. Porem, seu livro continha tambem
interpretacoes misticas e a exposicao era talvez abstrata
demais para a mentalidade pratica da epoca e tudo jsso fez
com que o trabalho demorasse demais em ser compreendido. Em
bora nao nos ocupemos aqui de sua obra, € = justo destacar
que sua geometria de n dimensoes e seus hipernumeros guia
ram os matematicos a varias das nocoes hoje correntes na al

gebra linear.

A mare de publicacoes sobre as novas algebras foi
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enorme. 0 matematico americano Benjamin Pierce publicou um

artigo chamado Linear Associutive Algebras, onde estas es -
truturas sao definidas e se classificam as que eram conheci
das ate entao, incluindo a tabela de multiplicacao de 162
algebras diferentes. 0 trabalho comeca de forma inusual, ex
plicitando uma nova conceituacao da matematica. A esse res-
epito, Charles Sanders Pierce - talvez mais conhecido pelos

filosofos que pelos matematicos - disse mais tarde:Benjamin

Pience, cujo §4iLho me prezo de scn, §od o pramedno a deda-

nin a matematica, em 1870,comc "a ciéncia que obtem conclu-

8504 necessarias”. A definicao ena coisa insolita naguefa ¢

poca, mas hoje os estudioscsd da matondia neconhecem, er ae

nal, a substancial connecac da fonmula.

Tal como dissemos na primeira parte deste artigo ,

a evolucao da algebra durante o seculo XIX tinha feito bem

mais do que atingir novos progressos técnicos ou, ainda, mu

dar o ponto de vista no tratamento de alguns problemas: con

tribuiju largamente para modificar a concepcao da matematica
como ciencia em Si mesma.
A esse respeito, n3o se pode deixar de citar a ©O-

bra de outro notavel matematico ingles, George Boole (1815~

1864), que criou uma outra forma de algebra. Amigo de  De

Morgan, conhecia sua Formal Logic e SE€ interessou desde CE€
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do pela matematica e a ldgica. Publicou em 1847 uma obra

curta chamada The mathematical Anafysis of Logic que an-
pliou, em 1854, ao livro lnvaétigationé on the Laws 0§
Thought. Esta obra viria a ser um classico na historia da
matematica pois, ampliando as ideéias anteriores, estabele-
cia ao mesmo tempo a 10gica formal e uma nova algebra.

Bertrand Russel acreditava que a maior descoberta do seculo
XIX era precisamente, a descoberta da natureza da matemati-
Ca pura e disse alguma vez: a matematica pura §oi descober-
ta pon Geonge Boole num Livno que efe chamou "as teis do

pensamento" .

A algebra de Boole & hoje a algebra dos conjuntos
e certamente encontra muitas aplicacoes nos campos mais di
versos: probabilidades, teoria da informacio, analise, pro

blemas de sequros, etc.

Mais uma vez, a adocdo de um ponto de vista 0
mais abstrato possivel trouxe como consequencia uma amplia-

cao no campo de aplicabilidade da nova matemiatica.

a teoria de equacoes

Ja mencionamos antes que a descoberta dos numeros
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complexos resultou do estudo de certas equagcoes. As ques--
toes que esta teoria levantou levaram tambem a  descoberta

de outros conceitos que sao fundamentais na algebra abstra-
ta.

0 leitor deve recordar que a formula que permite
determinar as rajzes de uma equacao do segundo grau envolve
apenas somas, produtos e raizes quadradas. Durante o seculo
XVI, os matematicos italianos descobriram formulas analogas
para resolver as equacoes de terceiro e quarto grau, usan

do tambem radicais.

Durante muito tempo 0sS matematicos procuraram uma

formula semelhante para equacoes de grau superior sem ne-

nhum sucesso. 0s primeiros passos na direcao correta se de

vem ao matematico frances Joseph Louis Lagrange (1736-1813)
que, estudando sistematicamente as formulas ja conhecidas ,

foi levado a considerar permutacoes entre as raizes. Lagran
ge niao resolveu o problema mas sua obra teve o mérito indis

cutido de assinalar a direcao correta, preparando o caminho

para os seus sucessores.

Paolo Ruffini (1765-1822), discipuio de Lagrange ,

tentou provar que a equacao geral de grau superior ac quar-

to ndo & resoluvel por radicais mas seus esforcos nao foram

conclusivos, embora em principio, ele acreditasse ter tido
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exito.

A primeira demonstracao rigorosa da impossibilida-
de de resolver a equacao de quinto grau usando radicais @
devida a um dos mais brilhantes matematicos, Niels Henrik

Abel (1802-1829), que a descobriu quando contava apenas de-

zenove anos.

Depois deste resultado, que & até hoje um dos mais
celebres na matematica, Abel tentou se fazer conhecer e ob
ter uma posicao academica que lThe permitisse sustentar a
sua familia enquanto continuava seu trabalho. Decidiu visi-
tar varios matematicos famosos em Paris, mas niao teve exito.
Numa carta a um amigo escreveu: Todo principiante Zem mudita
dificuldade em se fazer notan aqui. Acabei um extenso trhata
do sobre centas classes de funcoes transcendentes... mas M.

Cauchy nao se dignou a ofha-Lo.

Abel morreu de tuberculose, na maior pobreza ,
ainda tentando obter uma posicao. Sud nomeacao para uma ca-
tedra na Universidade de Berlim foi decidida dois dias de-

pois de sua morte.

Dentre as ideias sugeridas pela teoria de equacoes
provavelmente a mais importante e a que achou um campo de

aplicacao mais amplo foi a nocdo de grupo.
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Nao se pode dizer que exista um descobridor desta
nocao mas, sem duvida nenhuma, a figura que mais se destaca

neste contexto e a do genial matematico frances Evariste
Galojs (1811-1832).

Inspirado pelos trabalhos de Abel sobre a nao re-

solubilidade por radicais da equacao quintica, Galois procu
rou um critério que permitisse decidir se uma dada equacao

era ou nio resolivel usando radicais. Seu estudo o levou a

nocao de grupo, embora ele trabalhasse no caso particular

dos grupos de permutacoes; varias das nocoes fundamentais ,

tais como o conceito de subgrupo normal, grupo quociente e

grupo soliivel lhe sao devidas. Ainda, nocoes tao impor -

tes como a ideia de corpo (que Galois chamava de dominio de

racionalidade) e corpo finito, assim como contribuicoes a

teoria dos numeros, se encontram na sua obra.

A vida de Galois foi particu]armente tragica. Quan

do ainda estava na escola secundaria estudou a obra de mes-

tres tais como Legendre, Lagrange & Abel, mas sua falta de

preparo sistematico o levou a fracassar no exame de ingres-

so a Fcole Polytechnique e teve de se contentar com ingres-

sar na Ecole Normale a fim de se preparar para ensinar.

Neste periodo, quando tinha 17 anos, apresentou

s num artigo que entregou a Cau-

suas descobertas fundamentai
chy e este nao somente nao lhes deu a devida atencao CO




mo fizera antes com Abel, mas perdeu o trabalho. Em 1830
fez uma nova tentativa, apresentando um trabalho para con-
correr ao premio de matematica da Academie mas Fourier ,
que era o secretario, levou a memoria para casa e morreu

pouco tempo depois, perdendo-se assim tambem este trabalho.

Sendo um jovem apaixonado acabou sendo expulso da
Ecole Normale por motivos politicos e em 1831 se envolveu
num duelo que foj preparado pelos seus adversarios. Na noi
te anterior, Galoijs Ppassou as horas rascunhando uma carta a
um amigo, deixando notas sobre suas descobertas. A carta e
de fato um documento dramatico em que transparecem a certe-
za de uma morte proxima e a perspectiva de que seu trabalho
permaneca para sempre ignorado: havia um pedido a Gauss ou
3 Jacobi para que se pronunciassem sobre a importancia dos

temas tratados nas suas memorias, com a esperancga de que

assim alguém se dispusesse a decifrar seu conteudo.

A obra de Galois foj finalmente reconhecida e 1in-

terpretada por Liouville, que a publicou no seu "jounnat" em

1846 .

Alem da importancia obyvia de ter introduzido no-
coes hoje centraijs na algebra abstrata, atribui-se ainda ao
trabalho de Galois ter iniciado o caminho que levaria mais

tarde Dedekind, Kroneker e Kummer a desenvolver a teoria
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dos numeros algebricos.

Muitas foram ascontribuicoes posteriores a este
processo de elaboracao de algebra abstrata, que continua
ainda em evolucao. Diremos apenas para finalizar que esta
etapa da genese foi coroada, em 1930, pela publicacao do fa
moso tratado de B.L. Van der Waerden, que reuniu pela pri-
meira vez estes resultados numa exposicao de conjunto, e

que & ate hoje, obra de referencia classica.

Cesar Polcino Milies
Instituto de Matematica e Estatistica
Universidade de Sao Paulo
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