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A. Morimoto formulou cm (l) u:ria conjcctura a proposito dos funtorcs de A-pontos prox.!, 
cbs sobrc varicdades diferenciavcis, no scntido de A. _Ueil (2), A sendo uma algebra lo­

cal: "quc todo funtor· covariance cntrc varicdadcs quc satisf.az as propriedades (1)"'(7) 

deve ser, ou estar proxi:no, do funtor de A-pontos proximos, A scndo uma il&cbra local", 

Estc autor prccisa a ·conjcctura dcfinindo em primciro lucar Ullla categoria, NI, cujos o~ 

jetos sao -~ scqUencias Id....!...T __:!!_Id · tal que T; um cndofuntor covariante da cate&oria 
das varicdadcs c nplica;ocs c ... , qu~ plLUVl.va p,'I.Odu..to6, i e U ,ao trans!orma~ocs natu­
rais entre Tc o funtor identidhdc Id, e satisfazcm aos axiomas seguintes1 ~'I-1 - Se M 
e u:na varicdadc e M ....L, R ii con$tantc cntao T(f) ii constance: NI-2 - Se U e um aberto 
nao vazio de u::ia varicdadc M e U ~ M e a inclusao en tao T(U) T(v) T(M) e um difeomor-

• 11 ' • ,. 
de Id..!-T-Id para' Id__J__ $----"-+Id fislllO sobre '11~

1
(U): os morfis1110s 

60Jtma~ou r.a-tu:r.a..u. 
0

T_!...S tais 4uc Aoi•.i e c;>oh•'II, Elll segundo lugar temos um funtor 
T: Ale •NI, a partir de [2 ), ondc Ale e a catci;oria das algebras locah e morf is1:1os, 
quc codifica os funtorcs de Weil dcntro do nosso contcxto. Em terceiro lusar definic:oa 
um funtorA:NI+Alc 4uc associa a cada objcto T•(ld -l..t.!..1d) de NI uma algebra local 
A(T)-T(n) obtida a partir de T e das opera~oes aditiva e 111Ultiplicativo1 lt ><J1.-;--1t • e a 
cada 1:1orfisi:.o -r•(Id ..J...T..!-.Id) -A...+ a•(Id_L..S ..E....1d) uci C10rfisco de algabras A 
A(,) _L A(a). A resposto1 afirmativa a conjeccu~a de Mori:110to a obcid,1 do: 

Tcorema; (r, A) e uma equivalenci11 entre as categorias NI e Ale. 
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"Unc c:aractcrisation des l'oncteurs ln(init.,siniaui.: de Weil" 
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L'auteur propose unc rcponsc ,1 la conjecture formulcc por A. Moricot~ ~:>.n 
[ l) :i propos des 6011c.teu.w de A-po.i.nt.6 .i.116.i.1w11e11t plt(JC:iu ~Wl -lu V(V1,fa.te.4 
cU.~6c.,~cnt.i.c.U.~, dans k sens de A. Weil l2 ), A ctimc unc a.l!Jeb1te. .locale. 
Ccttc rcponsc <!St ..-ibtcnue (Thco"rcmc 3) co:nme unc Cqtuva.lcnce ( T, A) e1it'l 
c.a.tcgo,'l...i.CA, Ct nous en Jcduisuns le Tlifo1teme de Tr.a/16..i..t.i.v.Ui du P1wlonge­
,r.e,it4 de Weil (2 ). 

Cl:issific11tion A.'lS(l980) 1SF99, 58A05 

Definition l - Ale denote la catc&orie qui a pour cl:>.sse d'objcts lcs al&c­

brcs co..-.:i:ut11tivcs rcclcs A de dimension finie, IIVCC unite, e.t ayant un idea 
maxicll unique I tel que A • R. lGI ct pour morphismcs A~ B les morphisme 

d'alccbrcs tels quc >.(s,lA)•s.1
8 

pour tout s c n, avec le composition usue 

d I applications. 

Les ob jets A de Ale sont appclcs alg'e.bJLU toca.lU. et I .l' i.dful .uu6,liiU.e.­
~,br.a1 de A. 

On verifie aiscmcnt que, pour tout altebr~ locale A, 1 1 ideal I ~atisfait 
k+l 

l •O pour un certain cntier k~O, d' ou le qualificatif "infinitesiai:l". _ 

On rcc3::qucra c;uc JR est obje:t zeito pour la · catc&orie Ale et que sont 
idc3l infinitesimal est nul. 

Dc!inition 2 - NI denote la catcsoric dont les objcts sont lcs suites 
I~T.!.... Id ou T est un vido6onct~ c.ov:v-...i.an.t de la c:ategorie des varicti 
diffcrcntielles ec applic11tions differentiablcs 1> qui pltUMVC pltOd~. et 
i et 'II' sont des .(ltaM60'"..nta.t.i.on.s na.tuJt.cUet, entrc le fonc:tcur T et le 

6on:.l.W.-'I. i.du.t.ue Id t.?lles que 11oi• lld: Id-. Id, satisfaisant aux axio:nei 
NI-1 : Si M est un:-variete et ~:-J._ R est constant, alors T(M) !!ti T(lR} 
est constant. 

NI-2: Si U ~ M est l'inclusion d'un ouvert U non vidc d.? la.variete H 
da~s M alors T(U)...!.01... T(M) est un cU6Sc.omo~ph.uimi sur 11-

1
{U). 

M 
_Les corphiscu cntre lcs objcts Id-1.... --r...:!- Id et Id___j__S ~ Id sont 

les tlta.1t.S60M..:t.tioi-.4 r:a.twt.c.U.u T~ S qui rcndcnt com:nutatif le diai:ram:ne 
avec le loi usucl de COlllposition des transformations natur.!. 

llcs. Les objet~ de NI seror.t noa:m~s ncbCLlW4U in6ht.ltu.i.­
m.:,foncn.t 6-i.b~e~. 

On re:aarqucra que Id -L. Id ....!_ Id est ob jet z:eito pour la catesorie NI. 

A. \.'cil a introduit d:ms (2] la notion d' "A-point proche sur unc variece• 
Dans nocre concexcc. cettc notion se craduite co=e suite: 

l) T~ules :es varlctes sont de H3usdorff. ~vec base dcnombrable, 
Variates ct applications sont c•. 
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A tout ob jct A de Ale SC trouvc auocic un tnd05or.c.tCWI. C.O\laltAAlit TA de 
la categoric des varietes ct applicatio~s diffcrcntiablcs qui piteJVtve 
pitodu.i.tJ, et ii tout morphismc A.l...,. B de Ale sc trouve associe unc tlttl/14• . -•· n -~01tma.U.on na.tU/ll:,<4e. TA- TB; "IA e TA sont ninsi dcfinis: 

Si M ct N sont ~cs variCtCs ct M_J__ N unc application d~ classc c•. on 
pose: TA(M)•homR (C.(M),A)(cnscmblc des morphismcs sur R d'alscbrcs recles. 
1111.1ni de la structure diffcrcnticllc canoniquc [2)). TA(N) est dcfini de la ~ ( ) T(f} ( } • i:icmc fa~on ct TA M - TA N est donnce par 

'TA(f)(n)(g) • n(&Of) pour t~ut n C TA(M) ct g Cc•~). 
Quant a T). cllc est donncc par 

(T,_)H(n) • >..on pour tout n c TA(M). 

On a alors: T >.. • T o T., si A-Ls~c sont morphisme~ de Ale, et T1 •L • µo µ " T. T • A ~A En p:11,·ticulicr, on a la suite T~-+T --2!..rR avec T o T. • L • oii t1.LA et • "" A 'II l. • _A....:!.. it sont rcspectivcment l'inclusion et la projection re1l\.ives a la de-
co:nposition A • R. UI I • On a en outre la 
Prooosition l - 11 existc une ~qu.<:valence. na.tw..e.Ue. canonique Id2....1:R • 
Dcmonstr:ition: Si M est unc varicti;, aoit K . ~ Tn {M) , °x: x.......,.i ou i_ est donr:cc p;ir g C C- (M) :.:_. & (x} c JR • 

Alon en rcmplas,ant Ti ct T
11 

par. Tioa et 
tions, o.n a·cncorc T oT.•lid" Par aillcurs, 

" l. 

-1 
a o T sans changer les nota­T • 'IT 
Id::J...T _!!.+ Id satisfait aux A axio.-nes NI-1 e NI-2 ,pour tout A de Ale. On obtient done la 

Proposition 2 - T: Ale .. NI _dcfini par 
Ti T,r ). T). T(A) • (Id- TA--' Id) ct T(A-ll) • (TA- TB} est un foncteur, Definition 3 - T est le 6cnc.tw,,. .i.n~.ut.Uc.&.u,ia.l de. 11.•eil.. 

Soicnt Id+ T _!.. Id un obj et de NI ct R ><R +R l 'addition et la multi­plic_ation dans R. En appliquant T et le d.i.66eomo11.pltll,n;e. c.ai101il(jue. 
T(R" R) :.... T(1')x T( R), on obtient deux applications de classe c•: 
'I'°Clt)X"I('R)- T(:Jt) que l'on notera encore T(s) et T(m). 
Theorer.ie l - T{R) , mun{ des operations 

0

T(s) c T(m), est un annc:.u co=tatif iJt 'll'-:1, ~vec unite, tel que R~T(R)~R sont des morphismes d'anr.eaux 
avec uni tc. De plus IT•Ker(irR) est l 'u.ri.iqu:z. i..dful.. ma.w:a.l de T(R) •lt. l61IT. Enrin T(ll.) est de dirncnsion Hnie sur Jt et, muni. de cctte structure est un 
objH de Ale. 
Dc~onstration: La prernicrc partic dccoule de ln fonctorialite d~ T, du fait 
~ui i e ,r sont des trans£on:iations naturellcs, et de l'axiom~ KI-1. Soit ~­
•l'.\{O} et 1{.:!_.J/: l'inversion xt-+ x-

1
• Alors"11:(idR•••v)=l et, des axio::ics 

NI-1 ct ?:I-2 il en decoule quc tout element de T(~'Ir• T(R" ,r~ (0) 
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-1 *. - * 
.. 11n (R > •Ten > 
1:13xim:il de T (R) • 

est invcrsiblc. On conclut que IT est l'unique idc:il 

On a besoin, pour conclurc, du 

Lcm::-c 1 - Soit E une varictc munie d'une structure d'cspace vectoriel reel 

par les operations c•n >:t...!:!. E et txt...2.... E • Alors 1 '.application E£T t 1) 
0 

donnce p:ir e + 'Y (O) (ou y (t)•ii (t ,e)) est u,1 d.i56co1n011.plti..1.me entrc les v:iric-
c e 

tcs E ct T E2) ct une .it.on101tph-l6me. .Unea.-iAe. cntre les espnccs 'l.ectoriels 
0 

rceh Ee Ti• 
De~onstration: Le lcmroe est une consequence illll1<'di:ite de la theoric elemen­

taire des varietcs et des troupes de Lie. 
Thcorcme ' 2 -A: NI .. Ale, defini . par A(Id .i..T_!!___. Id) • T(R) (muni de la 

,structure donnce par le Thcorcme 1 et A(T 2...s)-(T(R) ~ S (R)) I'S! un 

fonctcur, 

La demonstration est immediate. 

Pour simplifier 11ecriture, on noter a T{n) • A (T), ent omcttant les referen­

ces a i et ax. Cette simplification si trouvera pleinement justifie. 

Lcr:nc, 2 - Soient E une varicitC, muni.e d 1une gtrueture d 1 csp.:i~c vectorial 
.., _tJ tJ ( i 11 

reel par les app~ications C R x1;--• E ct EXE--+ E, et Id -+ T--+ ld) un 

objet de NI. A l 'aide des diffeomorphismes canoniqu!'s A(T)xt(E) .. T(R>< E) et ' 

. T(E).><T(E) -+T(E><E), T(E) se trouve lll\lni d'une structure de niodu.(c 6U'I. A(T). 

En outre l'application T(E) - A(T) 6 E, z I--'+ L T(~t)(z) 6 et 

({eJl1 EL} et {~1Jt c L} etant des bases duellestEL de E ct E~ est un 

d.l66e.omo1tph-L6me.3) et un .u.orr.01tpli.u,n1e. de modulu Utlt. A(T). Si E est, de plus, 

~uni d'une structure d'a.lglbu parµ, a et une multiplication £xE ~ E 

alors T(E) se trouve d'une structure d'a.lgeb1te., la multiplication SC dedui­

sant de T(v). Dans ce cas, le isomorphisme de modules ci-dcssus est un i~o­
v.01tp/i.u,me. d'algc~iu; des plus, il est independent des bases choisis. 

Dc~onstra~ion: i1m1cdiate 
. . 

Thcor~r.ie 3 - (I ,A) est une equ.lvalence. entre les catri;ories Ale e NI. 

Dcr.onstr!tion: Dcfinissons d'abord une e.'qu.l~•a.le.11ce. nMCJ.Ae.llc MT~ lAlc par 

A(T(A))_L.A, Tl .. TlCidR) _pour tout objct A 
0

de Ale-. PuJs on dcf;nlt unc 
- • - • _ • • • 1 11 --r tq~w .... cnc~ 11a..wll"4-<.e ~ 1-=--ToA p:ir t•(Id-.T- Id)->T(A(t)f rur tout 

b . Id 1 ,r d • . ' ' ( ) <-t 'I ( 0 b Jct -.? -- Id c ?II, ou, pour toute var1cte n on a TH --·- TA(t) ~ , 

z t-+ £(,:: C C (M) -+ T(g)(z)). On vcrifie aiscment, a partir des axicmes t.I-1 e 

1n-2, que (:1 )M est un d.i66e.omo1tpli.u,me. et que ::t ut un L!.omo1tplL.i.l.me entre 

T. T 

Id-i T- ,r ,Id et 
1

R ""n • Id -..r,. Ct) - Id dans NI. _ est done une rqu-l\'alci:cc 

l) T
0

E • esp:ice tangent a E en 0 

2) T
0

E muni de la structure de varictc induitc p:ir la structure d'espace 
vcctoricl de di:n:insion finic sur n. 

3) A(T)GE est cunide~ scructuredevarietcinduite p:ir la sttucture d'csp.tce 
vcctoricl reel de dimension finie. 
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r.ltttt1tell.e. ct (I,/\) csr done unc cquivnlcncc entrc Ale ct NI. 

Nous prctcndons quc le Thcorcmc ci-dcssu~ fournit un contcxte adcquat a 
la !orr.JUlation de la conjecture de A. Morimoto ct y rcvond par la affi=­
ti.vc. t:orimoto, . d:1ns l' ".ibstr.iCl" de [l), conjccture "que tout fonctcur 

cov.iriant cntre varictcs qui satisfait aux proprictcs (1)-(7) doit etre(ou 

ctre 11rochc du) fonc ·ceur de A-points proches, A etant une ali:;i;bre locale 

convcnablc::ient choisie". Dans notre contcxte l'algcbre locale associec a 
i Tf Id ->T- Id, A(T), esr dccrite par le Thcorcme 1, ct le Thcorc~e 3 

T. T · . i 11 1 R 1T affirme .-?ntrc autrcs choses que ,•(Id :-r-Id) ct Id-TA(T) ~Id 

sont .i..60111011.phu pa.IL =t da.n,t, NI; en particulicr T et TA(T) sont n~eU.c-
,r.ent; cqu.lvatc,iu. . 

La conjecture n'e~i.ge du fonctcur T quc de fournir, po~r chaque variete 
M, une vari.cti? T(N), fibrcc sur M, satis!aisant les proprictes (l)-(7) 

cnoncces dans l' "abstract" de (1). Dans notre contexte, ccci a lieu grice 

a 11 , qui ct.mt unc .vt.a.1u 601Ur.a.t.lon na.tUJt.clle., specific lcs relations entre 
T(N)...:lLl.., T(N) ct lc.s p11.ojc.CU.0M T(M) ~ 'M, T(N)~ N poUlt. tel.Lt a~ll­

pfiumc. MJ... N cntre varictcs. Para 3illeurs, rappelons quc nous nous intc­
ressons au problcmc des "p,0!011gcn:e,iu," des varictcs: nous dcvons ..ir.clw:.e. ,, 
M dans T(M), co::mie Aect.i.o;i de la p:-ojcction T(M) ....11.,. M. Ccci a lieu grace 

a i qui, etant une V..a.111>60Mia,t-{.on. 11a,WM.l.fc., specifie le ra:;,port qui exis-
. l. l. 

tc cntre les prolon3ements M ~ T no, N ...:l!..T (N), et lcs "prolongemcnts" 

T(M)--'!i!.2_. T(N) des mor:;,hismes ~:.!_,, N entrc v.irietes. Ce sont exact:ement 

ces .r.ipports qui justificnt le no::i de "prolon&ement'' donnee a T{f) • 

. On rcmarquera aussi qu'a priori 11M n'ut paA une. 6.i.fvl.~t..i.on, mais seule-
L • . 1-, -mente unc .&uwmC!Jl.l,,fo1t locale au Ion& de l '·iciage de ~!_,_,_. T(M) , d 'ou le noc: 

'.'nebulcuses". H.iis il est clair c;ue, a posteriori, par le Theorcme3, on 
obtient bicn 11 .• CO!llmC 6.i.bJt.a..ti.on locc.1.en:e.n.t tluvi.a.le.; cette Thcorcaie J"-usti- · , M . . 
fie aussi le qualificatif "infinitesimal". 

Finalement, rer.:arquons que, si , 1•(Id.i_T _!.Id) ct t 2•(Id_.LT~Id) sont 

dcux objcts de NI (pour le mcr.:c. T) alors i•j ct 11•0. En effct, la structure 
d'anneau de A(t 1)• A(,2)•T(R) est dctermince par T (et par les operations 

RI!. : ►n). iR,jR, 11R· et Pn etant a la fois des morphismes d'an­
neaux avcc unite ct des mor?hismes de varictcs (et en particulier des appl,!. 

cations continues), il s'cnsuit c;uc in •jn. 1.'e&alitc de 1TR et PR dccoule 
de h. structure d' alccb:-c locale de T(lt) ct du !ait c;uc l' ideal maxima.I un!_ 

q"e IT de T(l't) est Ker 1TR • Ker Pu· On concluc par le Thcorc::ie 3. On peut 
d3ns la prati~ue concentrer notre attention sur· T, en ignorant les referen­
ces a Id ..J.. T ct T-.!!.... Id; la sicplification A(T)• A(T) est done pen:iissible. 

Les re::iarqucs ci-dcssus justificnt l'apparcnt codification ~uc vo~s avons 
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introduit d4ns lcs objcts de la conj~cture (formulcc d 1une fo~on un pcu 
V4tuc) ct inontrcnt quc nous SOll'IDICS cssentielmcnt dons la mcmc situation, et 

avcc hypothci.es plus sim;,lcs. 

Il<-!inition r. - (Id..J..sLid)*(Id . .J.T !....Id)• Id..!...SoT Lx~ pour deux 

objcts quclconqucs de NI, SoT etant la composition des fonctcurs .S ct T, 
· et X ct v ctant definis p4r vN • S(iM) ojM et ~ • P•:0S(11M) pour tout 
varicte M. 

t .. - V 'X Si 6ucunc confusion nest a craindre, on dcnotera Id -soT-Id par S*T 
sim?lcccnt, en omcttant les references a i,j,~,p,v ct X. La verification 
que S*T est objct de NI est irmuediate. 

Corollaire 3-1 - (Thcorcme de Transitivite des Prolongcmcnts - Weil (2)). 
11 existe un iso:norphismc canon::.que dans NI S*T L T(A (S)0 A (T)). 
Drmonstration:A (S-.T) • S(T(Jl)) et, par le Lemme 2, o>n o 'an isomorphismc 

d' algebrcs S (T (R} LA (S) 8 A (T}. Par le Theoreme 3 • S*T ~ T (A (S*T)) 
e•c vn i•omorphisme dan• NI, et on• de mcme, par la Proposition 2, un iso­

lDOtpbisi:ie T(A(S*t}}..!4 T(A (S) a A(T)) dans NI. 

On remarquera que on ob~icnt une categoric considerant un unique objct et 
ayant pour morphismes les objets de NI avec le loi de composition• donnfe 
par la Definition t.; l'dentitc de l'unique objet de cette cater,orie est 
l 1 objet Id ..1-Id -L...Id de NI • . 
[1) Morimoto, A. - Prolongations ·of geometric structures. Mathematical· 

Institute, Nagoya University, Chikusa-Ku, Nagoya, Japan, 1969. 

[2j Weil, A. - Theorie des points proches sur les varictcs differentielles. 
Colloque de Topologie et Ccometrie Differentielle, Strasbourg, 1953, 
111-117. 
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