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A. Morimoto formulou em [1] uma conjectura a propdsito dos funtores de A-pontos proxi
mbs sobre variedades diferenciiveis, no sentido de A. Weil [2], A sendo uma 3lgebra lo-
cal: "que todo funtor covariante entre variedades que satisfaz as propriedades (1) (7)
deve ser, ou estar proximo, do funtor de A-pontos proximos, A sendo uma algebra local”.
Este autor precisa a conjcctufa definindo em Erimeiro lugar uma categoria, NI, cujos ob
jetos s3o as seqlEncias 1ator .14 tal que T % un endofuntor covariante da categoria
das varicdades ¢ aplicagoes C”. qué presernva produtos, i e % sio transformacoes natu-
rais entre T ¢ o funtor identidade Id, e satisfazem aos axiomas seguintes: NI-1 — Se M
€ uma variedade e M £+ R & constante ent3o T(f) & constante: NI=2 — Se U & um aberto
nio vazio de uda variedade M e U-=+X & a inclus3o ent3o T(U) l(\"—)=*'1'(M) e um difeomor-
fisno sobre 'A’;l (U);' os morfismos de m_i._..rl. Id para 1a—d sP 14 530 as Crane-
formacves naturalis T-—A—»S tais que Aoi=j e DoA-n'. Em segundo lugar temos um funtor
T: Alc - NI, a partir de [2], onde Ale & a categoria das algebras locais e morfismos,
que codifica os funtores de Weil dentro do nosso contexto. Em terceiro lugar definicos
um funtor A:NI+Alc que associa a cada objeto T=(1d —s-letId) de NI uma dlgebra local
A(1)=T(R) obtida a partir de T e das operagSes aditiva e multiplicativa Rxn—l’rn st a
cada mxrfis:zo T=(1d —it‘rLo- Id ) -—A—f a-(Id—i—*S —D-'Id) un morfismo de Zlgebras

Al 2 A(9). A resposta afirmativa I conjectura de Morimoto & obtida do: .

Jeorema: (T, A} & uma equival@ncia entre as categorias NI & Alc,
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BEBULEUSES INFINITESIMELFMENT FIBREES
"Une carac:cnsar_mn des Foncteurs Infinitesimaux de Weil"
Odilon Otavio Luelano

L'auteur propose une réponse a la congocture formulée por A. Morimoto dan
{113 propos des fonctewrs de A-points dnfindment proches sun Les vardetes
difie sentielles, dans le sens de A, Weil eZJ A Srant une algebae Localc.
Cette rcponse est obtenue (Theorcme 3) comme une cqu,wa.tcnce (T,A) eautr
ca/tcgauu et nous en deduisons le Thioneme de Transitiviti des Prolonge-
ments de Weil [2].

Classification AMS(1980) 18F99, 58A05

Definition 1 - Ale dinote la catlgorie qui a pour classe d'objets les alge-
bres comrutatives réeles A tic dimension finie, avec unit@, et ayant un idéa
maximal unique I tel que A = R.161 et pour morphismes Ara'*B les morphisme
d'alpibres tels que X(s.l‘A)-s.lB pour tout s € R, avec le composition usue
d'applicatiens. .

Les objets A de Alc sont appeles algibres Locales et 1 L'ideal indfinite-
dimal de A.

On verifie ais€ment que, pour tout algdbre locale A, 1'id2al I satisfait |
T leg pour un certain entier k20, d'ol le qualificatif "infinit@simal®.

On remarquera que R est objet 2210 pour 1a catdgorie Alc et que sont
igtal infinit@simal cst nul.
Def mxnon 2 - NI dénote la catcgonc dont les objets sont les suites
Id———»"‘-——o Id o0 T est un endofonclewr covardiant de la catégorie des variati
diffCreatielles ec applications différentiables?? qui preserve produits, et
i et w sont des Iransfosmations naturclles entre le foncteur T et le
ﬁonvt“u identite 1d celles que moi= lld' Id—s Id, satisfaisant aux axiome:
NI-1 : Si M est une variete et h—-f—- R est constant, alors T(M) —= T(E) T(R)
est consctant. -
KX-2: Si U —2 M est 1'inclusion d'un ouvert U non vide d\. la variéte M
dads X alors T(U)—-.L(—\D—» T(M) est un diffcomorphisme sur 'n (U)

Les morphismes entre les objets Id———-v T2 Id et Id—J—»S -—~— 1d sont
les Transformations natunclles A $ qui rendent commutatif le diagramme
avec le loi usuel de composition des transform:ion§ nature
T s A \: s lles. Les objets de NI seront nommés nebuleuses nfinitesd-

-“\a i, malement {<ibrles.
a-
1

Oa remarquera que Id ——, 14 =Ly est objet 2210 pour la catlgorie NI.
A. Weil a introduit dans [2] la notion ' "A-point proche sur une variecd"

Dans no:rc contexte, cette notion se traduite comme suite:

1) Toutes les varictes sont de Hausdozrff, avec base denombrable.
Varietes ct applications sont C*.
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A tout objet A de Ale se trouve associi un endofoncteun covariant T, de
la catégorie des varidtes ot applications différentiables qui prisenve
produits, et 3 tout mor_?l;ismc a2, de Ale se trouve associd une frans-
formation natunelle Ty—— Ty Tp, ¢ T, sont ainsi difinis:

S5i M et N sont des varidtds et M—f N une application de classe C”, on
pose: TA(H)-homR o0 »A) (enscoble des morphismes sur R d'algdbres redles,
muni de la structure differentielle canonique [2]). T () est difini de 1a
mime fagon et TA(M)T—(f)» T,(N) est donnGe par

"rA(f)(n) (2) = n(gof) pour tout n € TA(H) et g € c"(x). .
Quant a Tl elle est donnde par .

(TA)M(") = Xon pour tout n € T, (M),

. - t 4 A y s
On a alors: Tuok 'J.'uo IA' si A-T--;B——».C sont morphismel de Alc, et IIA-IT .
En particulier, on a la suite T'ii_l"TAJ"TR avec Tuo T:'. - s 08 R1up et

.A-—’» R sont respectivement 1'inclysion et la projection relﬁives 3 la de-
cozposition A = R.18I. On a en outre la

Proposition 1 ~ Il existe une 2quivalence natuwielle canonique Id-E-—Tx d
Demonstration: Si M est une varicte, soit M T TR (M), a xR of £ est
donrfe par g £ C (M) g(x) € R.

. Alors en remplagant 'J.'i et 'rn par, Iiou et u-;? 1'! sans changer les nota-
tions, on a’encore T o Ti-lld' Par ailleurs, Id—-"-"I'A—"r—’ Id satisfait aux
axiones NI-1 e NI-2 pour tout A de Ale. On obtient donc la
Proposition 2 - T: Alc - NI d&fini par

T, T T

T(A) = (xd—1. 'rA——Tr—Id) ct T(A—x»B) = (TA——X» T;) est un foncteur.

Definition 3 = T est e foncteur infinitisinal do Do, :
Soient Id—i_—- T 1d un objet de NI et R*R—:rn 1'addition et la multi-

plication dans R. En appliquant T et le diffeomorphisme canonique )

T(Rx R} =+ T(H*T(R), on obtient deux applications de classe C :

T(R }XT(R) —> T(R) que 1'on noterz encore T(s) et T(x).

Theoréne 1 - T(R) » suni des operations T(s) e T(m), est un anneau comzutatif
avec unite, tel que R—ll-_»'l‘(n) —m‘ie-n sont des morphismes d'anneaux
avec unité. De plus II-Ker(ﬂR) est L'unique {deal maximal de T(R) =R. lor,..
Enfin T(R) est de dimension finie sur R er, muni dc cette structure est un
objet de Alc. )
Denonstration: La premidre partie dacoule de la fonetorialicd de T, du faic
qui i e 7 soat des transformations naturelles, et de 1'axiome NI-1. Soit R =
*}\{0} et Boury 1'inversion x+— x .. Alors =lidp, WISl et, des axiomes

* NI-1 et NI-2 il en découle que tout &l&ment de T(R)\IT- TR u;‘ {©) =
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'III:I(R*) :T(R*) est inversible. On conclut que IT est 1'unique ideal
maximal de T(R) . ©On a besoin, pour conclure, du
Leme 1 - Soit E une varicte munie d'une structure d'espace vectoriel réel
par les opecrations C"R*E-SE et EXE~2—+ E . Alors 1*application ELTOE”
donnte par e*ie(o) (ou ye(t)-u(:,c))cst va diffeomonplisme entre les varic-
tés E et T E?) ct une {somorphisme Linaire entre las espaces vectorieis
reels E e T E.
Dmonstratxon. Le lemme est une consequence nm!odmte de la theorie elemcn-
taire des varietés et des groupes de Lie. .
Thioréme 2 = A: NI =+ Alec, défini.par A(Id 272w 1d) = T(R) (guni de la
R .5 (R) est un

structure donnte par le Theoreme 1 et A(T —l-\-'S)-(T(R)
foncteur. .
La demonstration est immediate.

Pour simplifier 1'Ccriture, on notera T(R) = A(T), ent omcttant les reféren-
ces 3 i et a #. Cectte simplification si trouvera pleinement justifié.

Lerme 2 — Soient E une varists, munie d'une strueture d'espace vectoriel
réel par les applications CR*EIE et ExE T E, et (Id My 3 1d) un
objet de NI. A 1.'aide des diffeomorphismes canoniques A(T)XT(E) = T(RxE) et
.T(E)'ﬂ'(E) +T(EXE), T(E) se trouve muni d'une structure de module sun A(T).
En outre 1'application T(E) — A(T) 0 E, z|—* I T(¢2) (z) © e

('e |2 € L} e (élll € L} Stanc des bases duelles’c de E ct E* est un’
dd.“eon.onphun ) et un Lsomonphisme de modufes sur A(T). Si E est, de plus,
muni d'une structure d'afgébre par p, ¢ et une multiplication EXE LARE
. 2lors T(E) se trouve d'une structure d'afgébre, la multiplication se dédui-
sant de T(V). Dans ce cas, le isomorphisme de modules ci-dessus est un {A0-
manp,’u'Ame d'a.l,gElmu; des plus, il est independent des bases choisis.

Dex on'trauon. Inmédiate :

Thioréne 3 - (T,A) est une gquivalence entre les catégories Alc e NI.
Demonstration: Definissons d'abord une cqualenca naturefle AsT-2e 1 1c Par
A(’I‘(A))———*A n - n(1d ) _pour tout objet A dc Ale. Puis on definit une
equdcnce relunelle ‘ru_" ToA par T=(Id 2 T Id)——v'r(A(‘r)) svour tout

dbjet Id 1 -E1d de NI, ou, pour toute varicte M on a T(H) A(.”( M),

2z 2(g e o - T(g)(z)). On verifie aiscment, a partir des axicmes NI-1 e
Ni-2, que (E'()M est un diffeomonphisme et que I est un dsomonphisme entre
Ti T‘l‘r

2r-T.1d et 1d ——’L.'r A ) —2R., 1d dans NI. Z est donc une Zquivalence

Id —T

1) T E = espace tangent 2 E en O

2) T E muni de la structure de variced induite par la structure d'espace
vectoriel de dima2nsion finie sur R.

3) A(T)BE est munidela structuredevarietd induite par la structure d'espace
vectoriel réel de dimension finie.
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nalinelle et (T, A) est donc une cquivalence entre Ale et NX.

Nous pretendons que le Theordme ci-dessus fournit un contexte adequat 3
la formulation de la conjeccture de A. Morimoto et y répond par la affirma-~
tive, Morimoto, dans 1' "abstract" de [1], conjecture "que tout foncteur
covariant entre varités qui satisfait aux propridtés (1)-{7) doit stre(od
etre proche du) foncteur de A-points proches, A &zant une algdbre locale
convenablenent choisie”, Dans notre contexte l'algibre locale associte a

Id ——»T——* 1d, A(T), est dicrite par le Theorcme 1, etrlc Thcorcme 3

affirme entre astres choses que T-(Id —»T-—'Id) ot Id—»TA(T) ——B»Id

sont Lsomoaphes pan I dam NI; en particulier T et sont naturelle-
ment quivalents.

La conjecture n'exige du foncteur T que de fournir, pour chaque varizté

A(T)

M, une variZt@ T(M), fibrée sur M, satisfaisant les proprictées (1)=(7)

enonctes dans 1' "abstract" de [1] Dans notre contexte, ceci a lieu grace
am, qu:. ctant une nans fenmation naiu/(.eu.(’. specxfle les relations entre
T()—=% Z¢e) ——===r T(N) et les projections T(M) ="M, T(N)—- N pour Loul mon-

f 3= - e
phisme M—+N entre varictes. Para ailleurs, rappelons que nous nous inte-

ressons au probléme des "prolongements” des variEgEs: nous devons {nclure
M dans T(M), comme dection de la projection T(M)—2v M. Ceci a lieu grace
& i qui, &tant une managanrm‘,{on natunelle, spécifie le rapport qui exis-
te entre les prolongements M ——-T(‘(), N—-—N»'r(k\), et les "prolongements"

)L T(f)

ces .rapports qui justifient le noa de "prolongement™ donnée 3 T(f).

——+T(N) des morphismes }'-—f—»N eatre varietés. Ce sont exactement

On remarquera aussi qu'a priori ™y f 'est pas une 64.b&a,tzwn mais seule-~
mente une $ubmeasion focale au long de 1image de )'-—-L‘(\x) , d'ou le nom
. "nebulcuses™. Mais il est clair que, 3 posteriori, par le Theoreme3, on
obtifn: bi.cn ﬂbx-cpmc §ibration Localement iniviafe; cette Thiorlme justi- -
fie aussi le qualificatif "infinitésimal".

Finalement, remarquons que, si 11-(!d—i~—~’l‘ lId)et Tz-(ld-i’T&Id) sont
deux objets de NI (pour le mime T) alors i=j et m=p. En effet, la structure
d'anneau de A(T )-A(Tz)-T(R) cst déterminfe par T (et par les operations
RR-——-»R) 1R' JR . ﬂn et ;)R
neaux avee unité et des morphismes de varictls (et en particulier des appli

etant 3 la fois des morphismes d'an-

cations continues), il s'easuit que i . L'€galite de 7, et p_ dicoule
3 g r

!
R “R R
de la structure d7algébre locale de T(R) et du fair que 1'id2al maximal usi

que IT de T(R) ecst Ker 7, = Ker Pr- On conclut par le Théordme 3. On peut

R
- daas la pratique concentrer notre attention sur'T, en ignorant les reféren-
ces 3 1d =2+ T et T —~ 1d; 1la simplification A(T)= A(T) cst donc permissible.

Les remarques ci-dessus justifient l'apparent modification que vous avoas
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introduit dans les objets de la conjzeture (formulée d'une fagon un peu
vague) et montrent que nous sommes essentielment dans la meme situation, et
avec hypothdses plus simples.

Befinition 4 - (1d—dvsZe1a)#(1¢ b1 Toza)m 1a Yo soT X024 pour deux
objets quelconques de NI, SoT etant la composition des foncteurs S et T,
-et X et v Ctant definis par vy = S(iH) 0jy et X, = pHOS(ﬂM) pour tout
varigte M. '

Si aucune confusion n'est & craindre, on dénotera Id lL»SoT—Z*Id par S*T
simplement, en omettant les rcferences a i,j,7,p,v et X. La verification
que S*T est objet de NI est immediate. . '

" Corollaire 3-1 - (ThGoréme de Transitivité des Prolongements - Weil [2)).
11 existe un jsomorphisme canonique dans NI S*T L T{A(S)B A (T)).
Demonstration:A (SA4T) = S(T(R)) et, par le Lemme 2, on a an isomorphisme

d'algibres S(T(R) £+ A(S) 8 A(T). Par le Thiorme 3, SAT —S*T, T (a(5%T))

est un isoworphisme dans NI, et on a de wméme, par la Proposition 2, un iso-
worphisme T(A(S*T))-—~%+ T(A(S) @ A(T)) dans NI. co-

On remarquera que on obtient une catégorie considerant un unique objet et
ayant pour morphismes les objets de NI avec le loi de composition * donnce
par la Definition 4; 1'dentite de 1'unique objet de cette catéporie est

1'objer 14 ~s1d 114 de NI.

1 3
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