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Capitulo V

ANALI SE ESTATisTICA DE DADOS ESTRUTURAIS. -:

Estatistica de d's direcionais tridimensionais

Ginaldo A. da G. Campanhae Jose A. Quintanilha

INTRODUc;Ao

As analiscs estruturais quantitativas dependem, normalmente, do recurso de diagramas de trama
(fabric). Em geral, as estruturas lineares ou as retas normais (palos) de estruturas planares sao plotadas em redes
de igual-arca (Schmidt-Lambert), podendo scr tracadas, ou nao, curvas de contomo de densidade de pontos
versus area. Os padrocs de distribuicao sao analisados qualitativamente, quanta it forma da distribuicao
(unimodal, polimodal, guirlanda de circulo maximo, guirlanda de circulo minimo etc.) e sua dispersao. 0
Capitu lo III desta obra descrevesucintamente os fundamentos desse tipo de analise qualitativa.

Existem, ha algum tempo, programas de computador para tracado automatico de diagramas de
trama (e.g. Yamamoto e Pereira Jr., 1984). Menos conhecidos, no entanto, sao os metodos estatisticos numcricos
aplicados na analise estrutural, incluidos num campo que pode SCI' denominado "cstatistica de dados direcionais"
(Mardia, 1972). Vcr, tambcm, Watson (1965), Cheeney (1983) e Starkey (1993).

Embora os metodos estatisticos quantitativos nao produzam, obrigatoriamente, resultados melhores
do que a analise qualitativa feita pOI' urn geologo experiente, fomecem parametres mais objetivos para a
comparacao dos resultados. Assim, certos problemas que surgem quando se tenta analisar diagramas de trama
podcm SCI' resolvidos quantitativamente. Tais questocs incluem:

I) se 0 mimero de dados e suficiente ou nfio;
2) se existe oricntacao preferencial c1aramente definida ou se a dispersao e muito alta;
3) se a distribuicao e do tipo guirlanda ou pontual;
4) qual ca orientacao mediaou 0 eixo pi (n) de uma familia de dados;
5) se a atitude do eixo pi (7t) ou da orientacao media de duas familias de dados e igual ou diferente.

2 PARAMETROS ESTATiSTI COS

2.1 0 Tensor Orientacao e a Distribu icao de Bingham

Metodos vetoriais podem ser utilizados para analise de oricntacao de dados estruturais. A atitude de
uma lincacao ou da reta normal a urn plano pode scr interpretadacomo um vetor unitario, com cossenos dirctores
O. Ill, n) com relacao a um dado sistema de trcs eixos (x, y, z) de coordenadas ortogonais (Fig. V.I). Tomando-sc
urn sistema de rcferencia baseado nas coordenadas geograficas e na linha vertical, e os dados de oricntacao de
planes na forma Clar (azimute do rumo do mergulho/fingulo de mcrgu lho), os cossenos diretorcs (I, m, n) dos
palos. considerados como vetores unitarios, podem SCI' calculados conformc segue:

Pian os

I= cos (rumo) . sen (mergulho)
m = sen (rumo) . sen (mergulho)

n = cos (mergulho)

Linea~ocs

I = cos (rumo) . cos (mergulho)
m =- sen (rumo) . sen (mergulho)

n =sen (mergulho)
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A dctcrminacaoda oricntacao media:

de uma distribuicao de dados direcionais pode ser obtida sirnplcsmcntc por meio da resultante de uma soma
vetorial (e.g. Ramsay 1(67). A dirccao da atitude media ca dirccao do vetor soma resultante.

Pede-so tambcm dctcrminar um paramctro R de oricntacao preferencial :
k k k

{/ :(2::: /, )2 , (2:::",;)2 ' (2::: ", )2

;, I " I , -I
(V. I )

onde (Ii , mi, n.), i = I,..., k sao obscrvacocs de uma distribuicao sobre a csfcra, A oricntacao media (10' mo, no)
pode, cntao, ser obtida por:

k k k

- " II _ " 111) _ " III'a= LJ-, 111() = LJ-' 110 = LJ -
;=1 R ; =1 R ; =) R

(V.2)

Divcrsos mctodos tern sido propostos para dctcrminacao numcrica do melhor ajustc para circulos
maximos c circulos rninimos, os quais tcm aplicacao para a dctcrminacao de cixos para dobramentos cilindricos c
c6nicos, respcctivamente (Crudcn e Charlesworth, 1(76) . No entanto, muitos metodos nflo produzem resultados
safisfatorios, incluindo aquele proposto por Ramsay (1967) .

Norte

FIGURA ,-: I - Cossenos dire/ores (I, 11/, II) de I/II/a linha
de comprimento unitario Ol', com rela{'(70 a um sistema de coordenadas
{x, y. z) baseado I/{IS coordenadas geogn{{icas e na linha vertical

Dos vanos metodos, 0 que produz
melhores resultados c0 proposto por Scheidegger
(1965) c Watson (1965), que parte da dcfinicdo
de um Tensor Orlentaciio , Este mctodo fornece
resultados precisos c confiavcis e permite dcducfio
de indices bastantc utcis para comparacao entre
amostras distintas. Exigc trabalho cxaustivo de
calculo sc for feito manualmente, 0 que c
contornavcl pcla utilizacao de computador ou
calculadora programavcl.

Tomando-se as atitudes de tim con­
junto de lincacocs ou palos de pianos, rcprcscn­
tadas por seus cossenos dirctorcs (I, m, n), podc­
sc demonstrar que a dctcrminacao de um cixo ou
de um plano de mclhor ajustc, com rclacao a esse
conjunto de dados, pode ser fcita de tal modo que
a somatoria dos quadrados dos desvios angularcs
(Fig. V.2) dos vctores seja minima (ou maxima).

y

x

p

J "

Z Abeixo

o

n

Esses pianos c cixos de mclhor
ajustc podem scr obtidos pela detcrminacao dos autovalorcs da scguintc matriz, formada pelas somas de
quadrados c produtos dos cosscnos dirctorcs dos (i) dados (i = I,...k):

2: // 2: 1/ 11, 2: 1,/1,
A 2: 111,1; 2: 111;2 2: 1,/1; (YJ)

LI11,1, 2:',111, L/1,2

A dcterminacao dos autovalorcs consiste na dctcrminacao de um A tal que:



53
ESTER - Capitulo I.'

2),~ = A

"I, 111,1,
"I,ml,

2),111,
"I,m,] = A

"I, I, In,

o (VA)

a desenvolvimento dcssc dctcrminante conduz a uma cquacao de terceiro grau que. no casu gcral,
deve ter trcs raizcs rcais c positivas, os autovalorcs da rnatriz (A I, A2, A3). A cada urn desses trcs autovalorcs
cncontra-sc associado urn autovctor. sendo os tres autovctorcs perpendiculares entre si:

[V],

ou scja, no casu de analise de dobramcntos, indicara
o mclhoreixo pi (n).

a vetor associado ao maier autovalor
indicara 0 mclhor ajuste para a oricntacao media da
distribuicao. a vetor associado ao menor autovalor
indicara a normal do mclhor plano que contenha 0

conjunto de vctorcs

(V.5)T =il/K

a autovetor associado ao autovalor in­
tcrmcdiario sera perpendicular a csscs dois (Fig.
V.3). A matriz normalizada. ou scja, cujos elemen­
tos sao divididos pelo numcro k de dados, corrcs­
ponde a lim Tensor Oricntacfio T (Scheidegger,
1965):

h =COSQi

~'----t---.
y

x

z

FIGURA ',:2 -Desvios angulares (em dngulos solidos S¢i e Sb) de
1/11/ vetor unitario Vi com rclacito a 11/1/ eixo l, e 1111/ plano .\T
(adaptado de Kiraly , 19(9)

As propricdadcs matcmaticas do Tensor Oricntacao sao as mcsmas de outras grandczas flsicas do
tipo tensor de segunda ordcm, tais como 0 csforco mccanico (stress), a dcformacao intcrna (strain), 0 indicc de
rcfracao em minerais etc.

a dcscnvolvimcnto matematico mars geral das propriedades fisicas do tipo tonsorial pode ser
encontrado em Nyc (1957).

--..... /' .. ,...... / ...-;-." /'.... // / /
". //'/..'/ /./
/'.A / •.'// /

///~h l /
/1 G·:'-/./ /,

//.' / / " .
1/," / ./ ".

1/." / / .
/ /, ..:,/ /

/ .'1:.- /

/
..' /

.' /
" . / .... Iin I
/ . ",f / 2•.•.••• ...............

FIGURA '<3 - Principaisfeieii es de simetria da distribuicito de
Hingham, com relacdo a 1111/ conjunto de dados plotados em rede

estereografica, e representado Jlor CIIIW/S de cOI/IO/7/O de
igual densidade por cirea (Cheeney, 1983)

o EIXOS PRINCIPAlS

......... PLANOS PRINCIPAlS

--- CURVAS DE IGUAL DENSIDADE

que sao os desvios-padriies angulares pnnci­
pals.

as trds autovetores dcfinem lllll

clipsoidc (que ca rcprcscntacao quadrica de urn
tensor de 211 ordcm). Os scmi-cixos dcsse
clipsoidc tern como comprimcnto:

as autovalorcs normalizados (ou
scja, divididos pelo numcro k de rncdidas)
correspondcm a varidncias angulares nas trcs
dirccocs principais:
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Existc uma distribuicao cstatistica associada ao tensor oricntacao. conhccida como dtstribuiciio de
Bingham (Bingham, 1964), a qual permite a dcducao de parfimctros cstatisticos das fami lias de dados de orienta­
<;ao, bern como a construcao de testes estatisticos c de cones de confianca para os cixos dcduzidos. de um modo
similar it distribuicao normal de Gauss, na estatistica usual (Mardia, 1972: Chccncy, 19X3).

A funcao densidade da distribuicao de Bingham e:

(V.6)

onde:

k =

..-_ 1 •. .. .._1 ..

• •'" . . ! • •(: -:.:) I \ • ..

~ • i
•• I..... ) ..1. . / \ • , /

. --

a) U ni forrne b) Pontu al c) Gu irl and a

kj's sao parametres de dispcrsao;

I!1 1!2 e 1!3 sao os vetores ortogonais normalizados;, ,

d (k) cuma constante que depende de kI, k2 e k3;

x' = (I, m, n); c0 vetor dos cossenos diretores.

Os autovetores de A. (t I, t2 c I). sao as cstimativas de maxima vcrossimilhanca de 1.11, 1.12 c 1.13 c
k3 =0 c uma rcstricao imposta por Bingham para que as cstimativas de maxima vcrossimilhanca de k fosscm
unicas, sendo k1 e k2 obtidos por intcrpolacfio nas tabelas dadas por Bingham (1964).

A distribuicfio de Bingham aplica-sc a familias de dados que se configuram em uma das tres
categorias dadas (Fig. VA). ou na combinacfio de qualqucr dcssas trcs categorias. Ou scja, que se distribuam
segundo os seguintes padrocs: uniforme (uniformcmcnte em tocla a recle cstcrcografica), pontual (simctricamcntc
em torno de urn cixo), guirlanda (simetricamente em torno cle um plano). A Figura V.3 mostra uma fami lia de
dados qualquer que se ajusta it distribuicao de Bingham. c os tres autovetores associados. Podc-sc dizer que a
distribuicao de Bingham aplica-se a conjuntos de dados com simetria csferica (aleatoria), axial e ortorrombica.
quando entao os autovetores coincidcm com cixos de simetria. Porern, nao se aplica a distribuicocs com simetrias
monoclinicas ou triclinicas (Fig. V.S).

A distribuicao do tipo uniformc C, por vczcs, designada aleatoric, c a distribuicfio pontual como
unimodal ou uniaxial (ou diagramas com um unico maximo, Capitulo Ill), embora esses tcrmos nao scjam.
rigorosamente, sinonimos. Para familias de dados que nao se enquadram nestes tipos de distribuicao, como as
assimetricas, as bimodais (diagramas com dois maximos, Capitulo lII), as polimodais au as guirlandas de
circulos minimos (vcr Capitulo III), este mctodo niio sc aplica estritamente. Porcm, de qualqucr modo. os
autovetores correspondcm a centros de gravidade c cixos de simctria (quando houver) das familias de dados.
representando sempre 0 melhor ajuste posslvcl dcstcs casos ao modele teorico (Fig. V.S).

Tipos de dis tribuicao
Di agr am as de Schmidt

FIGURA 1:4 - Tres categories descritivas
de dados de orientaciio tridimensionais

representadas em proje{'(70 estoreografic«:
(a) UNIFORkfE: tendencia dos pon los em serem

uniformemente dist ribuidos sabre a proj eF70.
(b) PONTUAL (unimodal all uniaxial ): tendencia dos
p all l os (I se distribuirem ao redor de 1/111 cixo conium.

(e) GUJRL·INDA: tendencia dos p all l os se dist ribuireni
em 10/7/ 0 de 11m circ ulo lI uiximo (Cherney, / 9R3)
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2.2 indices e Diagramas
Discriminantes

a mctodo utili­
zado pcrrnite nfio apcnas
dcducao cstatistica dos me­
Ihores cixos de uma familia
de dados mas, tambcm, a
dcducfio de indices, bascados
nos autovalorcs. rcprcscn­
tativos da forma c da dispcr­
sao de dados, de modo a
objctivarncntc comparar va­
rias familias de dados entre
si. As rclacocs entre autova­
lores (bem como entre os
autovalorcs normalizados)
pcrmitcm infcrir 0 tipo de
distribuicao dos dados,
Normalmcntc, tcmos:

No caso parti­
cular de 'I = '2 = '3 , a
distribuicao c uniformc, ou, dito de outra forma, nao lui ncnhuma oricntacao prcfcrcncial . a clipsoidc de
oricntacao cuma csfcra. No caso em que 'I cgrande e '2 e '3 sao comparativamcntc pcqucnos, a distribuicao
tende a pontual, sendo 0 clipsoidc de oricntacao do tipo prolato (chamto).

'I > '2 > '3 .
F/GUR..I 1:5 -Projeciies de igual-area para distribuiciies idealizadas de tramas com simetria

ortornimbica (a. d, e), monoclinica (h) I' tric llnica (c). I' ati ttule tlos autovetores associados
(adaptado ell' Woodcock, / 977)

Se 'I = '2, tcm-sc uma simctria rotacional em torno do autovctor t I, associados ao maior autova lor
(q ).

No caso de 'I c '2 serem grandcs, cornparativamcntc com 13 pcqucno, a distribu icfio 6 em
guirlanda. a u scja, os vetores (vi) distribucm-sc segundo urn plano. a clipsoidc de oricntacfio 6 do tipo oblato
(pizza). No caso 'I = '2, os dados distribucm-sc uniformcmcntc em torno da guirlanda , scm aprcscntar uma
conccntracfio maxima pontual c mostram simctria rotacional em torno do autovetor i:, associado ao menor
autovalor '3 .

Como, na vcrdadc, intcrcssam as rclacocs entre os autovalorcs, uma alternativa c a utilizacfio de
diagramas ou de indices para a rcprcscntacao dos varies tipos de clipsoidcs de oricntacao .

As caractcrlsticas da forma c distribuicfio de uma familia de dados de oricntacfio podcm ser
rcprcscntadas em 1II11 diagrama (Fig. V,G) scmclhantc ao diagrama de Flinn, utilizado em Geologia Estrutural
para rcprcscntar os clipsoidcs de stress c strain (Woodcock, 1977; Harvey c Ferguson, 1978; Woodcock c
Naylor, 1983).

Nesse diagrarna plota-sc como ordcnada a rclacao In ('1112)' e como abcissa. a rclacao In ('2113)
(Fig . V.6) . Distribuicocs do tipo uniformc ou alcatoria coincidcm com a origem do diagrama . Quanto mcnor a
dispcrsao da familia de dados, mais distantc cstara a origem do diagrama . Familias do tipo guirlanda perfeita
coincidem com a abcissa , e as do tipo pontual simctrica, com a ordenada. Farnilias com caractcristicas
intcrmcdiarias cairfio em posicocs intcrmcdiarias do diagrama. Pode-se definir 0 indicc K (Woodcock, 1977):

(V.7)

que corrcspondc apendente das divcrsas rctas que passam pcla origem (0,0) do grafico . Quando K= I, tcm-sc urn
caso cxatamcnte intcrmcdiario entre as distribuicocs pontuais c guirlanda . Se:

I > K > 0

a distribuicfio tendo para guirlanda , tanto mais pcrfcita quanto mais K sc aproximar de zero.
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Se:

oo > K > 1

a distribuicfio tende para pontual , tanto mais perfeita quanta mais K se aproximar do infinito.

o indicc K rcferc-sc aforma da distribuicao, Podc-se notar, tambem, que quanta mais proxima a
origem, mais dispersas sao as distribuicoes c, quanta mais afastadas, maior a oricntacao preferencia1, dentro de
uma reta com 0 mesmo indice k. E possivcl, entao, definir urn indice C, que indica a dispcrsao da amostra
(Woodcock, 1977):

Uma distribuicao aleatoria (uniforme) aprcscntara indice C = 0 (e K = I). Quanto maior for a
orientacao prcferencial, tanto mais C tendera a infinito. Os indices de forma (K) e dispersao (C) propostos por
Woodcock (1977) e, tambcm, os de Harvey e Ferguson (1978), apresentam a desvantagem de variar entre zero c
infinito. Adaptando a proposicao de Hsu (1966), originalmente concebida para 0 estudo de dcformacao interna
(strain), propoc-se 0 seguinte indicc de forma da distribuicao (Campanha, Nagata c Yamamoto, 1988;
Campanha c Yamamoto, 1987):

T

[

o

T

(V .S) [

5 _ UNIMODAIS PERFEITAS

\<.",0,2

~
GUIRLANDAS
PERFEITAS

2

(

P
d,
IT

P
c(
0,
at
0
V
S(

di
d.

F =1
po

FIGURA ,.:6 - Diagrama bilogaritmico das raziies dos autovalores obtidos da distribuicito de Bingham, com exempl os de
diversos tipos de distribuiciio de dodos. &70 mostradas as linhas CO/I/ indic es de forma (K, I;) e de disp ersiio (C, 1J) iguais
(adaptado de Woodcock, 1977)
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A vantagem eque este indicc varia de -I a + I, mostrando as rclacocs com 0 indice k associados na
Tabela V.I (Woodcock 1977):

TAllELA 1<1 - Campos de variacilo do indice k

Forma de distribuicao

Guirlanda

Intermediaria

Pontual

K

°I
a

F

+1

°-I

Pode-se definir urn indice de dispcrsao D tal que mantem as relacocs indicadas na Tabela V.2, com
o indiceC:

1itRELA 1<1 - Valores dos indices C e [) para diferentes tipos de distribuicito

(V.9)

Distribuicao

Aleatoria ou uniforme

Perfeita*

(*) dados coinciden tes em 11m pon to e/ou plano.

C

o
00

D

°1

As rclacocs entre estes indices podem ser assim estabelecidas:

F =(l-K)/( l+K) ou K =(I-F)/(l +F)

D = C/(C+2) ou C = -2D/(D-I)

(V.I0)

(V.I I)

2.3 Cones de Confianca

Baseado na distribuicao de Bingham,
Cheeney (1983) mostra como tracar cones de confianca
para as dirccocs principais obtidas. Ou soja, areas
dentro do diagrama de Schmidt, em tomo do eixo
medic obtido, dentro das quais deve estar a dirccao
pretendida, com uma probabilidadc (nivcl de
confianca) de 1- a (e.g. 99%, 95%, i.e., a = 0,0I,
0,05). Como na distribuicao de Bingham a varifincia
angular e funcao da direcao em que csta sendo medida,
o cone de confianca tem, no caso geral (Figs. V.7 e
V.S), forma eliptica. Ou, de outra forma, 0 angulo
semi-apical d do cone de confianca varia segundo a
direcao m (Fig. V.7). Sendo n igual ao numcro de
dados, 0 angulo semi-apical d do cone de confianca
para 0 autovetor t1 (dirccao media) e dado por:

FIGURA 1<7 -Base do metodo de cons tru cilo de cones de
confianca elipticos obtidos do dlstribuicito

de Bingham (segundo Cheeney, /983)

Para 0 autovetor t3 (eixo p da guirlanda), a relacao e dada por:

sen2 d ='t3(a-2/(n-2L1)/('t2 cos2 m + 'I sen2 m - '3)

(V.12)

(V.13)



F/GUU;/ 1:8 - Exemplo de distrihuiciio de polos de planus de
estratificaciio (circulos cheios) na forma de guirlanda, COlli

indicaciio do cone de confianca de 0.95 em 101710 do autovctor
13' Este eixo representa I/O coso a melltor estimative do eixo de

dobramento (eixo If) qlle. com 95% de probabilidade, est«
inscrito I/O cone de confianca (adaptado de Clteeney , 19113)
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2.4 Testes Estatisticos

Woodcock e Naylor (1983) estabeleceram
um teste para indicar se determinada familia de dados
possui, au nao, uma oricntacao preferencial cstatis­
ticamentc significativa . Neste teste, os valores criticos
do indicc C (dispersao) sao dispostos em tabela c grafi ­
co, para tarnanhos de amostra (numcro de dados) vari ­
ando entre 5 e 1.000, para quatro niveis de confianca.
Ou seja, se uma dada familia de p610s de pianos ou
lineacces, com N dados e indicc de dispersao C, for
aceita no teste, podc-sc dizer que cia tcra uma proba­
bilidade minima de 99% de ter oricntacao preferencial
significativa . Ou, de outra forma, havcra uma probabi­
lidade, igual au mcnor que I%, de que aquela distribui­
~ao de dados seja devida ao acaso.

Baseado na distribuicao de Bingham,
Mardia (1972) desenvolveu testes cstatisticos para
verificar a igualdade de duas familias de dados de
oricnracao, em termos de igualdade de suas oricntacocs
medias (autovetor t I), au de seus cixos 7t (autovetor t3)'
Estes testes produzem uma cstatistica F, que pode ser
confrontada com uma tabela padrao, disponivcl em
livros de estatistica.
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Para duns familias de dados, com distribuicao do tipo pontual, a cstatistica F para 0 teste de
igualdade de suas oricntacocs medias e dado por:

onde:

(V.13)

A II = maior autovalor (nao-norrnalizado) da familia I;

A21 = maior autovalor (nao-normalizado) da familia 2;

A I = maior autovalor (ndo-norrualizado) das familias I e 2 somadas;

N = numcro de dados.

Para duas familias de dados, com distribuicao do tipo guirlanda, a estatistica F para 0 teste de
igualdade entre seus cixos cdada por:

N-4
(A +A - A )( )::::F

3 13 23 2(A A) 2,N -4
13 - 23

cujos parfimctros sao semelhantes ao da cquacdo anterior, adotando-sc, no cntanto, 0 mcnor autovalor,

SUMARIO DO CAPiTU LO V

(V.I~)

o Capitulo V sintetiza fundamentos de estatistica para analise de dados direcionais tridimensionais.
necessaries para plena utilizacao dos recursos oferecidos por ESTER. Estudamos critcrios para rcconhccimcnto
de orientacoes preferenciais e para analise dessas conccntracoes, bern como as mctodos para dctcrminacio
numerica do me1hor ajuste de familias de dados. Emprcgando 0 tensor oricntacao, c possivcl comparar 3

distribuicao estatistica associada as diferentes conccntracocs de dados e os padrocs correspondentes (como 05

tipos uniforme, pontual cern guirlanda).


