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Capitulo V S (

ANALISE ESTATISTICA DE DADOS ESTRUTURAIS.

Estatistica de dzﬂos direcionais tridimensionais

Ginaldo A. da C. Campanha e José A. Quintanilha

1 INTRODUCAO

As analises estruturais quantitativas dependem, normalmente, do recurso de diagramas de trama
(fabric). Em geral, as estruturas lincares ou as retas normais (polos) de estruturas planares sdo plotadas em redes
de igual-arca (Schmidt-Lambert), podendo ser tragadas, ou ndo, curvas de contorno de densidade de pontos
versus areca. Os padrdes de distribuigdo sdo analisados qualitativamente, quanto a forma da distribuigdo
(unimodal, polimodal, guirlanda de circulo maximo, guirlanda de circulo minimo etc.) e sua dispersdo. O
Capitulo III desta obra descreve sucintamente os fundamentos desse tipo de analise qualitativa.

Existem, ha algum tempo, programas de computador para tragado automatico de diagramas de
trama (e.g. Yamamoto e Pereira Jr., 1984). Menos conhecidos, no entanto, sdo os métodos estatisticos numéricos
aplicados na analise estrutural, incluidos num campo que pode ser denominado "estatistica de dados direcionais”
(Mardia, 1972). Ver, também, Watson (1965), Cheency (1983) e Starkey (1993).

Embora os métodos estatisticos quantitativos ndo produzam, obrigatoriamente, resultados melhores
do que a analise qualitativa feita por um geodlogo experiente, fornccem parametros mais objetivos para a
comparagdo dos resultados. Assim, certos problemas que surgem quando se tenta analisar diagramas de trama
podem ser resolvidos quantitativamente. Tais questoes incluem:

1) se o nimero de dados € suficiente ou ndo;

2) se existc orientagdo preferencial claramente definida ou se a dispersdo ¢ muito alta;

3) se a distribui¢do ¢ do tipo guirlanda ou pontual,

4) qual ¢ a orientagdo média ou o eixo pi (n) de uma familia de dados;

5) se a atitude do eixo pi () ou da orientagdo média de duas familias de dados ¢ igual ou diferente.

2 PARAMETROS ESTATISTICOS
2.1 O Tensor Orientagio e a Distribuigio de Bingham

M¢étodos vetoriais podem ser utilizados para analise de orientagdo de dados estruturais. A atitude de
uma lincagdo ou da reta normal a um plano pode ser interpretada como um vetor unitario, com cossenos diretores
(1. m, n) com relagdo a um dado sistema de trés eixos (x, y, z) de coordenadas ortogonais (Fig. V.1). Tomando-se
um sistema de referéncia baseado nas coordenadas geograficas e na linha vertical, ¢ os dados dc oricntagdo de
planos na forma Clar (azimute do rumo do mergulho/angulo de mergulho), os cossenos diretores (I, m, n) dos
polos, considerados como vetores unitarios, podem ser calculados conforme scgue:

L Planos Lineagoes I
| = cos (rumo) . sen (mergulho) | = cos (rumo) . cos (mergulho)
m = sen (rumo) . sen (mergulho) m = - sen (rumo) . sen (mergulho)

n = cos (mergulho) n = sen (mergulho)
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A dcterminagio da oricntagiio média:

. m . o)

de uma distribui¢do de dados dirccionais pode ser obtida simplesmente por meio da resultante de uma soma
vetorial (e.g. Ramsay 1967). A diregio da atitude média ¢ a diregio do vetor soma resultante.

Podc-sc também determinar um parametro R de orientagdo preferencial:

k k L
R:(Z[')h(Zm,)z*(Z",)z (V.1
i1 i=1 i1

onde (I}, my, ny), i = 1,..., k sdo obscrvagdes de uma distribuigio sobre a csfera. A oricntagio média (1, mg, ng)
pode, entdo, scr obtida por:

- / m d n
l = —l, m, = —l_ n, = =1 (VZ)
0L 0 ZR‘ ’ ZI:R

Diversos métodos tém sido propostos para determinagdo numérica do melhor ajustc para circulos
maximos ¢ circulos minimos, os quais tém aplica¢do para a determinagdo de cixos para dobramentos cilindricos ¢
conicos, respectivamente (Cruden ¢ Charlesworth, 1976). No entanto, muitos métodos nio produzem resultados
safisfatorios, incluindo aquele proposto por Ramsay (1967).

Dos varios métodos, o que produz
mclhores resultados ¢ o proposto por Scheidegger
(1965) ¢ Watson (1965), que parte da definigio
de um Tensor Orientagdo. Estc método fornece
resultados precisos ¢ confiaveis ¢ permite dedugiio
de indices bastante tteis para comparagdo cntre
amostras distintas. Exige trabalho cxaustivo dc
calculo s¢ for feito manualmente, o que ¢
contornavel pcla utilizagdo de computador ou
calculadora programavel.

Norte

Tomando-sc as atitudes de um con-
junto de lincagdes ou polos de planos, represen-
tadas por scus cosscnos dirctores (I, m, n), pode-
sc demonstrar que a determinagdo de um cixo ou
dc um plano de melhor ajuste, com relagdo a cssc
conjunto de dados, pode scr feita de tal modo que
FIGURA V.1 - Cossenos diretores (I, m, n) de uma linha a somatoria dos quadrados dos desvios a"gulmcs

de comprimento unitario OP, con relagdo a um sistema de coordenadas (Fig. V.2) dos vetores seja minima (ou maxima)
. . . . . s < o .
(x, ¥, z) baseado nas coordenadas geogrdficas e na linha vertical

z Abaixo

Esses planos ¢ cixos dc mclhor
ajuste podem scr obtidos pcla determinagdo dos autovalores da scguinte matriz, formada pclas somas de
quadrados ¢ produtos dos cossenos dirctores dos (i) dados (i = 1,...k):

> im X
A= | S T o v
d>omlo > lm >n}

A determinagdo dos autovalores consiste na determinagdo de um A tal que:



dIi=4
Zm,l,
Zm,/,

Z/,m,
> omi=4
ZI,ml
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Zl,n,
lenl
donl=4

(V.4)

O desenvolvimento desse determinante conduz a uma equagdo de terceiro grau que, no caso geral,
deve ter trés raizes reais ¢ positivas, os autovalores da matriz (A}, Ay, A3). A cada um desscs trés autovalores
cncontra-sc associado um autovctor, sendo os trés autovctores perpendiculares entre si:

h = COS ¢

-

X

FIGURA V.2 - Desvios angulares (em dngulos sélidos S¢,~ e Sh) de

um vetor unitario Vi com relagdo a um cixo Z, e um plano
(adaptado de Kiraly, 1969)

XY

O vetor associado ao maior autovalor
indicara o melhor ajuste para a orientagdo média da
distribui¢do. O vetor associado ao menor autovalor
indicara a normal do melhor plano que contenha o
conjunto de vetores i

V1,
ou scja, no caso de analisc de dobramentos, indicara
o mclhor cixo pi (m).

O autovetor associado ao autovalor in-
termediario scra perpendicular a csses dois (Fig.
V.3). A matriz normalizada, ou scja, cujos clemen-
tos sdo divididos pclo nimero k de dados, corres-
ponde a um Tensor Oricntagio T (Scheidegger,
1965):

I'=A/K (V.5)

As propricdades matematicas do Tensor Oricntagdo sdo as mesmas de outras grandczas fisicas do
tipo tensor de segunda ordem, tais como o esforgo mecdnico (stress), a deformagdo interna (strain), o indice de

refragdo em minerais ctc.

O desenvolvimento matematico mais geral das propriedades fisicas do tipo tensorial pode ser

encontrado em Nye (1957).

Os autovalores normalizados (ou
scja, divididos pclo nimero k de medidas)
correspondem a varidncias angulares nas trés
dircgdcs principais:

T1=4/K
Ty =A)/K
13 =A3/K

Os trés autovetores definem um
clipsoide (que ¢ a representagdo quadrica de um
tensor de 22 ordem). Os scmi-cixos dcsse
clipsoide tém como comprimento:

Vo, o - n

que sdo os desvios-padrdes angulares princi-
pais.

«esese* PLANOS PRINCIPAIS

@)

.......
...............

EIXOS PRINCIPAIS

——=— CURVAS DE IGUAL DENSIDADE

FIGURA V.3 - Principais fei¢des de simetria da distribui¢do de
Bingham, com relag@o a um conjunto de dados plotados em rede
estereogrdfica, e representado por curvas de contorno de

igual densidade por darea (Cheeney, 1983)
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Existc uma distribuigdo cstatistica associada ao tensor oricntagdo, conhecida como distribuigdo de
Bingham (Bingham, 1964), a qual permite a dedugdo de pardmetros cstatisticos das familias de dados de orienta-
¢do, bem como a construgdo de testes estatisticos ¢ de cones de confianga para os cixos deduzidos. de um modo
similar a distribui¢do normal de Gauss, na estatistica usual (Mardia, 1972; Checney, 1983).

A fungdo densidade da distribuigdo de Bingham é:

F(x k) =[4md (k)" explk, (x' 1)) +ky (X" p1y) +ky (x" 13)* | (V.6)

onde:

k;'s sdo parametros de dispersio;

M|, 12, e p3 sdo os vetores ortogonais normalizados;
d (k) ¢ uma constante que depende de k|, ky ¢ k3;

x' = (I, m, n); é o vetor dos cossenos diretores.

Os autovetores de A, (t]. t) ¢ t3). siio as cstimativas de maxima verossimilhanga de py, pp e p3 ¢
k3 =0 ¢ uma restrigdo imposta por Bingham para que as cstimativas de maxima verossimilhanga de k fossem
unicas, sendo k| ¢ ky obtidos por interpolagdo nas tabelas dadas por Bingham (1964).

A distribuigdo dc Bingham aplica-s¢ a familias dc dados quc sc configuram cm uma das trés
categorias dadas (Fig. V.4), ou na combinagdo de qualquer dessas trés categorias. Ou scja, que sc distribuam
segundo os seguintes padrdes: nniforme (uniformemente cm toda a rede estercografica), pontual (simetricamente
em torno de um cixo), guirlanda (simetricamente em torno de um plano). A Figura V.3 mostra uma familia de
dados qualquer que se ajusta a distribuigdo de Bingham, ¢ os trés autovetores associados. Pode-se dizer que a
distribuigdo de Bingham aplica-se a conjuntos de dados com simetria esférica (aleatoria), axial e ortorrémbica,
quando entdo os autovetores coincidem com eixos de simetria. Porém, ndo se aplica a distribuigdes com simetrias
monoclinicas ou triclinicas (Fig. V.5).

A distribuigdo do tipo uniforme ¢, por vezes, designada aleatéria, ¢ a distribuigdo pontual como
unimodal ou uniaxial (ou diagramas com um unico maximo, Capitulo III), embora csses termos ndo scjam.
rigorosamente, sindnimos. Para familias de dados que ndo se enquadram nestes tipos de distribuigdo, como as
assimétricas, as bimodais (diagramas com dois maximos, Capitulo III), as polimodais ou as guirlandas dc
circulos minimos (ver Capitulo III), este método ndo sc aplica estritamente. Porém, de qualquer modo, os
autovetores correspondem a centros de gravidade ¢ cixos de simetria (quando houver) das familias de dados.
representando sempre o melhor ajuste possivel destes casos ao modelo teorico (Fig. V.5).

Tipos de distribuigdo

Diagramas de Schmidt

u 8]
- G e . > ‘m ™ / \ Sl
FIGURA 1.4 - Trés categorias descritivas ( " / . ‘ f ]
de dados de orientagdo tridimensionais - ” n = ) k ynn / ( g/
representadas em projegdo estereogrdfica: 0 m N . / L L]

(a) UNIFORME: tendéncia dos pontos em serem
uniformemente distribuidos sobre a projegdo.

(b) PONTUAL (unimodal ou uniaxial): tendéncia dos a) Uniforme b) Pontual c) Guirlanda
pontos a se distribuirem ao redor de um eixo comun.
(c) GUIRLANDA: tendéncia dos pontos se distribuirem
em torno de um circulo maximo (Cheeney, 1983)
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2.2 Indices e Diagramas
Discriminantes

O método utili-
zado permite ndo apcnas
dedugio cstatistica dos mc-
lhores cixos de uma familia
de dados mas, também. a
dedugdo de indices, bascados
nos autovalorcs, represen-
tativos da forma ¢ da disper-
sio dc dados, dec modo a
objetivamente comparar va-
rias familias dc dados cntre

AUTOVETORES:
si. As relagdes entre autova- o maior
lores (bem como cntrc os x intermediario
autovalores  normalizados) o menog

permitem inferir o tipo dc
distribuicio  dos  dados.
Normalmente, temos:

FIGURA 1’5 - Projegdes de igual-area para distribui¢des idealizadas de tramas com simeltria
ortorrombica (a, d, ¢), monoclinica (b) e triclinica (c), e atitude dos antovetores associados
(adaptado de Woodcock, 1977)

T > 13 >3,

No caso parti-
cular de 1) = 1) = 13, a
distribui¢do ¢ uniforme, ou, dito de outra forma, ndo ha nenhuma oricntagdo preferencial. O clipsoide de

oricntagdo ¢ uma csfera. No caso em que 1 ¢ grande ¢ 1) ¢ 13 sdo comparativamente pequenos, a distribuigdo
tende a pontual, sendo o clipsoide de orientagdo do tipo prolato (charuto).

Sc t] = 17, tem-s¢ uma simetria rotacional em torno do autovetor t|, associados ao maior autovalor

().

No caso de¢ t| ¢ 1) serem grandes, comparativamente com 13 pequeno, a distribuigdo ¢ cm
guirlanda. Ou scja, os vetores (v;) distribuem-se segundo um plano. O elipsoide de oricntagio ¢ do tipo oblato
(pizza). No caso 1| = 17, os dados distribuem-sc uniformementc em torno da guirlanda, scm apresentar uma

concentragdo maxima pontual ¢ mostram simetria rotacional em torno do autovetor 1,, associado ao mcnor
autovalor t3.

Como, na verdade, interessam as relagdes entre os autovalores, uma alternativa ¢ a utilizagdo dc
diagramas ou dc indices para a representagdo dos varios tipos de clipsoides de orientagdo.

As caracteristicas da forma ¢ distribuigio dc uma familia de dados de oricntagdo podem secr
representadas em um diagrama (Fig. V.6) semelhante ao diagrama dc Flinn, utilizado em Geologia Estrutural

para representar os clipsoides de stress e strain (Woodcock, 1977; Harvey e Ferguson, 1978; Woodcock ¢
Naylor, 1983).

Nessc diagrama plota-sc como ordenada a relagdo In (t)/17), ¢ como abcissa, a relagdo In (t9/13)
(Fig. V.6). Distribuigdces do tipo uniforme ou alcatéria coincidem com a origem do diagrama. Quanto menor a
dispersdo da familia dc dados, mais distantc cstara a origem do diagrama. Familias do tipo guirlanda perfecita
coincidem com a abcissa, ¢ as do tipo pontual simétrica, com a ordenada. Familias com caractcristicas
intermediarias cairdo em posigdces intermediarias do diagrama. Pode-sc definir o indice K (Woodcock, 1977):

K =1In(t}/t9) / In (17/13) V.7

que corresponde a pendente das diversas retas que passam pela origem (0,0) do grafico. Quando K=1, tem-s¢ um
caso exatamente intcrmediario entre as distribuigdes pontuais ¢ guirlanda. Sc:

1>K>0

a distribui¢iio tende para guirlanda, tanto mais perfeita quanto mais K sc aproximar de zcro.
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Se:

o>K> 1

a distribuigdo tende para pontual, tanto mais perfeita quanto mais K se aproximar do infinito.

0 indice K refere-se a forma da distribui¢do. Pode-se notar, também, que quanto mais proxima a
origem, mais dispersas sdo as distribui¢des ¢, quanto mais afastadas, maior a oricntagdo preferencial, dentro de
uma reta com o mesmo indice k. E possivel, entdo, definir um indice C, que indica a dispersdo da amostra

(Woodcock, 1977):

C=In(rj/13)

Uma distribui¢do aleatéria (uniforme) apresentara indice C = 0 (¢ K = 1). Quanto maior for a
orientagdo preferencial, tanto mais C tendera a infinito. Os indices de forma (K) e dispersdo (C) propostos por
Woodcock (1977) e, também, os de Harvey ¢ Ferguson (1978), apresentam a desvantagem dc variar entre zero ¢
infinito. Adaptando a proposigdo de Hsii (1966), originalmente concebida para o estudo de deformagéo interna
(strain), propde-se o seguintc indice de forma da distribuigdo (Campanha, Nagata ¢ Yamamoto, 1988,

Campanha e Yamamoto, 1987):

F =(2.Inty - Int| - Int3) / (InT| - InT3)

7 o 2
B IS ~ o /o
;é L:: !I’ u:l X/
5
©
Y
4//,14 o o\v\’
5 4+—— UNIMODAIS PERFEITAS s ‘\\\\*O
&
Q}/
O
OC?
A Q 8
4 s, ‘\%\Q
7
() /\QR‘

In(t4/15)
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°
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¢ é’ : 2 3 v -
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FIGURA V.6 - Diagrama bilogaritmico das razdes dos autovalores obtidos da distribui¢do de Bingham, com exemplos de
diversos tipos de distribui¢do de dados. Sdo mostradas as linhas com indices de forma (K, I) e de dispersdo (C, D) iguais
(adaptado de Woodcock, 1977)



5
ESTER - Capitulo V

A vantagem ¢ que este indice varia de -1 a +1, mostrando as relagdes com o indice k associados na

Tabela V.1 (Woodcock 1977):

TABELA V.1 - Campos de variagdo do indice k

[ Forma de distribui¢ido K F
Guirlanda 0 +1
Intermediaria 1 0
Pontual o -1

Pode-se definir um indice de dispersdo D tal que mantém as relagdes indicadas na Tabela V.2, com

o indice C:

D =In(ty 172 /13112) / {In(x| /2 123 1/2)+1] = In(xy /23) / (I /23)+2] (V.9)

TABELA V.2 - Valores dos indices C e D para diferentes tipos de distribuigdo

| Distribuiciio C D
Aleatoria ou uniforme 0 0
Perfeita* © |

(*) dados coincidentes em um ponto e/ou plano.

As relagdes entre estes indices podem ser assim estabelecidas:

F = (1-K)/(1+K) ou K = (1-F)/(1+F) (V.10)

D = C/(C+2) ou C = -2D/(D-1) (V.11

2.3 Cones de Confianca

Baseado na distribuigio de Bingham,
Cheeney (1983) mostra como tragar cones de confianga
para as diregdes principais obtidas. Ou seja, arcas
dentro do diagrama de Schmidt, em torno do eixo
médio obtido, dentro das quais deve estar a diregdo
pretendida, com uma probabilidade (nivel de
confianga) de 1- o (e.g. 99%, 95%, i.é., a = 0,01,
0,05). Como na distribuigdo de Bingham a variincia
angular ¢ fungdo da dire¢do em que esta sendo medida,
o cone de confianga tem, no caso geral (Figs. V.7 ¢
V.3), forma eliptica. Ou, de outra forma, o angulo
semi-apical d do cone de confianga varia segundo a
diregdo m (Fig. V.7). Sendo n igual ao nimecro de
dados, o dngulo semi-apical d do cone de confianga
para o autovetor t| (diregdo média) ¢ dado por:

ta

FIGURA V.7 - Base do método de construgdo de cones de
confianga elipticos obtidos da distribui¢do
de Bingham (segundo Cheeney, 1983)

sen d = -13(a'2/("'2)-l)/(t| cos2 m + %) sen m - 13) (V.12)

Para o autovetor t3 (eixo p da guirlanda), a relagdo ¢ dada por:

sen? d = 13(a'2/ ("'2)-1)/(12 cos? m + 1 sen? m - 13) (V.13)
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2.4 Testes Estatisticos

Woodcock ¢ Naylor (1983) estabeleceram
um teste para indicar sc determinada familia de dados
possui, ou ndo, uma orientagdo preferencial estatis-
ticamentc significativa. Neste teste, os valores criticos
do indice C (dispersdo) sdo dispostos em tabela ¢ grafi-
co, para tamanhos de amostra (nimero de dados) vari-
ando entrc 5 ¢ 1.000, para quatro niveis dec confianga.
Ou seja, sc uma dada familia de polos de planos ou
lineagdes, com N dados ¢ indice de dispersdo C, for
aceita no teste, pode-se dizer que ela tera uma proba-
bilidade minima de 99% de ter oricntagdo preferencial
significativa. Ou, dc outra forma, havera uma probabi-
lidade, igual ou menor que 1%, de que aquela distribui-
¢do de dados seja devida ao acaso.

Bascado na distribuigdo de Bingham,
Mardia (1972) descnvolveu testes estatisticos para
verificar a igualdade de duas familias dc dados dc
orientagdo, em termos de igualdade dc suas oricntagdes
médias (autovetor t|), ou de scus cixos  (autovetor t3).
Estes testes produzem uma cstatistica F, que pode ser
confrontada com uma tabela padrdo, disponivel cm
livros de estatistica.

CONE DE
CONFIANCA 0,95

e POLO
O AUTOVETORES

FIGURA V.8 - Exemplo de distribui¢do de pélos de planos de
estratificagdo (circulos cheios) na forma de guirlanda, com
indica¢io do cone de confianga de 0,95 em torno do autovetor
13. Iiste eixo representa no caso a melhor estimativa do eixo de
dobramento (cixo n) que, com 95% de probabilidade, esti
inscrito no cone de confianga (adaptado de Cheeney, 1983)

Para duas familias dc dados, com distribuigdo do tipo pontual, a cstatistica F para o teste de

igualdade de suas oricntagdes médias ¢ dado por:

(Ayy + Ay = A)(
onde:
A || = maior autovalor (ndo-normalizado) da familia I;

A9 | = maior autovalor (ndo-normalizado) da familia 2;

__N-4 (V.13)
AN =Ay, - Ay)

)21 N4

A| = maior autovalor (ndo-normalizado) das familias | ¢ 2 somadas;

N = numero de dados.

Para duas familias de dados, com distribuigdo do tipo guirlanda, a estatistica F para o teste de

igualdade entre seus cixos ¢ dada por:

(A3 + A3 — A )(

N -4 .
2(Ay;3 - Ax)

)= I N4 (V.14)

cujos parametros sdo semelhantes ao da equagdo antcrior, adotando-sc, no entanto, o menor autovalor.

SUMARIO DO CAPITULO V

O Capitulo V sintetiza fundamentos de cstatistica para analise de dados dirccionais tridimensionais.
necessarios para plena utilizagdo dos recursos oferecidos por ESTER. Estudamos critérios para reconhccimento
de orientagdes preferenciais e para analisc dessas concentragdes, bem como os métodos para determinagio
numérica do melhor ajuste de familias de dados. Empregando o tensor orientagdo, ¢ possivel comparar a
distribuigdo estatistica associada as diferentes concentragdes de dados e os padroes correspondentes (como os

tipos uniforme, pontual ¢ em guirlanda).



