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=tOf\CWI_OGIE DES SUITES D'ATIYAH 

RU I ALME I DA (•) 

INTRODUCTION 

La notion de suite d'Atiyah abstrai te apparai tre 

originalement dans [16). Il s'agit d'un tibre vectoriel L~ W muni 

d ' un morphisme de fibres vectoriels LL TW et d'une structure 

d' algebre ·de Lie dans le A(W)-module des sections de L, tel le que 

le morphisme de A(W)-modules induit par pest un morphisme d'algebres 

de Lie. Cette notion generalise la notion classique d'algebre de 

Lie et appara1 tre na~urellement dans ·1a theori.e geometrique des 

systemes d'equations aux derivees partielles. Atiyah [4), a associe 

a chaque fibre principal, une suite exacte curte de fibres 

vectoriels, connue comme la suite d'Atiyah du fibre principal. A 

chaque feuilletage transversalement complet [15), on associe une: 

suite exacte curte de fibres vectoriels qu'on appelle 
• 

la suite 

d'Atiyahdufeuilletage.[2). [3). Ces sont des cas particuliers 

importants de la notion generale de suite d 1 Atlyah. 

Aune suite d'Atiyah abstraite est associe un complexe 

differentiel standard et une cohomologle qui generalise naturellement 

la cohomologie de de Rham d I une varie te et qui a comme des cas 

particul iers, la cohomolog~e basique des teuilletages transversalement 

complete et la cohomologie invariant des tibres principaux. A la 

part, la grande importance de connaitre si la cohomologie d'une 

suite d'Atiyah es~ de dimension tinie et si elle satisfait la 

dualite de Poincare (W compacte), la motivation principale de ce 

(•) L'auteur tient a res1auter que c'est P.Molino qu'a suggere · : le 

principal de ce travail. A lui aes meilleura remerciementa. 

resultat 
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travail vient de questions liees a la cohomologie basique des 

f~uilletages. On montre que si O •I• L • TW • 0 este une suite 

d'Atiyah, ou W est compacte, alors la cohomologie standard de L est 

de dimension finie. Si Lest de rang n, W compact et orientee, 

alors la cohomologie standard de L satisfait la dual1te de Poincare 

si, et seulement si Hn(~) p O. La necessite d' imposer cette 

condition est ressautee par 1 1 exemple de Carriere (7), 

Appuye s~r le theoreme 2.3 (page 10), on peut construire 

des exemples de fibres principaux ou la dualite de Poincare 

la cohomologie invariant n•est pas valable. 

Nos methodes de demonstrations su1vent 

methodes de El Kacimi-Hector (8). 

I, SUITES D'ATIYAH 

de pres 

pour 

les 

On suppose dans ce qui suit que les varietes sont de 

classe c•, Si W est une variete, on note par A(W) l 'anneau des 

fonctions de classe c• definies en W. Si (E,w,W) est un 

vectoriel, on note le A(W)-module des sections de E par E. 

I.l. La Cohomologie des Suites d'Atiyah. 

fibre 

Soi t O • I • L .P. TW • 0 une suite exacte de fibres 

vectoriels de base Wet notons par p : ~ • TW · l'homomorphisme de 

A(W)-modules induit par p, Supposons que Lest muni d'un crochet de 

Lie [,] tel que: 

(1) [t,f] • f(t,"] + p(t)f" 

(11) P[t,"] • [p(c).p(")), V c." c L et f c A(W).· \i 
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On a une suite exacte de A(W)-modules et d'algebres de Lie 

0-1-L-TW-O ( 1) . - -
On appelle O • I • L • TW • 0 (ou meme (1)) suite d'Atiyah abstraite 

ou simplement suite d'Atiyah, ou encore algebroide de Lie transitif 

de base W. 

On remarque que le crochet[,) induit sur I une structure 

de fibre localement trivial en algebres de Lie (3), (14). L'algebre 

de Lie type, est appellee l'algebre de Lie structurale de la suite 

d'Atiyah. 

et 

Associe a (1), on a le complexe standard (C• (!:), d) 
. 

OU 

Ck(l,) • {a:!:•••••!: + A(W); a est k·-Uneaire et alternee} 

1 k+l da(C ,,,,,C ) ~ 
k+1 

t 
ic1 

( ) 1 ( 1) ( 1 Ai k+l) -1 p C a C ,,,.,t ,,,.,C 

( ) i+j ( i jl 1 · Ai Aj k+l) + t -1 a It ,t ,t , ••• ,t , ••• ,c , ••. ,c . 
i<J 

On denote l 'espace d~ cohomologie de ce co1nplexe par 

Exemple 1.1, (4). · 

Soit P(W,w,G) un fibre principal de base W et groupe 

structural Get g l'algebre de Lie des champs invariants a gauche 

sur G. G opere a droite sur TP et sur P•g par 

TP lC G' - TP et (P11g),.G 

(v,a) ((x,X),a) - (x,a, Ad(a-1 )X) 
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On note les spaces quotients de TP et de P.g 

actions. respectivement par L(P) et I(P), 

par ces 

Le morphisme ••= TP + TW 1ndu1t un morphisme surjecteur 

de fibres vectoriels p: L(p) + TW dont le noyau s'1dent1f1e a I(P) 

par l'ap~licat1on j: I(P) • L(P) induite par j: Pxg + TP o~ j(x,X)• 

• ~x' l le champ fondamental associe ax. 

On obtient ainsi, la suite exacte de fibres vectoriels 

0 - I(~) - L(P) - TW - 0 (2) 

Le crochet des champs de P invariants par l'action de G, 

definit sur L(P} une structure d'algebre de Lie telle que (2) est 

une suite d'Atiyah. 

Notons nG(P) le complexe des formes differentielles de P 

invariants par l'action de G, 

On a alors, le complexe differentiel (nG(P),d) et la 
I 

cohomologie invariant de ·P, ·Hc(P). 

Le resultat suivant est immediat: 

Proposition 1.1. 

Les complexes (C*(L(P)) , d) et (nG(P),d) sont isomorphes. 

Exemple 1.2. (15), (2). 

Soit'M une variete connexe munie d'un feuilletage F, TF 

le fibre de base M que definit F, l(M,F) le normalisateur de 

~•algebre de Lie TF et Q = TM/TF le fibre normal au feu1lletage. 

Si X t l(M,F) (champ feuillete), la section correspondante X de Q, 

. est ~ppellee champ transverse associe a· · X et X est di t · •J un 

representant de X. Les champs transverses torment une algebre de 



Lie 1. (M,F). 

S1 Fest de cod1mens1on q et 11 existent x 1 , ••• ,xq champs 

transverses sat1sfa1sant: 

(1) 'II~ t M, X1 (x), •• , ,Xq(x) acnt lineairement 1ndependants. 

(11) J1 ,, •• ,Xq est une base d'une sous-algebre de Lie g 

de 1.(M,F), on dit que (M,F) est un g-Ceullletage de 

Lie. 

Si pour chaque x c Met v c TxM, 11 existe X, lc(M,F) tel 

que Xx• v, ou lc(M,F) est le sous-ensemble des champs feuilletes 

complets, on dit que (M,F) est transvensale-nt coaplet. 

type de feuilletage, les adherences des feu1lles sont les 

Pour ce 

fibres 

d'une f1brat1on localement tr1v1ale w: M • W sur une var1ete oasique 

w. La fibre type (N,F) est un g-feu1lletage de Lie transversalement 

complet a feuilles denses et g est un invariant du feuilletage, 

appelle algebre de Lie atruct:urale de (M,F), Les fonctions qui sont 

constantes sur les feuilles (fonct1ons basiques) forment un anneau 

~ui s'identifie a A(W). Ainsi, 1.(M,F) a une structure de 

module, 

A(W)-

Si I est le fibre en algebres de Lie sur W dont la fibre 

en X Cw est formee par l'algebr~ J.(w-
1 (x),F) des_char.,s transverses 

verticaux en x, restreints a la fibre .-1 (x), alors ! s'identifie 

au noyau de la projection p: 1.(M,F) + TW. On obtient, 

d'Atiyah 

0 - ,! - -:- 1.(M,F) - TW - 0 

qu•on appelle aulte d'Atlyah du ~euilletage (M,F). 

la suite 
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So1t a c n•(M) une forme d1fferent1elle sur M. On dit 

que o est basique s1 ixo • o_,et ixdo • 0, I x c: TF • . 

On a ainsi, le complexe d1fferent1el des fonnes bas1ques 

(p•(M,F),d) et la cohomolog1e basique H*(M,F). 

Propos1 tion 1. 2. 

Les complexes (C•(,(M,F)),d) et (n•(M ,F),d) sont isarofl]hes. 

Demonstration. 

Soi t a ·c Ck( L (M ,F)). Al ors, pour X1 , ••. ,Xk c: L (M,F), on a 

que a(X1 , ... ,Xk) c A(W) definit une unique fonction basique sur M 

qu•on denote encore par a(X1 , ••• ,Xk). Soient x1 , ••• ,Xk des 

representants feuilletes des X1 , ••. ,Xk respectivement et soit a la 

k-fonne definie par o(X1 , ••• ,Xk) a a(X1 , ••• ,Xk) . C'est immediat que 

Q est une k-forme basique sur M. Rec1proquement, s1 e est une k-

forme basique sur M, quels que soient les champs feuilletes 
I 

x1 , ••• ,Xk' on a que e(X1 , ... ·,Xk) est une fonction basique que ne 

depend que de X1 , ••• ,Xk' 8 1ndu1t done, a c Ck(L(M,F)) telle que 

-a• I, On a a1ns1 la bijection 

-Q C 

· Un calcul simple montre que do• do. 

I.2. Cohomologie a valeurs dans un fibre vectoriel . 

Soit (E,11,W) un fibre vectoriel de rang n. On dit que E 

est un fibre vectoriel plat, s'il existe un recouvrement de M, par 

des ouverts qui trivialisent E et tels que les fonctions de 

transition sont localement ·constantes. Cette condition est 

equfvalent a dire que (E,11,W) est muni d'une connection lineaire • 
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courbure nulle qui est hortzontale re~ativement aux fibrex. 

Exemple 1.3. 

Soit O + I .. L .. TW • 0 une suite d'Atiyah. On a 

remarque que I a une structure de fibre localement 

trivial en algebres de Lie. Sig est l'algebre de Lie structurale 

et < (Ui ,81 } ) le cocycle qui define I, on utilise ce cocycle pour 
. . j 

constru1re les fibres vectoriels Akl* de base Wet de . fibre type 

Akg*, k • O, •• ,,dim g. 
k k+l • 

L' application - : A g• - A g• donne par 

. 1 k+l) ac(v , ••. ,v • 
i+J 1 j 1 ·1 Aj k+l 

E (-1} a([v ,v ), v , ••• ,v , ••• ,v , ••• ,v } 
i<J 

1ndu1t· un inorphisme de rang constant 1: Akl* - Ak+lz• c,.it eatisfait 

aoa • o. 
On obtient ainsi, le complexe differentiel (A*Ik,a} et 

lea espaces de cohomologie associes Hk(I), On remarque que lea 

Hk(I} sont des fibres vectoriels de base W. 

On va montrer que ces fibres vectoriels sont plats. 

Considerons pour chaque t 1t 1, la_ derlvee 

et: Ck(~} - Ck(~) donnee par 

de Lie 

' 1 k 1 k 1 1 k 
et(o)(n , ••• ,n } • p(t)a(n , ••• ,n ) - E o(n , •• ,,[t,n J,.,.,n ). 

i· 

Alors, 

Solt Ck(!)• (o: !•••••! •.+A(W); • est k-11nea1re et 

al ternee) et 
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( ) 1+ j ( ( 1 j J 1 • 1 • j k+ 1 
E -1 o t ,t ,t •... ,t , ..• ,t , ... ,t ). 

i<J 

S1 l'on 1dent1f1e Ck(!) et AkI•, alors a s'1dentifie a 

a. 

On utilise (1) et (2) pour construire une representation 

e: L - CDO(Hk(I)), ou CDO(Hk(I)) est l'algebroide de Lie des 

operateurs de derivations covariantes, [14). 

On considere ma1ntenant, y: TW - Lune connection (i.e. 

un morph1sme tel que poy • id). Alors, en utilisant (3) 

que eoy est une connection plate en Hk(I). 

on montre 

Soit (E,w,W) un fibre vectoriel plat de rang k n,A (TW,E) 

le fibre dont la fibre en x c West l'espace des applications k-

, • -1 ) 
lineaires et alternees o : TxW• ••• •TxW - • (x • 

On note nk'(w ,E), le A(W)-module des sections de ce f'ibre. 

Soit U un ouvert qui trivialise E et soient 

,; 1.,, ., ,,;n: U - .-1 (u) une base de sections locales "constantes" 
. i 

de E, (chaque,; (U) est contenu dans une feuille integral du 

feuilletage defini par la connection plate). 

Si. C nk(W,E), on ecrit •1u - t wie,;1 , OU •1 C Qk(w) 

.et on definit la differentielle 

par 

On verifie facilement que la definition de D ne depend 
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1 · n pas des sections "constantes" t , ••• ,t et que DoD • o. 

On a ainsi, le complexe differentiel (a•(W,E),D). 

On note l'espace de cohomologie de ce . complexe par 

H• (W ,E). 

Exemple 1.4. [5] 

Soient a et b deux points du cercle s1 et considerons le 
. . 

recouvrement de s1 donne par les ouverts u1 • s1-{a} et u2 .. s
1-{b}. 

Alors, u1 n u2' est reunion de deux ouverts disjoints A et B. 

Soit l c a - {O} et g12 ,g21 : U1 n u2 -+ GL(R) donnes par 

Soient Ti 

Ir, s1 x c A, r c R 
.. < 

Ll.r, six c B, r c • 

.. {(x,r,i) / X C ui • r c R} 

et 

i• 1,2 et : 

El • T1 U T2 
, .... OU (x,r,1) "' (x•,r•,j) si x••x et r• .. g 1j(x)(r) .,. 

EA est un f1 bre vectorie 1 c:le base s1 et de fibre type a, 

ayant i12 et g21 comme fonctions de transition. 

EA est clone, un fibre vectoriel plat. 

S1 A ,j. 1, on a que H0 cs1 ;E ) ·• H1 (s1 ,E ) - o. A A 

I.3. La b1grac:luat1on c:lu complexe (C•(!!), d) [8]. 

Les resultats de ce paragrap~e seront utilises dans la 

construction d'une suite spectrale associee au complexe (C•(~),d) . 
J p 

Soit O + I -+ L -+ TW + 0 une suite d'Atiyah, y: TW - L 

une connection. 
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Si z ' c L, on a que z - y(p(z)) c I. On note V(z) • 

• z - y(p(z)) et y(p(z)) .. H(z). A1ns1, z • H(z) + V(z). Une section 

t t Lest dite pure horizontale (respect1vement, pure werticale) 

relativement a la connection y, si c(x) • H(c(x)) (respectivement, 

t(x) • V(t(x))) quel que soit x c W. 
k Une forme a c C (~) est dite pure de type (p,q), p+q • k 

si quelle que soit la k- uple de sections pures 1 k 
t , • • • , C on a 

1 k a(t , •• ,,t ) • 0, sauf sip des sections sont pures horizontales 

et q sont pures verticales. 

On note Cpq(1) le A(W)-module des formes pures de type 

(p,q). On verifie facilement que c•(~) = e 
p+q .. k 

D'ailleurs, si a c cPQ(~). on a que 

da c cp(q+l)(~)ec<P+l)q(~)ec<P+2 )(q-l)(~) et done, l'operateur d 

se decompose comme d • d01 + d10 + d 2 ,_1 • 

On definit, pour chaque (p,q), l'application 

e est alors, un isomorphisme de A(W)-modules et ne depend 

pas du choit de la connection y. 

On a·, aussi, que le diagramme suivant est commutative 

cPQ(~) e oP(W,Aql•) 

fdo1 l a 
('•) 

. "' 
cp(q+l) <!!> e ll P(w,A·q+ll*) 
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Il en resul te : 

Propos1 t1on 1. 3. 
p• . p 

L'appl1cat1on e: (C (~),d
01

) .... (n (W,A*I•),a) est un 

iaomorphiame de complexes differentiels. 

So1t zPQ ■ {o t cPQ(~);dOlo • O} et Bpq•do1<cp(q-1}(~)). 

La cohomologie du complexe (cp•(~),d
01

) est notee Hp•1L). 

On a comme consequence de la proposition 1.3 que Hpq(L) 

est isomorphe a aP(w,Hq(I)). 

On obtient de la commutativite du diagramme (•), que 

et le morphisme surjecteur de A(W)-modules 

OU 

et p: aP(w,zP(I)) -+ nP(W,Hq(I)) est la projection canonique. , 

• 
Proposition 1.4. 

Le d!agramme suivant est commutative 
-' 

zPQ . zCp+l)q 

J j 
D aP+l(W,Hq(I)) 

Demonstration. 

Soit U un ouvert qui et 



v1 •••• ,~6
: U - Hq(I) une base de sections. Si o t zPQ, 

• I 01. v1 , 01' nP(u). De plus, dlOO t z<P+l)q et 

Jed ) ·e • 1 111. ftp+lcuJ. 10°, IU •• l V. • -

12 

·· Donc, le diagramme est commutative al e 1•do 1 ,~ 1•1, ••• ,a. 

Ceci eat consequence de la commutativite du diagramme 

zP0 z<P+l)o 

d 

qui est immediate des definitions. 

I.4. Suites Spectrales [9], (13], 

L'etude de la cohomologie des suites d'Atiyah est facilite 

substantielement en utilisant les techniques des suites spectrales. 

Dans ce qui suit, on va associer une suite apectrale au complexe 

differentiel (C*(!!),d). 

Conslderons pour chaque k-flxe, la fll tration de 

ck(!!),FPck(!!). {a, ck(!!)/o(t1 , ... ,tk) • o, sl au molns (k-p+l) des 

sections t 1 aont. verticales}. 

On verifle facllement que 

· v 
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Bpq • dZ(p-r+l)(q+r-2) + zCp+l)(q-1) 
r r-1 r-1 ' 

zPq 
r 

et 

En utilieant (3) et rappellant que zgq ■ rPcP+Q(!:) et 

dZ~f+l)(q-2 ) ■ dFp+lcp+q-l(!:) c rP•1cP+q(!:) ■ 

Z(p+l)(q-1) 
• -1 ' on obtient, 

Epoq • cPQ(_!:) et dpq d 0 • 01' 

Comme consequence de .la proposition 1.3; on parvient au 

resultat suivant: Les complexes differentiels 

(aP(W,AQI•),a) sont 1somorphes, Par consequent, 

On va maintenant, identifier lee operateurs d~q 

On observe ini tialement que zPQ c Z~q et I e c E~q, 11 

• c zPQ tel que [a)• e. 

et 

(4) 

et D. 

existe 
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Ainsi, 1 'application 11: zPq - Etq; 

surjective. 

' ' 

Proposition 1.5. 

Le diagramme suivant est commutative 

Demonstration. 

z(P+l)q 

,1 
E(p+l)q 

1 

14 

8(0) • (o] est 

11 f'aut montrer que [ da J• [ d
10

o]. I o t zPq. On rappelle 

que 

Si o c zPQ, _da • d1oo+d2,-1a· Mais, d2,-la c c<P+ 2 )~q-l)(L) 

et done, [ do ] • [ d10a] . 

(4). 

' Soit e•: Epq - oP(W,Hq(I)) 1'1somorph1sme def'ini par 
1 

Alers, on verif'ie que e•([o)) • J(o). 

De plus, on a: 

Proposition 1. 6 • 

. Le diagramme suivant est commutative 

Epq 
1 

e• 1 
nP(w,Hq(I)) D 

E(p+l)q 
1 

e• 1 
0 P•1 cw,Hq(I)) 
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Par consequent, les complexes differentiels (Etq,dtq> et 

(gP(W,Hq(I)),D) sont isomorphea.On obtient, aussi, le resultat suivant: 

Theoreme 1.7. 

So1t une suite d' At1yah, 

• • 
(C•(~),d) l~ .complexe differentiel standard de Let Er' la suite 

.. 
apectrale de (c•(~},d}. Alora, 

Urie consequence de ce theoreme, qui est extremement utile 

est: 

Corola1re 1.8. 

Soi t O + I + L + TW + 0 une aui te d' Atiyah, m la dimensim 

de W, q la dimension de l'algebre structurale de Le n•m+q, Alora, 

Demonstration. 

Des definitions, on a zmq ~ zmq e Bmq Bmq. 
2 • 2 • • Aina!, 

Emci ■ Emq, On a aussi, Em_q • 
2 -

En rappellant que 

FmHn(L) 
Fm+lHn(_h) 

• 

w: Z~(L} - H8 (L) est la projection canonique, on 

F~n(~) ~ H"(~} et Fm+lHn(~) • 0, Done, E:q • H"(,h}, 

. 
OU 

obtient que 

On utilise 

tinalement le theoreme 1,7 pour termlner la demonstration. 

Exemple 1.5. (7), 

Soit Ac SL(2,Z), trA > 2 et lune valeur propre de A< 



Alors, 1 est un 1rrationnel et la direction propre associe 

definit un flot lineaire dense en T2 • On de~igne par T! le 

tores T2 sur le cercle s1 , obtenu comme quotient de T2 • R 

16 

a 1 

fibre en 

par la 

relation d'equivalence qu'identifie (z,t) et (A(x),t+l), Le flot 

• 2 • 3 lineaire dense de T definit sur TA un feuilletage transversalement 

• • 1 3 1 
complet. La variete basique est S et la fibration •: TA - S est 

induite par la projection T2 • R - R. On a ainsi la suite d'Atiyah 

du feuilletage (T!,F) 

Dans ce cas, I• t
111

(voir exemple 1.4) et H1 (s1 ,H1 (I)) "'o. 

Utll~sant le corolaire 1.8, on a 

On salt que 

et ainsi la cohomologie des suit.es d'Atiyah (et en particulier la 

cohomologie basique des feuilletages transversalement complets) ne 

sat~sfait pas la dualite de Poincare. 

II. LA DUALITE DE POINCARE 

Ii.1. Le Theoreme de Hodge pour les suites d'Atiyah 

Solt O • I + L ! TW • 0 une suite d'Atiyah. Dans ce qui 

euit, on identifie lee A(W)-modules ck(~) et AkL•, ou L• est. Y le 
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fibre dual de L. Soit Uc W un ouvert muni de coordonnees 

(x1, ••• ,xm) et qui trivialise 1•,u: 

on prend les sections 11 1 • p•(dx1) et une base de section 

Si f: U - Rest differentiable, on definit df• J: 4. 11 1 

ax . 
OU de maniere equivalent df(t). p(t)(f), Si Ct Liu· 

et 

d11IU • tdf i 11••• k 

t . 
+ J:(-1) fi 1 

· 1••• k 

Cette expression montre que d est un operateur differentiel 

d'ordre 1, On va montrer ·que (C•(~),d) est un complexe elliptique. 

Soit (x,v) t TW, v ~ 0 et ft A(W) tels que f(x) • 0 et 

le gradient def en x, f 1 (x) • v. Le symbole de l'operateur d en 

(x,v) est par definition, • 

Ceci- implique que (C*(L),d) es~ un complexe elliptique, 

On va supposer que W est compacte et que L est muni d'un 

produit interne. A partir de ce produit, on · definit un 

lnteme eur L• et un produit interne en~• par 

produit 
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On etend ce produ1t aux elements homogenes de AkL• par 

Comme dans le cas general , ( 20) , on a ( s1 l' on note d • 

• dk: AkL• - Ak+lL•) les operateurs adJointa ~ (relativement au 

produit interne <, >), les operateura laplaciens 6k • ~o<ic+'ic-l o~-l 

et lea formes harmoniques de degre k 

Un utilise le theoreme 4.12 de (20), pour enoncer les 

resultats suivants: 

Theoreme 2.1, 

Soit O •I+ L • TW • 0 une suite d'Atiyah, ou w est 

compacte, So1t (C•(~),d) le complexe differentiel standard de L, ou 
. k , , • 

chaque C (~) est muni du produit interne de~1ni precedement. Alors, 

pour chaque k• • 0,1, ••• ,n • rang L, on a: 

1) ck(~). Hk + imdk-l + imdk 

11) Hk est un R-espace vectoriel de dimension finie. 

En particulier, Hk(~) • Hk, I k • 0,1, ••• ,n. 

Corolaire 2,2. 

a) Soit (M,F) un feuilletage transversalement complet, 

tel que· la variete basique W est compacte. Alors, la 

basique de. (M,F) est de dimension tinie. 

cohomologie 

' \j 
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b) Soil P(W , •,G) un fibre principal de base W compacte 

et de groupe s _tructural G. Alors, lea groups de cohomologie 

sont des a-espaces vector1els de dimension tinie . 

11.2 • . Le Theoreme de Oualite. 

H0(P) 

Soit O •I• L • TW • O, une suite D'Atiyah, ou rang L•n. 

Supposons le f1 bre L oriente . - Soi t " aa forme volume. ,,. 
(exemple 1.5) qu'en general, "n•est pas harmonique. 

On a vu 

On donne une 

condition necessaire et suffiaante pour que "soit harmonique. 

Theoreme 2.3 . 

Soit O • I • L • TW + 0 une suite d 1At1yah, ou -L est de 

rang n, W est compacte, orientable et de dimension m et q est la 

dimension de l'algebre structurale g de L. 

Alo rs·, les conditions sui vantes sont equi val en ts i 

1) Hn(_!:) ~ 0 

· 11) g est un1modula1re et Hq(I) est trivi al comme 

. vectoriel plat. 

fibre 

111) 11 existe Ac c0 q(!:) non nulle telle que d10A • O. 

Demonstration. 

On sait que Hn(L) • Hm(W , Hq(I)). W etant orientable, on a 

Hm(W,Hq(I)) • H0 (w,Hq(I)) ~ o. A1ns1, Hn(!:) ~ 0 si et seulement s1 

11 ex1ste A c Hq(I) telle que DA • 0 et A ~ o. A est done, me section 

constante et non nulle de Hq(I), qui est, par consequent, trivial 

comme t1bre vector1el plat. Cec1 montre que 1) est equivalent• 11). 

D'a1lieura, Aqg• • Hq(g) et g eat un1modula1re. Ut111aant 

l 1 1aomorph1sme Cpq(.~) ■ Do(W,AqI•) • Do(W,Hq(I)) ou dlO et D aont 
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identities, on obtient que 11) est equivalent a 111), 

Soit O • I • L • TW • 0 une suite d'At1yah qui aat1sta1t 

lea conditions du theoreme 2.3 et supposons que Hn(~) ~ O. Alors, 

11 existe Ac c 0
q(~) non nulle telle que d

10
A • O. 

Soit v • p•(vw)AA, ou ~west une tonne volume en w. 

On utilise la cond1 tion d
10

A • 0 pour veri f1er que v est 

une torme volume aur L. On en obtient, une application A(W)-11.neaire 

Proposition 2.4. 

Soit O • I • L • TW • 0 une suite d'Atiyah qui sat1sta1t 

lea conditions du theoreme 2.3 et telle que Hn(b) ~ o. Alors, Si 

ca c cn-l(b), 11 existe; c nm-l(w) telle que Q(da) • d;. 

et des 

Demonstration. 

C' e_at consequence de la cornmutat1 vi te des diagrammes 

z<m-l)q II 

II 

cm(q-l)(b) e 

d1ol 
cmq(_b) ' 

igualites zmq • cmq(_b) et 

E(m-l)q 

d1(m-1)q l 
Emq 

1 

om(W,Aq-lI•) 

1 
am(W,AqI•) 

cn-q(_b) -c<m-t)q(_b) • cm(q-1}(!!), 
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L'operateur • 

Supposons dans ce qu 1 suit que L est ori en te de rang n, . 

L muni d'un produit interne <,>, Soit v une forme volume sur L, v 

etant une section differentiable de AnL•, 11 existe · pour chaque 

x c: W, un voisinage ouvert U de x et sections diff'erentiables 

est une base 

orthonormale de L~ et v(u) • a 1 (u)A,,,Aon(u),, u c: U, 

Pour chaque k • 0,1,, •• ,n, on definit le morphisme de . 

fibres vectoriels •: AkL• - An-kL• tel que Bi x c: W, 

est donne par 

OU vi - ai (x). comme deti~it precedemment, jl< ... <jn-k est l'ensent>le 

complementair de 11 < ... <ik dans (1, ... ,n} et 11(0) est le signal de 

la permutation 

• 
o(l, ••• ,n) = (11'''''1k,jl''""'jn-k). 

On verifie facilement que cette definition ne depend pas 

des sections al".,. ,_an choisies au dessus. Cependant, elle depend 

du choit du produit interne <,>, 

C1est 1mmed1at que • est un morphisme differentiable, De 

plus, • ·definit pour chaque k, 

,kL• - An-kL• qu•on note encore ·--• 

• (-l)k(n-k)•• ' · • c: AkL•, 

un morphisme : de · A(W)-module 

et qui 11at1sfa1t, " 
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Supposons que O • I • L _e TW • O sat1sfa1 t les conditions 

du theoreme 2.3 et que Hn(L) 'O. On peut, alors, considerer la 

forrne volume v • p•(vw)A. 

Pour lea formes homogenes 0•01 A• • oA01 et l•oj AoooAOj • 
1 k 1 k 

i 1< ••• <ik; definies sur un ouvert U, on a oA(•a) • c.vlU' ou c • O, 

si o ~ I etc• 1, si o •,.Par consequent, 

En utilisant la linearite, du produit interne · < , >, du 

morphisme Q, de l'operateur • et du produit exterieur, on obtient 

que 

On peut maintenant donner une description simple de 

l'operateur adjoint dk. 

Proposition 2.5. 

Soit O + I + L • TW • 0 une suite d'Atiyah qui satisfait 

lea conditions du theoreme 2.3 et telle que Hn(~) I 0. Alors, dk • 

• (-1)~•-1dk et• 6k • 6n-k•, k • 0,1 , ••. ,n. 

Demonstration. 

Soit ak • (-l)k•-1dk et 

On a, dk(oA•a) • dkoA*I + (-l)k-laAdk8 • duA*I - aA*aka. 

Ainsi, <¾a,11>. 'wOC¾aA*I) • 'wOC¾(aA*I) + 'wQ(aA•aka). 

Le terrne lwOC¾(aA•1)) est nul a cause de la proposition 

2 .4 et du theoreme de Stoke·s. 
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Par consequent, <dko,11>• /WQ(o11•5k9) - <o,6k8> e par 

l'un1c1te de l'operateur adjoint, on a dk • 6k' 

L' 1gual1 te *6k • 6n-k • est 
, 

immediate de consequence ce 

resultat, 

On peut f1nalement enoncer notre resultat principal, 

Theoreme 2.6 • 

. Soi t O • I • L • TW • 0 une su1 te d' At1yah satisfa1sant 

lee conditions du theoreme 2,3, Alors, les conditions suivantes eont 

equivalents: 

1) La forme volume vest harmon1que. 

U) Hn(~) -, · 0, 

111) H*(1) verif1e la dual1te de Po1ncare, 

Demonstration. 

1) 1.rrpl1que 11) par le· theoreme 2.1. Supposons que Hn(~) -, 0 , Alors, 

*6k • 6n-k• et par consequent• 1nduit un 1somorph1sme • : Hk - Hn-k 

et done 11) impl1que 111). Finalement, s1 H•,(~) verifie la dual1 te 

de Poincare, on a 1mmed1atement que Hn(~)-, O et de la proposition 

2.6, •6k • 6n-k•• 

Done., •t.nv = 6~v • t.
0

1 • O; .Mais, • est un isomorphisme; 

a1n~i, 6nv E O et vest harmonique, 

II.3. Applications . 

Base sur la proposition 1.2 et sur le theoreme 2.6 on peut 

enoncer· le theoreme suivant de dualite pour la cohomologie basique 

.dea teuilletagea tranaveraalement complete. 



Theoreme 2.-7. 

Soit (M,F) un feuilletage transversalement 

codimension net tel que la variete basique W est 

orientable. 

complet 

compact 

Alors, les conditions suivants sont equivalents: 

1) La forme volume basique de Fest harmonique. 

11) Hn(M,F) ~ 0 

111) H•(M,F) verif1e la dualite de Po1ncare. 

Remarque. 
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de 

et 

On obtient des resultats analogues pour la cohomolog1e 

HG(P), OU p - P(W,w,G) est un fibre principal. Base sur le theoreme 

2.3 on peut construire des exemples de fibres principaux 

H~(P) • 0, n le rang du fibre L(P). 
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