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PREÃMBULO

Este trabalho é o primeiro de una série de quatro , abaixo rela-
cionados , que os autores desenvolveram no Departamento de Enge-
nhària de Estruturas e Fundações da EPUSP :

r

,( Estado Plano de Tensão . Resíduos Ponderados e ElexEntos Finitos
Estudo das Placas . Resíduos Ponderados e Elementos Finitos
Teoria de Segunda Ordem das Placas . Estudo da RIgidez Secante
Teoria de Segunda Ordem das Placas . Estudo da Rigidez Tangente

Nos quatro . artigos , intimamente ligados entre si , procura_-_s_e
mostrar , de forma simples e precisa , a natural afinidqlle que e-
xi ste entre as formulações diferencial e integral - incluÍda ,
nesta última , a discretização por elementos finitos - no que diz
respeito ao problema das placas elásticas delgadas , de compor-
tamento geometricament e não-linear e

No primeiro boletim é deduzida a matriz de rigidez das chapas ,
em teoria de primeira ordem.

O segundo boletim é dedicado a obtenção da matriz de rigidez
das placas delgadas de comportamento linear .

No terceiro se mostra corno chegar à matriz de rigidez secante
das placas , sob as hipõteses .de uma teoria de segunda ordem , de
caráter simplificado . Também se fala algo a respeito do fenô-
meno da f lant)agem de chapas .

1

IP

Finalmente , no Último boletim se obtém a matriz de rigidez tan-
gente das placas , a partir da matriz de rigidez secant e deduz i-
da no boletim anterior . Além disso , . uma sugestão é feita , no
que concerne às forças de membrana , no sentido de facilitar coD
sideravelmente a construção da matriz de rigidez tangente ) em
cada incremento (ou iteração) .

Na introdução do Método dos Elementos Finit os , utiliza'---se sem-
pre a formulação integral que corresponde à interpretação dada
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por Galerkin ao Método dos Resíduos Ponderados . Tal conduta
permite o ataque direto das equações diferenciais regentes do
fenômeno , quer existam ou não princípios variacionais ligados à
questão . Trata-se , portanto , de um procedimento de largo es-
pectro e os conceitos correlatos têm aplicação praticamente i-
limitada .

1. EqUACIONAMENTO DIFERENCIAL

Para uma chapa construída de material homogêneo e isótropo , as
forças de membrana N_ = ha., , N = ha eN = hT são expressas= x -x- y y xy Xyn _ ‘
por (usa-se a notação usual ; veja-se por exemplo ,'[3] ) :

N, = 1::, (=, ' v'y) = 1::, ( :: *v :;)
(1)

(2)

(3)

Ny = 5 (ey +”=,) = e auav
( )

+v
axBy

N = E vÊv = a (b + b)
XY 2 (1+ v) ' 2 (1+ v) - ay ax‘

X

h : espessura da chapa
X , Y : forças de volume

y

FIGURA 1
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O equilíbrio do elemento infinitesima1 da figura 1 fornece
seguintes equações :

as

aN aN
1 + xy + hX = 0

ax By
(4 )

/

:

aN aN
ig + Y + hy

ax ay

Introduzindo-se as expressões (1) , (2) e (3) nas . equações de
equilÍbrio (4) e ( 5) , obtém-se um sistema de duas equações di
ferenciais a duas incõgnitas : os deslocamentos u e v de cada
ponto da chapa . São as conhecidas equações de Navier .

(5)

Quanto às condições de contorno das equações de Navier , consi-
dere-se a fronteira da chapa dividida em duas partes , Ca e Ca :

X

Co

hx

+ + +

n = 11 + mj
(nonna1 externa)

h

„*. T"’
cos 6 = dy/ds = 1

qtB

Nx

y

sen 6 = - dx/ds = 8

FIGURA 2
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Em C, os deslocamentos são conhecidos :

(6)

(7)v = v
/

E Estas são as condições de contorno essenciais (ou geométricas) .

Em Ca as forças de membrana contrabalançam o carregamento exter
no aplicado . Do equilíbrio do prisma elementar da figura 2 , vêm:

ZN + mN = hRx xy (8)

IN = htxy (9)

Estas são as condições de contorno naturais (ou estáticas) .

Há , ainda , a considerar a chamada condição mista de contorno . É
aquela que acontece num trecho da fronteira onde são impostos
os deslocamentos numa determinada direção , sendo que na outra
direção estã aplicado um carregamento externo conhecido . Há
dois casos possÍveis : as condições (6) e (9) , ou as condições
(7) e (8).

2. MÉTODO DOS RESTDUOS PONDEPÀDOS

Considere-se uma função arbitrãria X = X (x ,y) , contínua e deri-
vãvel no domínio da chapa , e que seja nula em Cd . Multipliquel1
se ambos os membros de (4 ) pela função x . Em seguida , por inte
gração na chapa , obtém-se :

x(aNx + abrxy + hx )de
ax ay

Q

(10)
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Demonstra-se que se a equação integral acima se cumpre para
qualquer x , então a equação diferencial (4 ) será cumprida em

todo e qualquer ponto da chapa . A recíproca é imediata .

Suponha-se a existência de uma solução aproximada ü (x ,y) , e
f (x ,y) , com a qual, fazendo-se uso das fórmulas (1 )/ Zf e (3),
se determinam Rx (x ,y) e $1xy (x ,y) ' A injeção destas "Últi=ns em
(4 ) provoca :

+hl

aN aN
! + –lE + hX / O

a x ay
O primeiro membro da desigualdade acima representa o erro (ou
resíduo) obtido ao se introduzir a solução aproximada na equa-
ção diferencial de equilíbrio .

/

1

Portanto , o primeiro membro de (10) , com N = R e N = R ,x x xy hI xy
se Tá a integral de tais resíduos , pondera(los pela função X . - É
óbvio que a integral em questão não será necessariamente igual
a zero . Entretanto , forçando-a a se anular , obtém-se interessan
tes conclusões a respeito da solução aproximada , conforme será
esclarecido mais adiante .

Continuando , integrem-se por partes as duas primeiras parcelas
do primeiro membro de (10) . Resultam :

aN
x - x de

ax
fz

ax

=~*'' ' i *~* «';
Q Jc a

aN

X 8;Y dO
ax

ayNxydf2 +

rz fi
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A rigor , as integrais acima , de contorno , deveriam ser desen.-
volvidas ao longo de toda a fronteira da chapa , mas como x= 0
em Cd , elas serão calculadas apenas em Ca

Substituindo os resultados acima em (10) , e considerando (8) ,
chega-se a :

+

r
r

.="".:~,,.. =» J,*..*.Q ax By J QJ (11)

LogIDu-se, assim , introduzir naturalmente , na formulação do pre
blema , a condição de contorno ( 8) , a qual em virtude deste fg
to se denomina natural.

A expressão ( 11) é conhecida como a forma fraca de (10) ,
ser mais permissiva , isto é , ela admite uma menor ordem

ntinuidade na determinação das funções Nx e N>Lv , emboraco

xi ja , por outro lado , uma maior ordem de continuidade ao
definirem as funções x .

por
de
e-
se

Operando de maneira análoga com a equação de equilÍbrio ( 5) e
a condição de contorno (9) , obtém-se :

+ a x N x y ) d o = h | X Y d 9 + h X Y d sax
f2

(12)

Ad=lita-se agora a seguinte solução aproximada (neste ponto in
troduz-se a aproximaçêo do método) :

U
n

uo + E aj xj
j= 1

(13)

\'
n

v o + j : 1 j x j
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onde as funções Un e vo satisfazem, em Cd, às condições de con-
torno essenciais

u =u
0

em Cd

1
81

vo = v

que são assim chamadas pelo fato de que -devem ser neceg
sariamente levadas em conta , na escolha da função de ponderação
x , sob a forma :

X = 0 em Cd

As demais funções x : são funções que se anulam em cH , e são
conhecidas como funções coordenadas . Tanto xi quanto ui e v dÊ
vem ser contínuas e derivãveis emO .

Gal erkin propôs que as funções de ponderação x (x ,y) fõssem as
mesmas que as usadas para as funções coordenadas X 1 (x,y) .

Sendo assim, introduza-se a solução aproximada , (13) nas expres-
sões (1) , ( 2) e ( 3) , e inj ete-se o resultado nas formas fracas
(11) e (12) . Em seguida faça-se nestas Últimas , sucessivamen-
te , a função x igual a cada uma das n funções x ; . O resulte
do será um sistema de 2n equações algébricas lineares que possi
bilitará a determinação das 2n incõgnitas do problema , que são
os parâmetros ai e b1

Em outras palavras : das infinitas incõgnitas do problema origi
naI, ou seja , as duas componentes u e v do deslocamento de ca-
da ponto da chapa , passa-se agora para um nõmero fini to de incõg
nitas , quais sejam os parâmetros a1 e b1

De fato , conhecidos estes parâmetros , o campo de deslocamentos
dos pontos da chapa ficará determinado , embora aproximadamente
(pois trata-se de um método numérico) , pelas expressões (13) .
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A adoção da solução aproximada (13) corresponde , portanto ,
uma d iscretização do .problema contÍnuo original.

a

3 . MÉTODO Dos ELEMENTOS FrNiTos

{.-.
P(

O Método dos Elementos Finitos segue exatamente a mesma formu-
lação do Método dos Resíduos Ponderados . A Única diferença rg
side na escolha das funções coordenadas x 4 , que agora passam a
ser as funções de forma , ou de interpolação [4] .

A aplicação prática do Método dos Resíduos Ponderados esbarra ,
como se sabe , em muitas dificuldades . O Método dos - Elementos
Finitos permite superar esses obstáculos,

Em virtude do peculiar caráter das funções de interpolação , que

não cabe aqui ressaltar , no Método dos Elementos Finitos a so-
lução aproximada (13) passa a ter a seguinte configuração :

nt n

E u j Xj + E
j =1 j =n ' +1

uj Xj (14)

n! n

E vj Xj + E
j =1 j=n' +1

vj Xj

Nas expressões acima , u; e f 4 são os deslocamentos ,conhecidos ,
de n ' pontos nodai s escolhidos ao longo da fronteira Cd .

Por outro lado , u . e v , são os deslocamentos.descoühec idos , de
n - n ' pontos nod;is espalhados pelo domÍnio O e ao longo da
fronteira cH. Além disso , xi representa a função de forma re-
1 ativa ao no’ P . .J

Na prática , porém , é possÍvel numerar-se indi stintament e todos
os nós , de 1 a n . Assim ( 14) fica :
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n

! uj Xj
j =1
n

2 vj xj
j =1

U

f
(15)

]

P L-

Agora u 4 e vi representam os deslocamentos , conhecidos ou não ,
dos n pontos nodais .

Portanto , com o uso de (15) em vez de (13) , o sistema de e-
quações obtido , em notação matricial, é o seguinte :

Ka f (16)

Onde K

soes :
matriz de rigidez da chapa , dada pelas expres

E11••••••••••• !1 n

X = hE
– 1 -\>2

(17)

K_ . . . . . . . . . . . K=nl " " - ' ' - ' " =nn

s endo :

K. .IJ

K. .
IJ

K. .
–1 J (18)

com :
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Kij , 11

Kij , 12

Kij , 21

Kij , 22

A matriz

(5 3 + 1-v ali 5) do
ax ax 2 ay ay

fz

5 + +-v IxJ b) da
ay 2 ay ax

9

!xl + b aTi 31) do
ax 2 ax ay

f2

b 5 + bb b) do
ay ay 2 ax ax

fz

1

K é simétrica , pois

o vetor dos deslocamentos nodais :

(19)

(20)

(21 )

(22)

1'

O vetor

(23)

c orn :

(24)
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O vetoT ! é o veto.r d.a,s ,forças no,d.ai„s, .e.qui,valentes :

1
1

Jl

(25)

sendo :

,={:} (26)

com : 8

F? = h | xi X ds + h | xiXdQ
Ca jn

(27)

;:='í.:='';''1.*''. (28)

b

Resta apenas introduzir as condições de contorno geométricas .
Reorganizando-se os graus de liberdade do problema , de modo

a se colocarem em tIlt imo lugar aqueles que correspondem aos
deslocamentos impostos (na fronteira Cd ou numa eventual parte
do contorno onde reine uma condição mista) , o sistema ( 16) so-
fre a seguinte partição :
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K–8 8

lb 8

f
8b

{b

(29)

:b b

A primeira das equações matriciais acima fornece os desloca-
mentos desconhecidos contidos em gn . Em sequência , a segunda
possibilita a determinação das reações de apoio contidas em Eh.
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