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PREAMBULO

Este trabalho € o primeiro de uma série de quatro, abaixo rela-
cionados, que os autores desenvolveram no Departamento de Enge-
nharia de Estruturas e Fundagoes da EPUSP:

. Estado Plano de Tensao. Residuos Ponderados e Elementos Finitos
. Estudo das Placas. Residuos Ponderados e Elementos Finitos

. Teoria de Segunda Ordem das Placas. Estudo da Rigidez Secante
. Teoria de Segunda Ordem das Placas. Estudo da Rigidez Tangente

Nos quatro artigos, intimamente ligados entre si, procura-se
mostrar, de forma simples e precisa, a natural afinidade que e-
xiste entre as formulacgdes diferencial e integral - incluida ,
nesta ultima, a discretizacao por elementos finitos - no que diz
respeito ao problema das placas elasticas delgadas, de compor-

tamento geometricamente nao-linear.

No primeiro boletim € deduzida a matriz de rigidez das chapas ,

em teoria de primeira ordem.

0 segundo boletim €& dedicado a obtencao da matriz de rigidez
das placas delgadas de comportamento linear.

No terceiro se mostra como chegar a matriz de rigidez secante
das placas, sob as hipoteses de uma teoria de segunda ordem, de
carater simplificado. Também se fala algo a respeito do feno-

meno da flambagem de chapas.

Finalmente, no ultimo boletim se obtém a matriz de rigidez tan-
gente das placas, a partir da matriz de rigidez secante deduzi-
da no boletim anterior. Além disso, .uma sugestao € feita, no
que concerne as forcas de membrana, no sentido de facilitar con

sideravelmente a construgao da matriz de rigidez tangente, em

cada incremento (ou iteragao).

Na introdugdo do Método dos Elementos Finitos, utiliza-se sem-

pre a formulacdo integral que corresponde a interpretagdo dada






por Galerkin ao Método dos Residuos Ponderados. Tal conduta
permite o ataque direto das equagoes diferenciais regentes do
fenomeno, quer existam ou ndo princinios variacionais ligados a
questao. Trata-se, portanto, de um procedimento de largo es-
pectro e os conceitos correlatos tém aplicacao praticamente i-
limitada.

1. EQUACIONAMENTO DIFERENCIAL

Para uma chapa construida de material homogéneo e isb6tropo, as

forcas de membrana N, = hg_, N = ho e N = ht sao expressas
‘_x X y y X Xy
por (usa-se a notacdo usual; veja-se por exemplo,[3] ):

hE hE du R
N = (e +Ve ) = +V ) 1
s TR R W 1w ey (1)
hE hE ov ., du
N = (e +ve ) = ( £V ) 2
Y 1_\)2 y X 1_\)2 ay B x ( )
N = ———hE ny = —hE (_B_El_ + B_V) (3)
XY 2(1+V) 2(1+V) dy O
- X
N
y h : espessura da chapa
Nxy X,Y : forgas de volume
-
Nxy
hX 4
NX"'-'_ —_— —_— | y
! ny
—
Y dx L
! ]

FIGURA 1
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0 equilibrio do elemento infinitesimal da figura 1 fornece as
seguintes equagoOes:

oN oN
2 —S @ hk= 0 (4)
9X oy
oN oN
Xy 4 —Y + hY = 0 (5)
o9X By
Introduzindo-se as expressoes (1), (2) e (3) nas. equagoes de

equilibrio (4) e (5), obtém-se um sistema de duas equacCes di-
ferenciais a duas incognitas: os deslocamentos u e v de cada
ponto da chapa. Sao as conhecidas equacOes de Navier.

Quanto as condicOes de contorno das equacoes de Navier, consi-

dere-se a fronteira da chapa dividida em duas partes, C, e C;:
> X
hy
N (normal externa)
b ;
cos & = dy/ds = &
sen § = - dx/ds = m
FIGURA 2







4.

Em C4 os deslocamentos sio conhecidos:
u=u (6)
vV =v (7)

Estas s3ao as condigoes de contorno eéssenciais (ou geométricas),

Em C; as forcas de membrana Contrabalancam o carregamento exter
no aplicado. Do equilibrio do prisma elementar da figura 2, vém:

hX (8)

I

AN + nN
X Xy

hY (9)

=
=
+
=
=z
Il

Estas sdo as condicoes de contorno naturais (ou estaticas).

Ha.ainda, a considerar a chamada condicZo mista de contorno. E
aquela que acontece num trecho da fronteira onde sio impostos
0s deslocamentos numa determinada direcao, sendo que na outra
direcao esta aplicado um carregamento externo conhecido, Ha
dois casos possiveis: as condicoes (6) e (9), ou as condigoes

(7) e (8).

2. METODO DOS RESIDUOS PONDEPRADOS

Considere-se uma funcao arbitraria X=X (x,y), continua e deri-
vavel no dominio da chapa, e que seja nula en Cq- Multipliquem
se ambos os membros de (4) pela funcaoy . Enm seguida, por intg
gracao na chapa, obtém-se:

aN aN
g XY + hX )dQ = 0 (10)
3x 3y







Demonstra-se que se a equagao integral acima se cumpre para
qualquer x , entdo a equacido diferencial (4) sera cumprida em
todo e qualquer ponto da chapa. A reciproca € imediata.

Suponha-se a existéncia de uma solugcao aproximada (x, %), ¢
vV (x,y), com a qual, fazendo-se uso das formulas (lL(/L?T e (3),
se determinam R, (x,y) e ny (x,¥). A injec@o destas Tltimas em
(4) provoca:
aR. 3N

T+ X 4+ hX £ 0

o X Y
O primeiro membro da desigualdade acima representa o erro (ou

residuo) obtido ao se introduzir a solucio aproximada na equa-
gao diferencial de equilibrio.

Portanto, o primeiro membro de (10), com N =R e N = ny
X X X
sera a integral de tais residuos, ponderados pela funggo'x. E

obvio que a integral em questao nao sera necessariamente igual
a zero. Entretanto, forcando-a a se anular, obtéem-se interessan
tes conclusoes a respeito da solucao aproximada, conforme seri
esclarecido mais adiante.

Continuando, integrem-se POTr partes as duas primeiras parcelas

do primeiro membro de (10). Resultam:

£ f

oN aY
X —= dQ = - —N_da + xN_ fds
ax 0X %
0 18 JCO
Bny oX
X—,\—'——- dQ = - E‘}—r!\xydﬂ + X % mds
Q Q C
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A rigor, as integrais acima, de contorno, deveriam ser desen-
volvidas ao longo de toda a fronteira da chapa, mas como x= 0
em Cd, elas serao calculadas apenas em CU.

Substituindo os resultados acima em (10), e considerando (8),
chega-se a:

(11)
(— *+— yaa =h |yxde +n xXds

Q C
o

Logrou-se, assim, introduzir naturalmente, na formulagio do pro
blema, a condigcao de contorno (8), a qual em virtude deste fa
to se denomina natural.

A expressao (11) € conhecida como a forma fraca de (10), por

ser mais permissiva, isto &, ela admite uma menor ordem de
continuidade na determinacao das funcoes N e N Xy’ embora e-
xija, por outro lado, uma maior ordem de contlnuldade ao se
definirem as funcées y.

Operando de maneira analoga com a equacao de equilibrio (5) e
a condicao de contorno (9), obtém-se:

3) 1 X (12)
(__'hy * ny) d2 = h | xyde + h | y¥ds
ey axX

& Q Cg

Admita-se agora a seguinte solucao aproximada (neste ponto 1n
troduz-se a aproximacdo do método):

= n
u = u, + I a. 4

% I

=1
(13)
n

V= Vo+ 1 b (s

0 j )&J







onde as fungles uo e v, satisfazem, enm Cd. as condicbes de con-
torno essenciais

= u
Yo
i em Cd
= v
Vo
que sao assim ‘chamadas pelo fato de que ‘devem ser Neces

sariamente levadas em conta, na escolha da funcio de ponderacio
X, sob a forma: '

X = 0 em Cd

As demais funcoes Xj sao funcoes que se anulam em Cy» e sao
conhecidas como funcoes coordenadas, Tanto X; quanto u ev de
vem ser continuas e derivaveis emQ .

Galerkin propos que as funcoes de ponderacao x (x,y) fossem as
mesmas que as usadas para as funcées coordenadas X; (x,y).

Sendo assim, introduza-se a solucao aproximada .(13) nas expres-
soes (1), (2) e (3), e injete-se o resultado nas formas fracas
(11) ‘e (12). Em seguida faca-se nestas ultimas, sucessivamen-
te, a fungido y igual a cada uma das n funcoes X5 « O resulta
do sera um sistema de 2n equacées algébricas lineares que possi
bilitard a determinacao das 2n incognitas do problema, que sio
0S parametros a. e bj p

Em outras palavras: das infinitas incgnitas do problema origi
nal, ou seja, as duas componentes u e v do deslocamento de ca-
da ponto da chapa, passa-se agora para um nimero finito de incog
nitas , quais sejam os parametros a, e bj .

De fato, conhecidos estes parametros, o campo de deslocamentos

dos pontos da chapa ficara determinado, embora aproximadamente

(pois trata-se de um método numerico), pelas expressoes (13







A adogao da solugdo aproximada (13) corresponde, portanto, a
uma discretizagao do problema continuo original.

3. METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

O Método dos Elementos Finitos segue exatamente a mesma formu-
lacdo do Método dos Residuos Ponderados. A Unica diferenca re
side na escolha das funcoes coordenadas X;» que agora passam a

ser as funcdes de forma, ou de interpolacao [4].

A aplicagdo pratica do Método dos Residuos Ponderados esbarra,
. como se sabe, em muitas dificuldades. O Método dos  Elementos
Finitos permite superar esses obstaculos.

Em virtude do peculiar carater das fungoes de interpolacdo, que
nio cabe aqui ressaltar, no Método dos Elementos Finitos a so-
lucdo aproximada (13) passa a ter a seguinte configuracao:

n n
a0 = u. Y. L . Y.
= i L. _ %y 23 (14)
j:]_ J:n'+1
n! n
v = + I V. X.
M 2 vJ X3 i %3
j=1 j=n'+1

Nas expressoes acima, ﬁj e Gj sao os deslocamentos,conhecidos,

de n' pontos nodais escolhidos ao longo da fronteira C,.

Por outro lado, uj e Vj sdo os deslocamentos,desconhecidos, de
n - n' pontos nodais espalhados pelo dominio Q e ao longo da
fronteira CU. Além disso, Xj representa a funcao de forma Te-
lativa ao no'Pj.

Na pratica, porém, € possivel numerar-se indistintamente todos

0s nos, de 1 a n. Assim (14) fica:



"

‘a




.9.

od}
n

(15)

Agora uj e vj representam os deslocamentos, conhecidos ou nio,
dos n pontos nodais.

Portanto, com o uso de (15) em ve:z de (13), o sistema de e-
quacbes obtido, em notacdo matricial, € o seguinte:

Ka-=f (16)

Onde K e a matriz de rigidez da chapa, e & dada pelas expres -

soes:
K s 3 5 § 3§48 L
x = hE_ | , (17)
1"\-)2 . -
Enl..... - - 8 @ _nn
sendo:
Kis.i1 Kis 13
K. .
—-ij = (18)
Mg 9 Kij,22
— =

COom:
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0. 9. oy 9Xs OXs
Kij,ll = ( 1 J + 1-v A J) dQ (19)
3X  3x 2 8y 2y
JQ
X X - Xz 9X
Kij,lz SR W R e | —1) do (20)
3x dy 2 3y 3x
0
Ox. 9X. OX. O0X.
Kig,20 = | (O 3 4 10w 04 7Ty g (21)
dy 98X 2 3x 3y
"o
dxs 0X. L. BY. Y.
fij,00 = | (=2 L e 1y By g G
3y 3y 2 3x 93X
Q
A matriz K € simétrica, pois
K.. = K' .,
=11 = J
O vetor a € o vetor dos deslocamentos nodais:
8
_I.
2=523, ? (23)
in)

com:

a; = (24)
V.

.10.
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O vetor f & o vetor das forcas nodais equivalentes:

] (25)

[Hh
n
-
o

f
k_n-
sendo:
P9
Fi
;- (26)
34
1
com . v
f f
X _ = -
Fi = h X3 X ds + h xikdﬂ (27)
o’ CO' - Q
( (
v -
Fi = h X3 Y ds + h xinQ (28)
.CU ]9

Resta apenas introduzir as condicdes de contorno geométricas.

Reorganizando-se os graus de liberdade do problema, de modo
a se colocarem em Ultimo lugar aqueles que correspondem aos
deslocamentos impostos (na fronteira Cd Ou numa eventual parte
do contorno onde reine uma condigao mista), o sistema (16) so-

fre a seguinte particdo:
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.12.

. s Fs
—aa Eﬁb Eﬂ £a
\ > = <) (29)
Kia Kb 2 i be

A primeira das equagOes matriciais acima fornece os desloca-
mentos desconhecidos contidos em a_ - Em sequéncia, a - segunda
possibilita a determinagao das reacoes de apoio contidas em fb.
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