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Apresentamos o cálculo simpólico dos operadores "a" para 

os q uais existe e é analítico o inverso ( a r - ar 1
' num abert o conve­

niente da esfera complexa, I sendo o operador identidade. 

Consideramos êstes operadores como elementos de uma ál­

gebra A sôbre o corpo complexo, com elemento unidade, não necessà­

riamente comutativa , munida de uma estrutura de e. l. c. completa e 

separada tal que o endomorfismo de A x --• xa (aEA) seja contínuo . 

Demonstramos a fórmula integral de Fantappiê para êstes 

e exemplifi camos com os operadores que são matrizes e com os ope­

radores 
X X 

Í f( t,y) dt e 
Xo 

-
8
ª-- /f(t,y)dt . 
y Xo 

Em seguida aplicamos os últ imos exemplos para a r esoluç~o 

da equação a derivadas parciais linear com coeficientes constantes e 

de segunda ordem do tipo de Cauchy-Kowalewsky . 

I ) Seja F = F 1 X ... X F n um compacto de c n. Seja (F ) o 

conjunto das funções holomorfas em abertos íl de sn (S esfera com­

plexa). Seja R a relação de equivalência em (F ) em que g1 definida 

( •) - Conferê ncia reallzada n o "Terceiro Colóquio Brasile iro de Matemé llca" e m 
Forta leza em Ju lho de 1901 . 
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em Q1 e g.! definida em íl2 são equivalentes se g1 (t ) = gz(t ) em íl1 n Q2 . 

Em I F I = (F )/R pode-se definir de maneira natural uma estrutura ve­

torial sôbre c . Se g(t) t e Q é um elemento de (F ), indicaremos por 

g ou por g( t) a sua classe de equivalência . 

Consideremos a c·lasse A dos abertos n de sº que contém 

F e tais que cada componente conexa contenha pontos de F . P ara cada 

um dêstes abertos, seja líll o espaço de Banach sôbre C das funções 

holomorfas e limitadas em íl, munido da norma li g li n = sup I g(t ) 1. A 
~: te Q 

restrição de Q1 à Q~ (íl1 ::J íl1 e ambos em A) é linear e contínua de 

[Qil em [n!I • Como [QJ é algebricamente isomorfo a [ílJ e [FJ = LJ [íl J , 
QeA 

pode-se introduzir em ! F J uma estrutura de e .1. c. , Mostra-se além 

disto que [ F J munido desta estrutura é separado e completo. Seja y 

outro e. l. c. completo e separado. As aplicações f de [FJ em Y são 

contínuas e lineares quando e sàmente qua ndo têm a forma de 

Fantappie : 

f (g)= (2 
\ n Íu(a 1, ••• ,a0 )g(a 1, ... , an)da1 . . . da

0 
(1) 

71"! A t x ... x An 

onde u ( ª1, • • • , a-0 ) = r( 
1 
- t .. • 

1 
) é analítica e m (C

5
F1) X . .. x 

a, - 1 ªn - tn 

-< ( CsFn) e nula nos pontos no rr(('( "' ) é t 
, e, 1 , • • . , "'n um represen ante 

de g em íl e A,, ... , An são reuniões finitas de cu1·vas de Jordan fe­

chadas , rectl!icávels e disjuntas , cujo produto stó em íl e envolvem 

positivamente abertos que contêm F1 , .•• , F n . 

uma á lgebra sôbre e, II ) Seja agora .fl algebricamente 

com elemento unidade I e topológicamente um 

rado tal que a aplicação 
e. 1. e . completo e sepa­

x •xa (ae.itl) seja continua. Sejam 

a,, ••• ,aneA permutáveis dois a dois e cT> uma apllcação de !Fl em 

.:ll com as seguintes propriedades: 

1) cJ> é continua· 
1 

2) <T> é um homomorfismo; 

3) <T>(go) = I ,J>(gJ) = aJ (so = Í e CJ = tJ) ( l ✓ j .r." n ). 

Como 

anteriores 
(a1i - t )( 1 

) • 
J ªJ _ tJ = l , teremos pelas propriedades 
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Segue-se que é o inverso de 

P elo que vimos em I ) , obtemos a fórmula de Fantappie: 

<I> (g ) = (2; i ) n Jc et1I - a1 r 1 
.. • ( a 0 I - ª n )" 1g( ª 1, ... , a 0 ) da1 ... dan . (3) 

A 1 x ... xA 0 

Tem os também a permutabilidade dos elementos ( ai-ajt 1 

q uando aj E C Fj e 1 L j L n e 

( ªi - ajr
1 = u ( ª 1!- a1 ) ... ( ª i A aj ) ... ( ªnl - an) (2) 

onde 

A analiticidade do primeiro fator em (2), seu anulam ento 

nos pontos no oo e a continuidade à esquerda do produto em A tem 

como consequência a analiticidade de (ai- ajr1 em CFj ( l L j L n ) 

e o anulamento no oo . 

sempre 

quando 

Reciprocamente , suponhamos que os elementos a1, ... , a 0 E A , 

permutáveis , sejam t a is que ( ªi - ajr1 exista e seja analítico 

ªJECFj esejanulo no oo ( l L j L n ) . 

Formemos o operador de Fantappie : 

<I> (g) = 1. n ! ( a1I - a, r l ... ( anl - anr lg( a,' ... ' a n)da 1 .. . dan 
( 27T' 1) A 1 x ... xAn 

Os fatôres ( ai1 - ajr 1 e g( a , , ... , an) são analíticos em 

cada variável ªJ ( 1 L j L n) no aberto nn(CF1 X , .. X CF n) (ge[íl] 

e ílE A) . Em virtude da contin uid~de à esquerda, a função integranda 

será analítica em cada variável. Pelo teorema da Hartogs a m esma 

será analítica em ( a 1 , ... , an) e também contínua. 

Provemos que as propriedades 1), 2) e 3) estão verificadas . 

A continuidade e a li nearidade são consequências do que vimos em I) . 

Faltam-nos demonstrar a conservação da multiplicação de [F ] e a pro-

priedade 3). 

Com efeito, numa v izinhança do V ( oo) temos o desen-

volvimento: 
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Temos 
em 

virtude da continuidade à esquerda da multiplicação em A . Teremos 

por identifição an = an (aº= I), isto é : 

-1 \ "' 1 n 
( a I - a ) = ~ n + 1 a • 

n = O a 

Segue-se que 

_ l __ f (al - af 1 .1 da= -
1-. ;·r } + l aºda=I. 

271" 1 A 2 7rl A n = O a 

1 f -I 1 ! ~' 1 n -
2

. (al - a) ada= -
2

. ~ - 0- a da=a, 
7r l A 7r l A n = 0 a 

onde A é um círculo com centro na origem e contido em V(oo) . 

Segue-se que <J>(go) = I e <l>(gj) = aj (1 / j & n ) . 

Quanto à conservação do produto observemos que: 

Escolhamos Bj envolvendo AJ e FJ ( 1 & j & n ) . Teremos: 

(2:i)2 f f (anI - anr\BnI - anr
1
g(a1, ... , a 0)h(/31, ... ,.Bn)dand/30 = 

An Bn 

A última integral é nula porque g( a 1, .•. , an) é analítica 
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num aberto que não contém /3n . Pelo teorema de Cauchy a primeira 

integral se reduz a 

2~if ( anl- anf lg( a,' a:!' ... ' an)h(/3,' /32' ... '/3n)dan. 
An 

Prosseguindo as integrações com relação a aj e {3j 

(l L j L n - 1), obtemos: 

isto é 
cp(g)<I>(h) = <I>(gh). 

No que segue o homomorfismo <I> calculado em g, associado . . 
aos elementos a 1, a2, ... , ªn será indicado por g( a 1 , ••• , an) . 

Os exemplos que vamos considerar são aquêles em que 
A = e

5
( G ,G ) , isto é, o conjunto das aplicações lineares de G em G 

( G e .1. c. completo e separado), munido da estrutura de álgebra habi­

tual e da estrutura da convergência uniforme sôbre as partes finitas de 
G. A será então algebricamente uma álgebra sôbre C, com elemento 

unidade e topologicamente um e .1. c. completo e separado. A aplica­
ção x - • xa (aeA) de A em A será contínua porque: 

Para provarmos que uma aplicação a - • aa E e se G , G) . defi­

nida num aberto íl da esfera complexa é analítica bastará provar que 

a aa(f)e G é analítica qualquer que seja feG. 

A continuidade e a linearidade da aplicação 

aee6(G,G) -► a(f)eG, 

nos permitem escrever em virtude de ( :-3) : 

(g(a,, .. . , an))(f) = (
2

: i t J ((a1l - a 1)"
1 
... 

A 1 x .. . xAn 

. .. (anI - anr 1)(f).g(a,, .. . , an)da1 ... dan (4 ) . 

Os elementos da á lgebra es ( G, G) serão chamados opera-
dores. 
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Exemplos: 
' 

III ) S eja G = cm. e( cm, cm), álgebra das aplicações linea-

r es de cm em cm é isomorfo à álgebra das matrizes m X m . Seja 

A uma m atriz . A matriz inversa de a l - A será: 

( a l - A ) ~ 
1 a l - AI 

onde ( a l - A )"" é a matriz adjunta de a l - A e I a l - AI o deter­

minante da mesma . Esta existirá quando a fôr distinto das raízes carac- • 

terísticas a 1 , •. • , ~ n da m atriz A . 

Os elementos de ( a l - Ar1 são funções racionais de a e 

nu los no ponto no . O vetor ( a l -Ar 1fECm será então função ana­
m 

titica de a fora do conjunto F = LJ { aj}, qualquer que seja fECm. 
j = l 

T eremos então a fórmula: 

g (A)= - 1- 1 • (al-A) • g(a)da, 
21ri lal-A I 

r 

o nde r é um conjunto de m cír culos disjuntos com centros nos pont os 

a 1 , ••• , ªm e g E [ F] . 

Notemos que a ~str utura simples de e( cm, cm), coincide 

com a estrutura de á lgebra normada do conjunto dás m atrizes A, dada 

pela norm a 

pois se llxll= lx1 l + ... + lxm l é a norma de x = (x1, .. . ,xm)ecm, 
tem os 

li Axo li L II A li li Xo li e li A li = li Af 1 li+ .. . + li A.fm li 

onde fj = (O, . . . , 1 , . . . , O) ( 1 L. j L m ) . 
( j ) 

Quando go( t) = ""antn ( C O) é é • d '-' ane , n ~ uma s r 1e e po-
n=O 

tências cujo raio de convergência é maior que o maior dos módulos 

das raízes características de A temos g0e [ F ] . A contlnuidad do ho­
momorfismo g cfl(g) = g(A) dará: 

00 

go( A) = <I>( L antn) = L an<I>(tn) 
n= O n= O 

e 
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go(A) = l:an [<I>(t) ]n = l:anA n. 
n = O n = O 

IV) Sejam xo e Yo dois números complexos. Seja 

F=(xo} X (Yo} e G= [ (xo} X (Yo}] e a=<JEe
8
(G,G) 

tal que 
X 

(<J(f))(x,y) = .f f(t,y)dt 

7 

onde fEG e f (x ,y) é um representante de f em n. Teremos se 

( Cl'.J - <Jr 1f = u: 
f=(aI - <J)u 

Se existir um representante de u com campo de definição 

n. teremos: 
X 

f (x ,y) = au(x,y)- J u (t,y )dt. 
Xo 

Deriva-:i.do relativamente a x, obtemos: 

<t.f é)u 
- - =a-- -u ax ax ' 

equação diferencial ordinária com coeficientes constantes, com a condi-

ção inicial u (x0 , y ) = _.!_f(x0 , y) cuja solução é: 
a 

. X X 

1 1 J x-t 1 • a J x-t 
u ( x,y) = - f( x,y) + ? e ª f (t,y)dt= - -a eª f(t,y)dt . 

a a- a x 
Xo Xo 

Então 

(5). 

Xo 

( a I - 'J t 1 ( f ) não depende do representante de f. 

O segundo m embro da relação acima é analítico quando 

a ~ o e ( x, y) E íl. Teremos então a analiticidade numa vizinhança de 

a ;;,é O, uniformemente quando (x,y) pertence a uma vizinhança 

V (xo,Yo) aberta, conexa e conveniente, isto é, a analiticidade segundo 

a topologia de IV(xo,Yo)I , A aplicação canônica de [V(xo, Yo) I em 

r {Xo } X (Yo} l é linear e contínua; logo: 

a . a.(t) = ( ~ :x 1 :;'r(t,y)dt) e [ ( x,,} X ( Yol l 

Xo • 
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é analítica quando a ~ O, qualquer que seja fEG; portanto 

a -► aaEe5 (G,G) é analítica. 

Seja sempre G=[{Xo} X {y0}] e KEe
5
(G,G) tal que 

X 

(K(f))(x,y) = :y f (t,y)dt, 

Xo 

onde f (x,y) é um representante de fEG. 

Seja ( aI - Kr 1f = u e f = ( al - K)u. Seja f(x,y) um 
representante de f no produto de vizinhanças V /xo) X V rCYo) de raio 
r. Consideremos representantes f (x,y) e u(x,y) de f e u num mes­
mo aberto. Teremos: 

X 

f (x,y ) = au(x,y) - a~ fu(t,y)dt . 

Xo 

Derivando re lativamente a x teremos: 

aI au au 
- =a- - -ax . ax ay 

equação linear a derivadas parciais com coeficientes constantes, com a 

condição inicial u (Xo, Y) =_!_f(xo,Y) , cuja solução é: a 
X 

-1 1 a f ( X - t) u(x ,y ) =[ (a I - K ) (f ) ] (x,y) =a ax f t,y+ - a- dt (6) . 

Xn 
OT Se tomarmos <1' > O e arbitrário e p - teremos a -1+<1'' 

analíticidade nos pontos: 

l a l > <J', lx-xol < P, 1 Y-Yo 1 < P 
e a analiticidade em a quando I a 1 > <1'1 > <J', uniformemente quando 
1 x - Xo 1 < P1 < P e I y - Yo 1 < P1 < P <·>, isto é, segundo a topologia 
de [V p

1 
(Xo) X V Pi (Yo) ] , donde a analiticidade de 

X 

a •aaCf) = ! aªx ft(t,y + x a t)dte [{x0 } X {y0 }] 

Xo 
quando a ,;,é O, qualquer que seja f, isto é, a analitlcidade de 

a ► ª ex e es ( G, G) . 

mutáveis e 
Os elementos considerados CJ e K de l?

5
(G,G) são per-

(' ) - <1'1 ,P1 convenientes. 
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e 

existem e são analiticos quando a ~ O. Poderemos então considerar: 

(g(CJ, K) )(í) = (2: i)~ J((a1 I - CJf 1(a2I - Kf 1 ) (f)g( a 1 , a 2)dlY1da2 

' A 1xA~ 

quando ge [ {O} X (O} 1, onde A1 e A2 são dois círculos com centro na 

orige m , cujo produto está contido no campo de definição do represen-
' tante g(a 1,a2) de g. 

Quando ((a1I-CJ)" 1(a.i l -Kf 1)(f) é analítico no sub-espaço 

[Vp1(xo) X Vp1(Yo)l c ! {Xo} X {Yo} I. as integrais nestes últimos coinci­

dem. A continuidade e linearidade de <pe[Vp
1
(xo) X Vp 1(Yo)I 

<P(x , y)eC ((x ,y)eVp<xo) X Vp(Yo)) dará em virtude de (4): 

[g(CJ, K)(f) l(x,y) = 

= (
2
:i)Z J ((a1I-CJf 1(a2l- Kf 1(f))(x,y)g( D:1, a2)da1da2 (7) 

A 1xA~ 

quando (x, y) EV p.
1 
(Xo) X Vp

1 
(Yo) , 

V) Consideremos a equação a derivadas parciais 

a2z a2z a2z az az 
a Bx2 + b axay + c ay2 + d ax + e a_y + fz = h 

onde a .= 0, b, e, d, e , f , são constantes e h e 1 {xo} X {Yo} J. Procu­

remos a solução ze[ {xo} X {Yo}I tal que z(Xo,Y)=c,o(y) e 

( ~ ) = 'lr(y) com 'PE 1 {xo} 1 e 'YE 1 {Yo} 1, 
ax ~ . 

Apliquemos duas vêzes o operador CJ a é}mbos os membros 

da equação anterior. Ter emos: 
(al + bK + cK~ + dCJ + eCJK + fCJ.!)z = 9 

onde B = 0 2! + atp + aC:hr, + bCJ <P' + dc:J tpE [ ( Xo} X ( Yo} 1, 

A função g( a-1 , a.,1 ) = a+ ba..! + ca~ + da1 + ea1a~ + fa~ e sua 

recíproca são representantes de elementos de [ {O} X (O} 1 . Podemos 

então escrever. 
jg(CJ ,K) l(z) = 0 . 

' Aplicando a ambos os membros o operador 

teremos 
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z = [g(C:( K ) J (8 ) = (2: i )'2 J, ( <X1I - c:Jt 1( a 2I - Kr 
1
0] g ( ªil, a

2
) da1da2 (8). 

A 1 x A 2 

A solução em termos de x e de y se obterá então utilizan­

do a s fórmulas (5) , (6 ) , ( 7) e substituindo na última expressão (8) . 
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