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Resumo
Este artigo apresenta a aplicação da teoria nebulosa no cálculo da c07fubihdade de sistemas
computacionais tolerantes a defeitos, compostos por módulos iguais e organizados na forma de ar«útetwa
redwrdante. Este método, baseado no Modelo de Markov, permite que os parâmetros necessãrios para o
cálculo da c07frabilidade possam não ter sezrg valores preciswnente conhecidos no momento do cálculo. Tais
parâmetros, quando possuírem alguma incertaa associada, serão modelados por números nebutosos,
originando uma resposta temporal para a confIabilidade do sistema na forma de curvas nebulosa de
confubitüiade.
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1. INTRODUÇÃO
A teoria da lógico nebulosa Wa logic”) ad«ririu um maior destaque no meio ciartíãco a partir de dois artigos
publimdos por Lofti A. Zadeh, em 1965 [Zaddr-65] [zadar-65-2], onde este apr«arta os conceitos tÉsicm da
teoria dos conjuntos nebulosos, que é rma extarsão da teoria clássica dos conjrmtos. A partir daí, a lógico
nebulosa passou a su ima farammta para se automatizar atividades humanas arde existam alguma forma de
ambigüidade, informaçô« vagas ou imprecisas.

Esta caractwística da lógico nebulosa vem ao encontro das nwessidades de tm projetista de un novo sistema ou
avaliadm de lm sistema já existaúe, que nem semlre disp(nm cm exatidão dos parâmdros nw«sários pra o
cálculo da cmrãabilidade do sistina. Em particular, isso é notadamente importante quando o foco da análise é
um sistina ©ítico, onde o füncimrmaúo incorreto da aplicação pcxle musar efeitos indesejáveis ou desastrosos
sob algum pinto de vista, cmo: prejuízo matuial, ambiental ou ao su humano [Husseiny-90] [Perry-91]
[Craigen-94].

Este UaI»lho pretmde fwnem Ima fuma altunativa de avaliação de um sistema no tmnte à sua
confiabilidade, utilimndo o já cmrsagrado M(xielo de Markov. O novo m(xlelo aqui proposto [Cugnasm-99], que
sná denominado '$4(xlelo de Markov Nebuloso“, possibilita o tratamalto matemático de parâmetros de6nidos
com algum grau de incertem [Evms-92], fomwendo, cmo r«ultado ünal, ctrvas de carõabilidade com graus
de incertem associados.

2. A TEORIA NEBULOSA

2.1 Conceitos Básicos

Na teoria clássico dos conjuntos, dados um elanarto xe um carjunto J dartro de un tmivuso de discurso X,
quando o elmarto r é mantro de a, esta pertinàrcia é represartada na forma:

xc,4 ; (1)

caso contrário, se l não é tmr membro de ,4, artão:

xe,4 . (2)

Os conjuntos nebulosos são uma extarsão dos conjuntos clássicos [Zadeh-65] [Zimmnmarm-96]. O ore
mracteri7n rm cmrjunto nebuloso são os graus de path&leia dos seus mmbros ao omjunto tmivuso, ore
variam dartro de uma &ixa contínua de valores rmis artre 0 e 1. Num conjunto clássico, um dado elmento tem
grau de putin&rcia 1, quando putaroe ao conjunto, e grau de patinürcia 0, quando não patarce ao conjunto.
Para diferarciar estes dois tipos de conjuntos, representar-se-ão os conjuntos nebulosos com o símbolo “-”
acrescentado a letra do nane do carjrmto (p.ex., 1-).



Modelo de Conjubüidade Nebulosa Baseada no Modelo de Markov 2

Os graus de patinàrcia dos elmaltos x de tm conjunto Z são expressos através de uma função de pertinàrcia,
representada pm pi (1) , definida formalmaüe pm:

Fl : X + [0,1] . (3)

De6nose o a40rte (“ a<uP) para um curjunto nebuloso ,4 como saldo o conjunto clássico Ja que cmrthr
todos os elementos do conjunto univuso X cujos graus de pertin ãleia ao conjunto i são iguais ou maiores do
que a Definose, ainda, o a40rte estrito Ç'strong autIf’) oomo sendo o conjunto ordinário i,, cpe contém
talos os elmentos do carjunto tmiverso X cujos graus de pertinàrcia ao conjunto ,4- ao maiores do que a 0 a-
corte estrito para rO tamtÉm é darominado de suporte de um conjuúo nebuloso. Em particular, quando o
suporte de un conjunto nebuloso é um ímico ponto, este é denominado de ']uzzy singleton“ [Duh)is-80] [Klir-
95]

Formalmarte, dado um oonjtmto nebuloso d- de elemartos de lm conjurto uüverso Xe um nM«o a € [0, 1]
qualqua, o a-corte e o a-corte estrito são escritos, respectivamarte, nas fmmas:

d, = {x | #2(x) 2 „} e (4)

3,, = {x | #2 (x) > „} . (5)

Um cmljunto d é dito normal quando o maior valor de pertinência almnçado por lm de seus elemaltos é igua1
a 1_ A figura 1 ilustra rma função de pertinhcia de um conjunto nebuloso e exemplifica o conceito de a-corte.

Fignra 1 - Conjunto nebuloso Je exemplos de a40rtn

2.2 Números Nebulosos

Os núm«os nebulosos constitum un caso particular de conjtmtos nebulosos, sendo definidos sobre o conjunto
dos nímeros ruis 91 [Lee90]. Os nímuos nebulmos representam o conceito intuitivo de “núm«os
aproximados” (ním«os próximos a um detnmhado ním«o rM) [Klir-95]. Para tm conjrmto i definido em !R
ser qualifiado cmro um nímero nebuloso, este deve possuir as seguintes c©acterísticas:

(i) À precisa su lm conjuúo nebuloso norrual;

(ii) O suporte de ,i, deãnido para a=a+, precisa ser limitado; e

(iii) & prwisa ser um int«valo fechado para tcxlo a € (0,1].

A 6gura 2 apresmta um exmplo de dois núm«os nebulosos J e g que refletm os conceitos de “números
próximos de F’ e “números próximos de T’ .
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23 Aritmética NebuIwa

Duas propriedades dos núm«os nebulosos regem as operações ari&nétiças sobre eles:

(i) Tcxlo conjunto nebuloso % por conse(Flência, t(xio nímuo nebuloso, pode ser urhmaüe represartado
pelos seus a-coRes;

(ii) Os a-cortes de ada nímuo nebuloso correspondan a intnvalos fechados sobre o conjunto dos
ním«os r%is, para todo a e (0,1].

Como resultado imediato destas duas propdedad«, as operações aritmétims sobre númuos nebulosos podmr ser
de6nidas em função das operações aritméticas para os seus a-cortes, que correspondm a operações ariünétias
sobre intwvalos fechados, sendo esta tma ára sedimartada dartro da matmlática clássica [Klir-95]. Para
facilitar a apresartação da aritmética sobre int©valo$, as quatro opuaçôes aritmétims: adição (“+”), subtração
(“–“), multiplicação (“ ' “) e divisão (“f’) swão representadas, garuicamente, pelo símbolo “ + ”. Assim, uma
opuação qualquu aIRe dois elmaüos/e g, pertaloentes aos int@valos [a,ó] e [c,d], respectivamarte, pode ser
«mita da seguinte forma:

[a,ól * [',d] = {/*gIa É / É ó, ' g g g d} , (6)

exwtuandese a operação [a,b]/[c,d] que não é de6nida para 0€ [c,dI. Como conseqüência, tcxla operação
realizada sobre dois intervalos fechados resulta tamtgm num intnvalo fechado. A operação de adição entre
nímuos nebulosos é exemplificada na figura 2.

@ +g)a

Figura 2 - Exemplos de númerw nebuloso$ e da operação aritmética de adição.

Feitas estas considnações, as quatro operações aritrnéticas básicas sobre intervalos fechados podm ser de6nidas
como [Klir-95] [Bowles-95]:

[a,61 + [', d]
[a,b] – [',d]
[a, à] . [c, d]

[') b] / [',d]

[a + c, ó + d] ,
[a – c79 ó – c] >

[min(ac, ad, bc, bd), max(ac, ad , bc,bd)1 ,

[a, ó] - [1/ d, 1/ c]
[min(a/ c,a 1 d,bJ c,b | d), max(a/ c,al d,b | c,bI d)] , e
para 0 e [c, d] .

(7)

Em particular, lm nímero real r pcxle su visto como um intervalo especial degarerado [r,r]. Quando un dos
intuvalos arvolvidos na operação é degenuado, as operações apresentam particularidades we as simpliâmm;
quando am&)s são degenerados, trata-se de uma operação aritmética tradicional envolvardo dois nían«os r%is.

3. SISTEMAS TOLERANTES A DEFEITOS
Garericamarte, un sistema tolerante a defeitos é aquele que consegue realizar suas tarefas mesmo na presença
de defeitos de hardware ou 'bugs” de programas. Um 'bug” existente ntm programa de un sistina tolerante a
defeitos deve ser superado de forma a não impedir o funcionamarto do sistema, t»m como um defeito num
componente de hardware não deve impedir que o sistema desempenhe suas funções corretamente.
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3.1 Conceitos
à

A confiabilidade ('Yeliability“) de un sistmra é tmra função que deparde da variável tmrpo, e suá designada
por R(1). A função R(/) é a protnbilidade oondicimral de lm sistma d«mparhar oonetamente suas funções no
btw%lo de tmpo [/o, r], dado que este estava m perfeito estado de funcionamarto no instante fo [Siewiorek-82]
[Johnsm-89].

AnakBamarte, a nãncorr6abiüdade de lm sistema, d«ignada por Q(1), é deünida como a probabilidade do
sistema não desempenhar suas funções corretamente no intwvalo de tempo [/„ r], dado ore este estava
funciarando no instante inicial de tmlpo ro e tamtÉm pode ser chamada de probabilidade de falha.

3.2 Defeitos, Erros e Falhas

Um defeito ('qault“) é definido como um problema 6sico ar impnfeição que ocorre dentro de lm detaminado
cmp(xrarte de haráwne jSiewiorek-82] ou software.

Um erro (“error”) é a manifestação do defeito, indimrdo rm desvio da precisão ou correção de um resultado.

A $alba ('%ihre“) de lm sistma é wact«imda (Fundo lm «ro r«uha na exmrção incorreta de rma de suas
funções. O tumo falha tamtÉm é utilizado cmo sinônimo para maFfuncionahnento. Em algumas situações, a
ülha tamtÉm p(xie sm aractuimda quando alguma função de lm sistina é executada nrm mcxio abaixo do
esperado, tanto de fuma quantitativa, quanto de forma «ralitativ&

33 Técnicas de Projeto de Sistemas para a Obtenção da Tolerância a Defeitos
Ao se projetar lm sistma tolerarte a defeitos devin su cmsiderados div«sos aspectos: a detecção do defeito,
a contenção do defeito, a loulização do defeito, a recuperação do defeito e o mascaramento do defeito
[Siewiorek-82] [Johnson-89].

Um sistina que provê recursos para o mawramarto de defeitos alança a toluância a defeitos por «condu o
defeito qumdo «te ocure. Tal sistema não precisa ore o defeito seja primeiro detectado pna depois ser
tolwado, mas apalas que o defeito seja contido. Isso signi6m que o efeito do problma ocorrido será loal e não
afetará o funçionamarto do sistana.

Cluka forma de se oarseguir a tolerância a defeitos, sem utilizar o masçaramarto, é através da detecção,
kx;alização e recuperação do defeito. A maimia dos sistmas toluant« a defeitos apoia-se na detecção do
defeito. Após ter sido detectado, o defeito precisa sn lomlizado para se sat»r qtul componente apresenta
problema, de forma we o sistma possa ser recupuado do defeito, através de algum prc»edimaúo.
Nmmalmmte, a rwuperação do defeito envolve alguma forma de rwon6guação que, via de regra, desabilita o
componente problemático, 6sica ou logMmmte, e habilita um outro componaüe sobressalmte, tamtgm de
forma Bsb ou lógico.

3,4 Redundância

A redwdânch ('Yedwrdarcy“) foi smpre uühada dnde os primeüos projetos de sistmas tol«antes a
defeitos, através da rq>liação fisica de componmtn de hardware dartro dos sistemas. Posteriormarte outras
formas de redurdância foram saldo estudadas e incorporadas aos sistemas.

Garuiammte, redrmdância é a adição de infmmação, recursos ar tempo além do necessário para a Weração
nonnd de un sigana, pdendo assumir uma das seguinte maialidades [Siewiorek-82] [Johnson-89]:

, Redundância de hardware: é a adição de componarta extras de hardwue com o objaivo de detectar
ou toluar defeitos;

• Redundâncb de soaware: é a adição de oomponartw extras de software com o objetivo de detectar e
possivelmarte tol«ar defeitos;

Redwdância de informação: é a adição de informaçõa alân das nwnsáüas para implanartar uma
detwmürada função;

• Redundância de tempo: é a utilização de mais twpo do que o nmessário para desmpenhar uma
detmminada função com o objetivo de se obtu detecção e, pcrssivelmaúe, tolaância a defeitos.

A redurdârcia de hadware, foco d«te üabalho, pcx1e su classi6mda w: passiva, ativa e hardda A témia de
redundância de hardware passiva talHa o conceito de mascaramarto do defeito para escmder a sua
ocorràrcia e evitar que os defeitos resultm wr uros, sm necessitar detectar e lcx;alizar o defeito, nem
recon6gurar o sistema; d«ta fmma, almça-se a tolerância a defeitos. Esta redurdância tm emo tnse o
mwanismo de votação para mascarar a wmrência de lm evartual defeito. A grande maioria dos sistemas que
utilizam esta témica de implmartação adota o conceito de votação majoritád&
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A témia de ndmdância de hardware ativa lrmrra obt@ a tolahcia a defeitos pela detecção, loalimção e
recupuação do defeito. Normalmarte, a detecção do defeito é obtida devido ao wo por ele prcxiuzido.

A redundârrcia de hardware ha)rida combina os tnneâcios existarta na redundância passiva e ativa. I«o
possüÉlita o mascaramarto de defeitos, o que evita resultados urados, e a detecção, ]walização e recurâguração
do defeito. Consequaúemaüe, esta forma de redundância é mais dispardiosa do que as antniores, sendo
utilizada m apliaçôes que nwessitam de alta mrâabilidade.

A redundância m(xlular tripla ('lriple mcxluJar redurdancy“ – TMR) é a fama de redwrdância de h@dware
passiva mais utilizada Nesta túnica, o hardwue é &iplicado e utiliza-se lm votador para «colina a saída que
suá apr«artada pelo sistina (a saída de um sistema com votador é igual à saída da maioria das saídas dos
míxiulos de entrada). Neste caso, o votador é majoritáüo, e mwno que tmr dos m(üulos apresaüe defeito,
estando os outros dois míxiulos livra de problmas, este é mascarado pelo votador. A ãgua 3 apr«arta,
eswanatiamaüe, um TMR [Siewiorek-82] [Johnsm-89]. Como exmplos de aplimção, podmros ter sistemas
TMR para lrmasadores, memâia e outros módulos de hudware m sistmas que requeüam toluância a
defeitos

Entrada 1

VotadorEntrada 2 Saída

Entrada 3

Figura 3 – Rodurrdânch modular tripla WR), com 3 módulos idênticos e um vetador.

Um dos problemas-chave do TMR é o votador pois, uso ate apresente defeito, o sistma como um tcxlo falh&
Desta forma, o votador passa a su lm componente fundamaüal desta técnica, limitando a conâabilidade do
sistana à confiabilidade do votador.

A ndmdância N-m«lular ('W-modulu redwrdanc}'” - NMR) é uma garaalização da TMR, we utilim N
m(kiulos idartims [Siewimek-82] [Johnson-89]. Em geral o ním«o de míxiulos é ímpar para garantir smFre
uma maioria na votação.

3.5 Taxa de Falha e Função Con6abilidade

A taxa de falha ('lailwe rate”) é o nímuo esp«ado de ülhas o) de tm dispositivo ou sistina para um
determinado ped(xlo de tempo. Se lm dispositivo falha rma vez a ada 1000 horas, a sua taxa de falhas é 1/10(X)
falhas/hua Este parMetro, essarcial no cálculo da conâabilidade, é repr«entado pelo símtx)lo 2 e snve para a
comparação mtre dispositivos ou sistmas. A redrmdânda ins@ida daüro de un sistema visa obter values para
a confiabilidade e/ou segurança maim« do que aqueles que o sistmra t«ia uso fosse concebido sal narhtana
redurdância [Siewiorek.82] [Johnson-89].

A conEabilidade de lm canponaúe ou sistma é rwr«€ntada pu R(1) e cmresponde à probabilidade deste
funcionar corretamente no intw%lo de tmpo [/o, 1], dado que este estava funcionando no instante ro. Supondo
lm tmiverso de N cmponartes, funçiarardo no instante ro, e que Nf cmrponent« tarham falhado e IV,
oompanartes tarham p«marwido operacionais até o instante 6 artão a curâabilidade R(rh que é a
probabilidade de lm çmponarte ter pamanecido operacional até o instante f, pode ser calculada por:

J( 1KE ) = T = h (8)

Analogamarte, a nãnconãabilidade ecf), que é a probabilidade de tm componarte ou sistema não ter
permanecido operacional no instante C pale su calculada por:

ajl) = T= +( (9)

(1) No mso de um componente, o termo “falha“ tem o significado de “defeito”.
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Obviammte,

R(/) + e(/) =1 . (10)

A fünção taxa de falha z(0 é deânida oomo:

z(1) = à
dR(t)

T=ú-[–"'T] =–a (11)

Emtx)ra a função taxa de falhas apresente dois componmtes variantes com o tempo (N,(f) e dNb)ldl), os
componentes eletrônicos apresentam, expuimartalmmte, um comportamento particular. Existe uma fase da vida
do componarte onde a taxa de falhas p(xle su consid«ada aproximadamarte constante. A assim chamada “curva
da banheira” ('l>athtub cine”). apresentada na âgrra 4, mostra a função taxa de falhas para os componentes
eletrônicos.

Frmção Taxa
de Falha zd)

Mortalidade
Infantil1

Pwícxio de Vida Útil

Figura 4 – “Curva da banheira” ilusüando a função taxa de falha para component« eletrônicos.

No início da vida os componentes apresartam ima taxa de falha mais elevada cujo valor máximo arcontra-se no
instante inicial de tempo, devido a existàrcia de componartes abaixo da especiücação, ou com defeito de
fabricação, Esta fase é darominada de “mortalidade infantiF’ e tmr duação aproximada de 20 smanas. Esta
taxa ai com o tmrpo até se estabilizar; neste momento, o cmponarte está dentro do seu 'berícxio de vida útiP’,
que é um p«ícxio longo de tempo (aproximadamente de 5 a 25 uros) [Siewimek-82]. Finalmarte, na última fase
do componarte, a 'lase de descarte”, existe rma maim taxa de falhas, aescarte, devido ao desgaste físico do
componente. O problana da mortalidade infantil pale ser evitado testandese o componente durante um certo
período de tempo, em condições reais de operação, antes deste ser colocado em operação ('burn in”)-

A taxa de falha 4 dncrita antuiormarte como o nímero de falhas w hua, refere-se ao peHcxlo de vida útil do
componente, onde z(./) é constante. o problema da fase de descarte é contmnado substituindoo antes dele atingir
esta fase, a#avés da manraenção prevartiva. Desta forma, todo o equacionamurto será elatxxado consid«ande
se que os componaRes eletrônioos possuwr uma taxa de falha omrstante e igual a 2. Como

dRÇt)

z(1) = – /é) , (12)

então a solução desta equação diferencial é:

R(r) = e–1' (13)

Esta função exponencial tamtÉm é conhwida como a lei da falha exponencial e vale somarte para
componentes eletrônicos, que podem ser considuados como elementos com taxa de falhas constante na maioria
dos cálculos de confiabilidade de sistemas.
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3.6 Cobertura de Defeito

Um aspecto fundamartal na avaliação de un sistana toluante a defeitos é a sua cobertura de defeit(n ('%ult
coverage“). A cobertura de defeitos de um sistana trará lm impacto sigriâmtivo no cálculo da sm
confiabilidade e semça [Siewiorek-82] [Johnson-89]. A cotwrtura de defeito pode se dar em diversos níveis:

• Cobertura de deteção do defeito;

@ Cobertura de localização do defeito;

• Cobertura de contenção do defeito;

• Cobertura de recuperação do defeito.

No cálculo da conõabilidade de tm sistana toluante a defeitos o fator de cot»rtura de recupaação do defeito
normalmente é o mais considerado, saldo muitas vezes sinônimo de fator de cobertura. Neste trabalho, o fator de
cobertura de defeito será representado pela letra C e é definido como a probabilidade condiciaral de recupuação
de um defeito, dado que ele morreu

4. MODELOS CLÁSSICOS DE CONFIABILIDADE
Existem diversas altunativas para a elaboração do cálculo da confiabilidade, baseadas ml abordagars analíticas.
Destacam-se o m(MeIo combinatório e o m(xlelo de Markov.

4.1 Modelo Combinatório

O mcxlelo combinatório utiliza a témim protnbilístim que anmera todas as formas nas quais o sistana pode
estar operaciaral ou falho. A confiabilidade é a soma das probabilidades de todos os eventos que levam o
sistma a um estado operacional. Dois casos são mais significativos: os sistemas-série, arde todos os
componaüa dos sistmas devem estar funcionando para o sistma estar operacimal; e os sistemas paralel«,
onde aparas um dos componentes nwssita estar funcimmdo para o sistema funcionar. Na prático existm os
sistemas banidos (s#ie-paralelos) que combinam estes dois tipos modelos.

Apesar do modelo combinatório ser de ücil utilização, ele apr«arta problmas para a mcxlelagem de sistmas
mais complexos, quando a construção dos diagramas de blocos de confiabilidade passa a ser una tarefa árdua e
as expressões resultantes ficam muito complicadas. Um exmrplo disso é a introdução do fator de cobertura de
defeitos ntm sistema; outro exemplo é a incorporação das taxas de manutenção dos m(klulos, que p(xiem ser de
carát« corretivo ou preventivo. Nestas situações, o modelo combinatório âca muito di6cil ou impossível de ser
aplimdo, e o modelo de Markov passa a ser lula altunativa altamarte satisfat&ia.

4.2 Modelo de Markov

Um exemplo simples para ilustrar o modelo de Markov sem cobertura de defeitos e sem reparo é a arquitetura
TMR, com três míxiulos id&rticos organizados nuu esquema de votação majoritário e sem rwonfiguração do
votador. Neste uso, o estado do sistina num det«minado instante pode ser deãnido como S = {Sl ,S2, 83 },
onde um estado garâico sf (para variando de i de 1 a 3) indica o estado do méxlulo Ê saldo que SI =1 signifim

que o módulo / está isento de defeito e SJ = 0 que o módulo está com defeito. Os estados possíveis do sistina
TMR são: (1 1 1), (110), (101 ), (011 ), (100), (001 ), (010) e (000), como mostra a figura 5. Como o sistema TMR
tolera somente um defeito, os estados (100), (001), (0 10) e (0(X)) caractuizam a falha do sistema. As mudanças
de estados do sistana são indicadas pelas transições entre os seus estados, sinalizando que algum módulo
apresentou defeito, e são represartadas pela probabilidade de um módulo, naquele estado em particular,
apresentar defeito. Por simplicidade, adota-se que aparas uma falha pode ocorru de cada vez.

Considuandese o sistema TMR com tcxlos os méxlulos perfeitos nrm instante inicial de tanpo, este encontra-se,
então, no estado (111). Ao ocorrer un defeito no instante r, este irá transitar para un dos seguintes estados:
(110), (101) ou (011), depardardo do módulo que apresartar defeito. A inexistàrcia de um defeito faz com que o
sistema não mude de estado (transição para o próprio estado). Os estados deste sistina pcximr su agrupados an
três categorias: estado de perfeito funcionamarto do sistema, sem módulos defeituosos (111); estados do sistema
com um defeito ocorrido (110), (101) e (011); e estados do sistema com falha (100), (001), (010) e (000). Cada
tma das transições de um estado para outro está associada com a probabilidade de que tal transição ocorra num
determinado período de tempo, correspondaldo à ocorralcia de defeito em um detuminado módulo.

Considuandese a lei da falha exponurcial com taxa de falha 2 constante, a probabilidade de lm méxlulo
apresentar defeito no instante de tempo /+Ar, dado que este estava opuaciaral no instante L é dada por
[Johnsmr-89]:
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eMm„1,(/) = l–RMm,1,(r) = l–e-2'Á‘ (14)

O termo exponarcial pode ser expandido numa série infinita de termos:

e_,., = 1+ (–2' Ar) + (–2'Ar} +(–2' Ary11 2 31
(15)

Logo, a probabilidade de um módulo estar com defeito no instante t+ ht é:

eMMKlo (1 1E i1114|L1r ) = 0 e ]1111|1 / ) + + e
(16)

Para intervalos de tempo pequaros (A/ pequeno), esta expressão pale ser reduzida a:
1 n-À•Af A. a A +
i–e -'= /L ' LiB 9

/1 -1\
\11 )

que é a probabilidade aproximada de um módulo deixar de funcionar no período Ar.

Nenhtmr
Módulo

com Defeito

1

Módulo
com Defeito

1

1

1

1

2
Mdxiulos

com Defeito

3
Módulos

com Defeito

1 h ou

Figura 5 – Sistema TMR e seus possíveis «tados e trnnsiçõe&

Assim, para o sistema TMR tem-se o diagrama de transição de estados da figura 6, com as probabilidades
atribuídas às transições de estados. Nota-se que a probabilidade do sistana permanecer nIan mesmo estado no
período Ar é a probabilidade do sistina não mudar de estado neste puíodo de tempo.

Contudo, é possível reduzir-se o diagrama de transição de estados do sistema combinando os estados situados
dentro de uma mesma mtegoria: estado sul módulo defeituoso, estados com um módulo defeituoso e estados do
sistema com falha (com dois ou três módulos defeituosos). Desta forma o sistema TMR passa a possuir somente
3 estados

• Estado 3: sistema TMR com todos os módulos funcionando perfeitamaúe;

• Estado 2: sistema TMR com um m&lula defeituoso;

• Estado F: sistema TMR com dois ou três módulos defeituosos (sistema falhou).
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101

Nenhtan
Módulo

com Defeito

1

M(xiulo
com Defeito

1

1

1

1

Míxlulos
com Defeito

2 3
Méxlulos

coIn Defeito

1

1

Sistema Falhou

Figura 6 – Probabilidades de transição entre estados de um sistema TMR

O novo diagrama de transição de estados é apresartado na âgura 7. Neste mso, a transição do estado 3 pna o
estado 2 ocorre com rma probabilidade aproximada de 32& en«ranto a transição do estado 2 para o estado F
ocorre com probabilidade 2,iA

1 -32& 1-22Af 1,0

Figura 7 – Diagrama de transição de estados do sistema TMR obtido a partir do modelo de Markov reduüdo.

A partir deste diagrama simplificado podese escrever as equações relacionadas ao modelo de Markov com certa
facilidade. Para um det«minado estado S, a lrobabilidade do sistwra se alcon&ar neste estado num detaminado
instante de tmpo /+Ar deparde do sistina se encontrar m estados que possam transitar pma o estado S e das
probabilidades associadas à essas transições. Para o estado 3, a probabilidade do sistmra se arconüar m S3 no
instante /+A/ deparde da probabilidade deste se encontrar an S3 no instante t e da probabilidade deste transitar
para o próprio estado S3 (não transitar para o estado 82). Assim:

p,('*A')=(1–32A')-p,(') . (18)

onde p, (/) é a probabilidade do sistema estar no estado 83 no instante r e p, (/ + &) é a probabilidade do sistina
se encontrar no estado S3 no instante /+A/. Analogammte, as equações para os estados 82 e Sr são,
respectivamente:

p, (1 + &)= (3,W). p, (/)+(1 – 22,M). p, (r) e (19)

p, (r + Ar) = (22&). p,(1) + p, (r) . (20)
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As equações associadas ao mcxlelo de Markov para o sistema TMR tamtém p(xian ser escritas na seguhte
forma matricial:

p,(r+Ar)] [(1–32&)
p=('*»') l=1 „~
p,(1+A/)] l 0[

0

(1 – 22&)
2,tAI ?11iE1. (21 )

Numa maneira mais condmsada, estas expr«sõ« são reduzidas a [Johnson-89]:

P(/+&)= A. P(/) . (22)

onde:

[p,(r + &)]
P(r+A/)= | p,(1 + &) 1

Ip, (/ + A/)]

-(1 –32Â/)
A=1 3áA/

0

0

(1 – 22&)
22Af

nl

tI
Fn írll

p(')=[!jtS)| .
e (23)

O t«mo P(1) é un vetor de probabilidade dos estados no instante r que india as protnbilidad« do sistema se
encontrar em ada lm dos estados no instante r; P(/ +A/) é o vetor de probabilidades dos estados no instante
r+Ar, indimndo as probabilidades do sistema se arconüar mr cada um dos estados no instante /+A/; e A é a
matriz de transição de estados.

A equação matricial resultante p(xle su vista como uma equação de difuarça com o intuito de se c)btn a
solução, cujo uraminhmarto é dado a seguir. Supondo r=0 e assumindo lm valm inicial para o vetm P(0), o
vetor P(Ar) é obtido a partir de P(0):

P(Af) = A. P(O) . 04)

O vetor P(2&), no instante 2 A/,é obtido a partir de P(A/), no instante Af, ou a partir de P(O), no instante inicial de
tempo

P(2&)= A. P(Ar)= A. IA. P(0)]= A2 . P(0) . (25)

Por analogia, a solução gual do vetor de probabilidades dos estados no instante ?rzlf pode ser obtida a partir deste
vetor de probabilidades no instante inicial de tempo:

P(Mr)= A- . P(0) . (26)

Como a probabilidade do sistema falhar é a probabilidade deste se arcar&ar num estado Who, pua o sistema
TMR falhar este deve se encontrar no estado Pr. Logo, a con6abilidade do sistema TMR é sua prot»bilidade de
não se alcon&ar num estalo falho, p(xlardo sw escrita cano:

4_(')= 1–p,(')= p=(')*p=(') . e7)
Nesta atnrdagem do mcxlelo de Markov, foi obtida una solução para o tempo disaeto, oom intervalos de tanpo
(A/) pequenos. Neste mso, é lícito supor que somente uma transição ocorra de cada vez, o que é muito prático do
ponto de vista oanputacimIal. É possível obt«-se tamtÉm uma solução contínua no tmpo a partir do mcxielo de
Markov, onde as üansições entre os estados podem ocorr« em qualquu instante de tempo. Esta solução é obtida
a partir das equações de tempo disaeto, quando o intuvalo ar tarde a zuo, aüav& da üansfmmada de lnplace-

43 Proposta de um Modelo Generalizado Utilizando o Modelo de Markov com Reparo e com
Fator de Cot»rtura

Algumas atx)rdagars a respeito da utilüção do mcxielo de Markov para incorporar o reparo ou o fator de
cobertura são mcartradas na lituatura especializada Porân é desejável a exist üleia de um mcxlelo que
incorpore no seu equaciaranaalto tanto o fator de cobertura quanto a taxa de reparo, sendo esta última dividida
em corretiva e prevartiva. A seguir sná proposto um m(xlelo genâioo que atende a todos estes requisitos, pra
um sistema com redurdância e IVmíxiulos [Cugnasca-99].

Para ilustrar este mcxielo será oonsid«ado um sistana composto por três módulos idênticos, ada um com taxa
de defeito 2, tatu de cobertura C, taxa de murutenção cmretiva A. e taxa de manutarção preventiva pp. As
saídas dos módulos entram num votador com porta de limiar, que se reconfigura à medida que os módulos
apr«artam defeitos detectados e corretamarte tratados. Quando um mo num módulo é detectado, a chave
referente a este módulo o descmecta do votador, que alt«a o seu limiar de votação, wnsiderando somente os
módulos efetivamente atuantes. Este esquema é ilustrado pela figura 8.
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Módulo 2
Chave Votador

Figan 8 – Redundância /V-m«lular com autneEminação de módulos e votador com porta de Hrniar, para N=3.

O diagrama que represarta tcxlos os estados do sistema e todas as transições altre os estados é apresmtado na
figura 9. Os estados são darominado$ na forma S. , arde o índice i rqresarta o ním«o de módulos

funcionando no sistema e o sut»índice a representa o nímluo de m(xlulos com falhas não detectadas. No instnlte
inicial de temp o sistema arcontra-se no estado S,6 , pois t(xio$ os seus m(xiulos estão opuacimais.

1-32A/ 1-22Ar- IA-Ar 1-12Af-2/eAr 1-3/4-Ar

30
3/tAIC

\p,.'e't _
20

22AfC

2FeLt _
10

lilA/C

3 p.bt_
00

L3,iA/(1-C) WA/( 1-C) J2Af(1 -c)

{ ppA 1\<w2 /l1L11111P e/',Ar \-=\*-.r%T
21

2/IArC

\p,At _
11

IÂÂrC

:2/eAr
01

?;aA/(i -c) LI;IAr(1 -C)

?P,A/ ( 1 /l4|L1111|?1<XyppA1

1- 1/4-Ar-2//,Ar

12
l/IArC

\pcM
02

JWI-C)

,3//,A/
1 -3/,,Ar

03

Figura 9 – Modelo de Markov generalizado de tempo discreto com fator de cobertura, reparo preventivo e reparo
corretivo, para um sistema com redundância e 3 módulos idênticos.
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Para analisar o diagrama de estados, supõe-se que mm dado instante de tempo qualquw o sistema se arconaa
mur estado genérico S. (i módulos ftmcionando e a módulos com defeito não detectável). No intervalo de
tempo Ar pode ocorrer um dos seguintes eventos, estando o sistema null determinado estado:

• defeito com cobertura num módulo;

• defeito sem cot»rtura null méxiulo;

• reparo corretivo num módulo; e

• reparo preventivo nIan módulo.

Por simplicidade, considaa-se que só ocorre, no máximo, um evento em cada intervalo de tempo Ar, o que é
razoável para Ar pequaro. A ãgua 10 apr«enta as transições que fazem o sistema sair do estado S, e as
transições de outros estados para este estado.

(Z'+1)a-1

.(i+1)2A«l-C)

1 -(i)JA/-(ni-a)A.Ar<a)pp,M
(a)#pAr

(i+1)a
(i+1)2AfC

(/7:;na 37

(i)/IAIC
(/-1 )a

(n-i;ina }a

(z)2Ar(1-C)

(a+1)#pAr

ti-1)a+1

Figura 10 – Transições associadas a um estado genérico do modelo de Markov generalizado de tempo discreto com
fator de cobertwrn, taxa de reparo corretivo e taxa de reparo preventivo.

Quando ocorre una manutenção corretiva, o sistema transita para o estado S„, , aunentando o núm«o de
módulos operacionais, mantaldo o número de defeitos sem cot»rtura. Com a manutulção preventiva, o sistma
passa para o estado S ,+, , , doa«cendo o nímero de defeitos sem cot»rtura e de míxlulos com defeito. Deve-se
salialtar que una manutenção preventiva pode ser efetuada tanto num módulo em pufeito estado de
funcionamaúo quanto mxn módulo defeituoso; na prática, se a manutenção for realizada nIan módulo sem
defeito, não muda o estado em que o sistmra se arconaa.

As probabilidades de cada transição estão apresentadas na âgura 9, considerando a taxa de defeito 4 a taxa de
manuturção corretiva A-, a taxa de manuturção preventiva pp e o fator de cobertura de defeitos C. De forma
genérica, estas probabilidades estão apresentadas na figura 10, para un dado estado S, .

Desta forma, tem-se as seguintes equações na forma matricial que fornecem as probabilidades do sistema se
encontrar num deterrninado estado S :
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-?,. (/ + Â/)-
a,(1 +À/)
Po,tt + Ar)

a,(f+Âr)
p,.Ct * A/)

p„q + A/)
p.(f + hf)
Pln (r + Ar)
Pt, 0 + Ar)

P,.Ctr+Âr)_

)p..tt)
p..tt)
Po, (r)

a,(r)
P\, (r)

P,, (r)
a, (r)
a.(r)
Pi, (1)

_À.(r).

A (28)

arde:

– Bp c&
0 1 -lpcb - pP Ar

00

XblC

a&(i - c)
0

28C
2&(1 -C)

00
0
0XblC 0

00

0

0

0

0

1 - pcb -ip Af

0

A= BItch
0

0

p pb

2Pc 61

0

1 - 3/lpAI 0 a&(i -c)
0
0

(29)
2/ip AI

pcb
0

0

0

1 - XLI -1 HebI

0

2pc Ar

0

3 Pp&

0

1 - 261 - P eU - P pb
0

22ÔfC

22&(1 -C)

p pb

HebI

1 –X& - ip pb
0 1 - 2261 - P ebI

0

o 3;zalc

1-22Âf - ppbl 3aÂ/(1-c)
B ,Ar 1 - 328

IAbC

22&(1 - C)

0

2pP Ar
0

0

pcb

Para lm sistma gar&ico composto pcx n méxiulos iguais, as seguint« cmsidaaçôes a respeito do estado X,.
são vudadeiras:

• existem iméxlulos funcimlando;

• existem (n-i) m&iulos cm defeito;

• existem a míüulos com deBito$ sem cobertura;

• existem (ni-a) míxlulos com defeitos com cot»rtura; e

• (1+a) g n .

Então, pcxle-se deãnir a expressão garâica para a detaminação da protnbilidade do sistmra estar nrmr
detumhado estado S, no instante r+dr, a su utilizada cmputaciaralmente nas sbula® deste mcxlelo.

p, (r + Ar) = [1 – (D2& – (n – i –a)p,N – (a)#,&]. p,.

+[(i+IWC]'?,„.
*[(;*lW(1 –c)].a.,_
+ [(n – f + 1 – a)//,Ar]. p,_,_

+ [(a + 1)//,Ar] - p ,_,_\

para (1 + a) < n

paraa>0
para 1> 0

(30)

para i > 0

5. MODELO DE CONFIABILIDADE NEBULOSA
Esta atxxdagem pnmite que t(xios os pnâmetros utilizados no ülculo da conâabihdade possam su mcxlelados
de fuma nebulosa, incarpmando, assün, a incatem existarte a respeito dos seus valores. CarsequaRemarte, o
resultado a sa obtido são curvas de conâabiHdade com graus de possibilidades associados a cada uma delas.

Para apr«artar este mcxielo gar&ioo, suá mrsiduado un sistema shpla, sm redwrdância, mrposto por um
m(xlulo e que possua cobertura de defeito. Tardo ocorrido lm defeito mm míxlulo, este p(xlerá su detectado ou
não (dq)endardo do fator de cober Lua do míxiulo); desta forma, o reparo trará o m&lulo ao sw estado
weraciaral através da manutarção çmretiva (wmreu rm «ro e houve cot»rtura) ar preventiva (ocurw rm mro
e não houve cotnrtura).

Devese observar, por&n, que este m&brIo pode su apliado a ml sistma qualquu com n míxiulos iguais, mn
redurdância ou não, e p«mite a incorpcxação dos parâmetros taxa de falha, faten de cobertura, taxa de repno
corretivo e taxa de reparo Frevartivo, com inc«teens a eles associadas. Evartuaknaúe, se tm ou mais destes
parâmetros não for ser utilizado, o m(xielo ainda assim continua válido e, neste caso, trata-se de um uso
particular
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Para um sistana simples cm um míxlulo somarte, e considerandose t<xios os parâmdros malcimad08, tem-se
o diagrama de transição de estados apresartado na 6gura 11. O estado lo corresponde ao estado do sistina com
o seu único míxiulo funcionando e, p«tanto, não existe narhtm defeito não detectado, Tardo morrido rma
falha, o sistema transita Iwa lm dos estados de falha: 00 (o míxlulo apresentou um defeito e houve cobertura) ou
01 (o módulo apresentou defeito e não houve cobertura). Através da manutarção, o sistema pode retornar ao
estado lo

1 -;IAr \-pcLt

2A/(1-C)

1-//,Ar

Fignra 11 – Diagrama de Markw para um sistema com nn módrrlo com cobertnra,
taxa de reparo corretivo e taxa de reparo preventivo.

As equa®« do m(xielo de Markov, que fornwem as probabilidades do sistina se arconüar em ada lm dos
seus estados no instante t+A/, a partir das probabilidades de estar em ada lm dos estado no instante r, são as
seguintes:

p,.Q + Ar) = (1 – #,Ar). p% (r)+ JA/C . p,o (r) , O 1 )

p.,('* A')= (1–#,Ar).p.,(')* 2~(1–C).p,.(') , . (32)

(33)p„ (/ + &) = (1 – ;W). ao (r) + H,Nt . p,o (/)+ #,A/ . p, (r) _

Estas mesmas equações podan ser escritas na fuma matricial:

PCr + Ar) = A p(/) , (34)

onde

"=[;;1,«.„=[!:;::1
0

1–p,AI
11,&

bMC
2&(1–C)
1-

(35)

Supondo o hrstante inicial fo=O, artão, pna o ürstante n. A/ tmr-se:

P(nAI) = A-P(0) . (36)

Os parâmetros taxa de falha (2 ), fator de cot»rtwa (C ), taxa de reparo corretivo (//, ) e taxa de reparo
preventivo ( p, ) serão modelados como númuos nebulosos, incorpuando a imprecisão que possa existir a

respeito dos seus valores, e saão repr«altados por: i, C , p, e p, , respeçtivammte.

A âgura 12 apresenta i , Õ , p, e p, como númnos nebulosos. As formas das funçc-ns de pertinàrcia é wrc
vão m(xlelar a incerteza asswiada a nda lm dest« parâmetros. Para facilitar o aHardimarto do
equacionamarto a seguir, as formas de cada uma destas funções foi represartada de forma dif«enciada. Por
exemplo, /LN, 2/ e as são os valores nominal (IV), limite infuior (/) e limite superior (S), respectivamente, para o
parâmetro 2 mcxíelado como númuo nebuloso ( 2 ).
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Ainda, caso não seja desejável a incorpmação da incerteza associada a algum desta parâmetros, basta mcxlelá-lo
como um “fuzzy-singIetar“, que este será tratado como um valor “aisp“. Em particular, se não for necessária a
utilização de um detaminado parâmetro, este deve ser represartado por um 'luzzy-singleton“ com valm
nominal 0.

Pc, Fc„ Fc, Hp, Fp„ Fp,

Figura 12 – Funções de perünência na forma triangular dos parâmetr»s: tala de defeito nebuloso ( 2 ), fator de

cobertura nebuloso ( ã ), taxa de reparo corretivo nebulosa ( pc ) e tala de reparo preventivo nebulosa ( Pr ).

Pelo fato dos parâmeaos presentes na matriz A s«m1 númuos nebulosos, esta suá representada pcr A . O
mamo ocorre com o vetor P(nAf) , que será represaItado na forma P( mAr) . O equaci(xramento 6nal resultante
é

F(nA/) = A-.P(0) . (37)
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Este exmplo apr«aúado teve o sw equacimramarto efetuado para a-ccxt« 0 e 1 e a nmmaliação foi
nwessária somente nos extremos de cada núm@o nebuloso. A cada passo i de simulação, no hrstante de tempo
tAf, a matriz A’ soâe este mesno prwesso de normaliação.

A oon6abilidade nebulosa do sistema, neste armplo, no instante n df, é dada por:

R(/zAr) = ),o (nAf) . (41)

Cmo resultado, tem-se duas ctwas de car6abilidade wr função do tempo para a<arte–4) e uma para a-
corte=1. Num dado instante t de tmpo, estas crwas fomwm 3 values de mnâabilidade. Os valores extrmro$
possum um grau de con6ança 0 associado, enq11anto o valor central possui grau de oon6ança 1.

Pcxlose obtu outros valor« de con6abilidade cm graus de cm6ança intamediáHos, interpolandese outros
pontos entre os obtidos. Caso seja desejada rma maim precisão, o cálculo apresartado pode su efetuado para
outros valores de a-corte. A ãgua 13 apresenta as cwvas de confiabilidade nebulosa considerando os a-cortes
0, 0,5 e 1 [Cugnasm-99].

1(t )
a<orte=1,0 (nominal)

a-corte=0,0
a-corte=0.5

nJf

,/'

Figura 13 – Cenas da confiabilidade nebulwa para os @cort« 0,0 , 0,5 e 1,0.

Finabnmte, mm detuminado instante de tempo 1. Ar, a car6abilidade nebulosa pcxie su aproximada por um
triângulo, cmo mostra a 6gura 14, arde cada valor de car6abiHdade tem tm grau de pertin areia no qual o
projetista ou analista aaedita que o sistwa talh& Os pontos RAi.A) e Rs(idr) definm um intervalo de valores
de confiabilidade, cada qual com um grau de pntinàrci& O valor nominal RN(idr) representa o valor mais
provável da oonâabilidade, com grau de pertinücia 1.

PR(R(IAr))

0 R(tAI)t R(iA)t R(tAI)t

Figura 14 - Con6abiHdade nebulosa no instante de tempo (/.A/)
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6. CONCLUSÃO
Este artigo apesentou uma forma alternativa de detmminação da conâabilidade de um sistema computacional
tolerante a defeitos, utilizando a teoria nebulosa, basada no mcxielo de Markov (M(xlelo de Markov Nebu]oso).
Esta proposta não tem o objetivo de substituir os métodos de determinação de confiabilidade existmrtes, mas
apresenta o benefício de aproveitar a expni areia do projetista ou analista do sistana9 qualdo os valores dos
parâmetros necessários para o ülculo da conâabilidade são definidos de forma vaga ou imprecisa. O Modelo de
Markov Nebuloso não exige precisão dos dados quando isso não é possível, permitindo o cálculo aproximado da
confiabilidade de um sistina redurdante toluante a defeitos. Como resultado. tmr-se cuvas de conâabilidade
com diferentes graus de confiança. À medida que as incertezas diminuem, as cluvas de conflabilidade taldem
àquela obtida pelo Modelo de Markov tradicional. Desta forma, o Mcxielo de Markov Nebuloso pode ser
considerado uma garualização do modelo de Markov tradicional.
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