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Resumo Nesse artigo, usa.mos a expansão de Shannon para converter 
uma expressão booleana para wna forma. canônica, denominada forma 
normal condicional, que descreve uma. ároore de decisão para essa ex­
pressão. Em seguida, mostramos como wn diagama de decisão binária 
pode ser obtido a. partir da otimização de wna árvore de decisão, defi­
nimos algumas operações sobre essa estrutura de dados e apresentamos 
wna implementação em PROLOG. 

1 Expressões booleanas 

Formalmente, a sintaxe de uma expressão booleana f: é definida pela gramática 

t ::= O j l j x, j ...,f: j f: A t j t V t j t-+ t j t +-+ t, (1) 

onde O e 1 denotam, respectivamente, as constantes falso e verdade; X; denota 
uma variável proposicional; e os operadores -,, A, V, -+ e+-+ denotam, respecti­
vamente, negação, conjunção, disjunção, implicação e bi-implicação . 

Por convenção, associamos prioridades aos operadores (em ordem decres­
cente: ..,, A, v, -, e +-+) e, para resolver ambigüidades ou alterar a prioridade 
relativa entre eles, utilizamos parênteses. 

Sejam t uma expressão booleana e v uma valoração para f: (i.e. um mapea­
mento que associo. a cada vo.riável :z:1 E tum valor v(:z:1) E {O, l}) . Então, o valor 
de t pode ser definido, indutivamente, da seguinte maneira: 

- v(-.t) =O ~v(t) = 1 
- v(t1 /\ t2) = 1 ~ v(t1) = v(t2) = 1 
- v(t1 V t2) =O~ v(ti) = v(t2) = O 
- v(t1 -+ t2) =O~ v(t1) = 1 e v(t2) = O 
- v(t1 +-+ t2) = 1 ~ v(t1) = v(t2) 

2 Expansão de Shannon 

Sejam f: uma expressão booleana e t(c/:z:] a expressão obtida a partir de t, 
substituindo-se toda ocorrência da variável :z; pela constante e E {O, l}. A ex­
pansão de Shannon da expressão t, com relação à variável :z:, é dada por 
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E= e[l/x] V e[O/x]. (2) 

Com base nessa equivalência, definimos o operador condicional ite1 como 

ite(x, e, e') = (x J\ e) V ( ..,x J\ e'), (3) 

ou seja, ite(x, e, e') é verdade se o teste x e a expressão e são verdadeiros ou se 
o teste x é falso e a expressão e' é verdadeira. 

Todo operador utilizado na gramática (1) pode ser expresso por meio do 
operador condicional ite, veja: 

- -,x = ite(x, 1, O) 
- X1 J\ X2 = ite(x1 ;1 /\ x2, O/\ x2) = ite(x1, x2, O) = ite(x1, ite(x2, 1, O), O) 
- x1 V X2 = ite(x1, 1 V x2, O V x2) = ite(x1, 1, x2) = ite(x1, 1, ite(x2, 1, O)) 
- X1 -+ x2 = ite(x1, 1 --+ x2 , O--+ x2) = ite(x1, x2, 1) = ite(x1, ite(x2, 1, O), 1) 
- X1...., X2 = ite(x1, l <-+ x2, 0 +-+ x2) = ite(x1,ite(x2,l,O),ite(x2,0, 1)) 

3 Forma normal condicional 

Uma expressão booleana está na forma normal condicional se e só se contém 
apenas constantes, variáveis e o operador condicional ite, com todos os testes 
realizados sobre variáveis e com variáveis ocorrendo apenas como testes [l]. 

Toda expressão booleana e pode ser convertida, indutivamente, para a forma 
normal condicional: 

- se e só contém variáveis de teste, ela já está na forma normal condicional; 
- senão, enquanto houver uma variável x E F: que não seja teste, reescreva e 

como ite(x, e[l/x], e[O/x]). 

Como exemplo, vamos converter a expressão booleana (x1 V x2) /\ (x2 V x3) 
para a forma normal condicional: 

(x1 V X2) /\ (x2 V X3) 
= ite(x1, (1 V x2) /\ (x2 V X3), (O V x2) /\ (x2 V X3)) 
= ite(x1, X2 V X3 1 X2) 
= ite(x1, ite(x2, 1 V x3, O V x3, ite(x2, 1, O)) 
= ite(x1, ite(x2, 1, xa, ite(x2, 1, O)) 
= ite(x1, ite(x2, 1, ite(xa, 1, O), ite(x2, 1, O)) 

4 Árvore de decisão 

A forma normal condicional de uma expressão booleana descreve um grafo, de­
nominado árvore de decisão, que define o valor dessa expressão sob toda va-

1 i/-then-else 
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!oração possível de suas variáveis. Por exemplo, a árvore de decisão corres­
pondente à expressão (x1 V x2) /\ (x2 V x3}, cuja fonna normal condicional é 
ite(x1, ite(x2, 1, ite(x3, 1, O}, ite(x2, 1, O)}, pode ser vista na figura 1. 

Numa árvore de decisão, folhas são rotuladas com constantes e os demais nós 
são rotulados com variáveis. Ademais, cada nó interno x; tem um filho esquerdo 
(assumindo x; = l} e um filho direito (assumindo X1 = O}. Na representação 
gráfica da árvore de decisão, os filhos esquerdo e direito são indicados através de 
linhas contínuas e pontilhadas, respectivamente . 

. , 

Figura 1. Árvore de decisão para a expressão (:i:1 V :i:2) /\ (:i:2 V :t3) 

Embora árvores de decisão sejam um dispositivo muito útil para representar 
funções booleanas, freqüentemente, elas podem apresentar muita redundãncia. 
Veja, por exemplo, a árvore de decisão para a expressão (x1 +-+ x2) /\ (x3 +-+ x4) 
(figura 2}, cuja conversão para a forma normal condicional é apresentada a seguir: 

(x1 +-+ x2} /\ (x3 +-+ x4) 
= ite(x1, (1 +-+ x2) /\ (x3 +-+ X4), (O+-+ x2) /\ (x3 +-+ x4)) 
= ite(x1, x2 /\ (x3 +-+ x4), ,x2 /\ (x3 +-+ x4)) 
= ite(x1, ite(x2, 1 /\ (x3 +-+ x4), O/\ (x3 +-+ x4)), -,z2 /\ (x3 +-+ x4)} 
= ite(x1, ite(x2, X3 +-+ X4, O}, ite(x2, O/\ (x3 +-+ X4), 1 /\ (xs +-+ X4)}) 
= ite(x1, ite(x2, X3 +-> X4 , O}, ite(x2, O, X3 +-+ X4)} 
= ite(x1, ite(x2, ite(x3, 1 +-+ X4, O+-+ X4), O), ite(x2, O, ite(x3, 1 +-+ X4, O .... x4))) 
= ite(x1, ite(x2, ite(x3, X4, ,x4), O}, ite(x2, O, ite(x3, X4, -,z4))) 
= ite(x1, ite(x2, ite(x3, ite(x4, l, O}, ,x4), O), ite(x2, O, ite(x3, ite(x4, 1, O), ,x4))) 
= ite(x1, ite(x2, ite(x3, ite(x4, 1, O), ite(x4, O, 1)), O), 

ite(x2, O, ite(x3, ite(x4, l, O), ite(x4, O, 1)))) 
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Figura 2. Árvore de decisão pari a ,ex:pressão (:i:1 - :i:2) /\ (:i:3 ... x,) 
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5 Diagrama de decisão b?~~i. ::~ 
Como podemos observar na figura 21,·parte dá redundância existente numa árvore 
de decisão pode ser eliminada através do compartilhamento de subgrafos iso­
morfos (e.g. os subgrafos para as expressões ite(x4, 1, O) e ite(x4, O, 1). De fato, 
quando todo subgrafo isomorfo é i:ompartilhado, a árvore de decisão é trans­
formada num grafo dirigido acíclicio, denominado diagrama de decisão binária 
(soo). 1 · 

Particularmente, quando a ordem das variáveis de teste nos caminhos que 
levam da raiz até uma folha é sempre a mesma, o grafo obtido pelo compar­
tilhamento de subgrafos isomorfo~ é denominado diagrama de decisão binária 
ordenado (osoo). A figura 3 mostra o resultado do compartilhamento dos sub-
grafos isomorfos da árvore apreseJtada na figura 2. . 

Às vezes, após o compartilhamento de subgrafos, alguns testes podem se 
tornar redundantes. Para eliminar um·teste redundante, basta excluir o nó que 
representa esse teste e redirecionar todo arco de entrada desse nó para o seu 
filho (figura 4). Quando todos os testes redundantes num diagrama de decisão 
binária ordenado são eliminados, 1o grafo resultante é denominado diagrama de 
decisão binária ordenado reduzida (ROBDD) [2]. 
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Figura 3. Compartilhamento de grafos isomorfos na árvore de decisão da figura 2 

Os ROBDD's apresentam algumas propriedades importantes [l): 

- para toda expressão booleana há um único ROBDD correspondente; 
- proporcionam uma representação compacta para expressões booleanas; 
- possibilitam algoritmos muito eficientes para manipulação das expressões. 

6 Algoritmos para manipulação de ROBDD's 

Em termos de estruturas de dados, um ROBDD é urna tabela T : n >-+ (v, t, /), 
que associa a cada identificador n um nó com variável de teste v, filho esquerdo t 
e filho direito f. Ademais, devido ao compartilhamento de subgrafos, a tabela T 
tem uma inversa T-1 : (v, t, /) >-+ n, mapeando nós em identificadores, que será 
utilizada para garantir que os diagramas sejam reduzidos. Também assumiremos 
que T(n) = T-1 ((v, t, J)) = nil, sempre que (n, (v, t, /)) f/. T. 

Nessas tabelas, os identificadores são O, 1, 2, . . . (sendo O e 1 reservados para 
os nós terminais), as variáveis xi, x2, ... são representadas pelos índices 1, 2, . . . 
e a ordem em que as variáveis são testadas é definida pelos seus índices. 

Para facilitar a representação dos algoritmos, trataremos a tabela T como 
uma variável global e escreveremos ITI para denotar o número de entradas exis­
tentes na tabela T. 
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Figura 4. Compartilhamento de grafos isomorfos e eliminação de testes redundantes 

6.1 Inicialização da estrutura 

O algoritmo lNJT recebe uma entrada m, indicando o número máximo de variáveis 
existentes na expressão booleana a ser representada, e inicia tabela T com duas 
tuplas especiais, representando os nós terminais O e 1. Ademais, para garantir 
a uniformidade no tratamento dos nós do ROBDD, os terminais são associados à 
variável Xm+I · 

INrr(T](m) 
1 T ,- {(O, (m + l,nil, nil}), (1, (m + l,nil,nil))} 

6.2 Inserção de nós 

Inicializada a estrutura, podemos Inserir um nó usando o algoritmo INS: 

INS[T) ( v, t,J) 
1 ae t = f entlo devolva t 
2 n,-T-1((v,t,f)) 
3 ae n = nil então 
6 n-lTI 
6 T ,- TU {(n, (v, t, f))} 
7 devolva.n 

Quando tentamos inserir um nó, caso esse nó seja redundante, a função INS 
simplesmente devolve o identificador de seu filho; caso esse nó já tenha sido 
criado anteriormente, a função devolve seu identificador e, finalmente, caso o nó 
seja novo, a função o cria e devolve seu identificador. 
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6.3 Construção do diagrama de decisão 

O algoritmo BurLD recebe uma expressão na forma normal condicional, cria uma 
tabela com os nós do diagrama de decisão reduzido para essa expressão e devolve 
o identificador para o nó raiz desse diagrama. 

BurLo(ite( v, e,, t 1)) 
1 se Et,EJ E {O, l} então devolva INs(v,E1,E/) 
2 se EJ E {0, l} então devolva INS(v,BUILD(E1),t1) 
3 se t, E {O, l} então devolva INS(v,t,,BUILD(EJ)) 
4 devolva lNS(v,BUILD(t,),BUILD(EJ)) 

Na figura 5, podemos ver como a execução do algoritmo BUILD, para a 
expressão ite(x1, ite(x2, ite(x3, O, 1), 1), ite(x3, 1, O)), dispara chamadas ao algo­
ritmo lNs, que insere nós no diagrama sendo construído (observe que a cons­
trução é feita seguindo uma e.'ltratégia de busca depth-first). 

buildUto(l,1to(2,1te(3,0, 1), 1), 1to(3 , 1,0))) •> 6:<1,3,4> 
/ \ 

/ \ 
balld(1to(2,1to(3,0,l),I) •> 3:<2,2,1> ba1ld(1to(3,l,0)) •> 4:<3,1,0> 

1 
1 

bulldUto(3,0,t)) •> 2:<3,0,1> 

Figura 5. Inserções em T, realizadas pela execução do algoritmo BurLD 

6.4 Operações booleanas entre diagramas 

Todas as operações booleanas são implementadas pelo mesmo algoritmo genérico 
APPLY, que baseia-se na seguinte equivalência: 

ite(x,e1,e1)opite(x,e~1eí) = ite(x,e1opt~ 1 t1opeí) (4) 

Assim, para efetuarmos uma operação booleana entre duas expressões, basta 
aplicarmos essa transformação, recursivamente, a partir das raízes dos diagramas 
dessas expressões. Para maior eficiência, o algoritmo apresentado a seguir utiliza 
a técnica de memoização2, implementada por meio da tabela M. 

APPLY(op, r1, r2) 
1 M ._ 0 
2 devolva APPLY'(op, r1, r2) 

2 Programação dinâmica sob demanda. 
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APPLY[T, M](op, r1, r2) 
1 se M((ri,r2)} ia nil então devolva M((r1,r2}} 
2 (v1,t1,ft) +-T(r1) 
3 (v,, h, /2) +- T(r2) 
4 se ri, r2 E {O, l} antão r +- op(r1, r2} 
5 sanlo se v1 = v2 antão r +- lNS(v1,APPLv'(op, ti, t,),APPLY'(op, /i, /2)) 
6 senl!.o se v1 < v, antãor +- INs(v1,APPLY'(op,t1,r2),APPLY'(op,ft,r2)) 
7 senão se v1 > v2 então r +- INS(v2,APPLY1 (op, r1, t,),APPLY'(op, r1, J,)) 
8 M+-MU{((r1,r2},r}} 
9 devolva r 

7 Implementação de ROBDD em Prolog 

1t bdd. pl (16/S.t/2005, Slhlo IAgo) 

: - dynulic t/2, c/1 , a/3. 

X Wcializa a tabela para uaa HpreHao coe • variavei1 

ll>lt(ft) :­
clur(t) , 
uaort(t(0, [Y.+1,nll ,nll])), 
uaort(t(I, (ft+l ,nll ,nll])), 
count(2). 

X ina1r1 um no N na tabela 

1.na(H, L,H,NJ) : - 1. 
1.na(H, [Y ,T, F]) :- t(H,[Y,T,F]) , 1. 
1.na(H , [V,T,F]) :- count(N), unrt(t(N,[Y,T,F])). 

X conatroi us diag:ra&& coe raiz R., a partir de uaa •xprH■ao na tona nonl&l condicional 

bulld(l\, lto(V,T, F)) :- _,,ber(T,(0,1]) , ■O<lber(F,(0 , 1]), ln1(R, [V,T ,F]) , 1. 
bl>lld(R,lto(V,T,F)) : - ...,.ber(F,(0,1)), bu!ld(A,T), l.n1(R, [V,A,F]), 1. 
build(R,lto(Y,T, F)) :- ...,,ber(T, [0, t]), build(B,F), !01(1\ , [Y,T,B]), 1. 
bulld(R, lto(V, T, F)) :- bulld(A,T) , bl>lld(B,F), 101(1\, [V , A, B)). 

X aplica u operador booleano a duu npr11■01■ Ri • P.2 • d1•olv1 n.tz R 

opply(Op,Rl,R2 ,R) :-
clear (a), 
app{Op,Rl,R2,R). 

appL ,1\l,R2,Rl :- a(RL,R2,Rl, 1. 

opp(Op,Rl,R2,R) :-
t{RI, [VI ,TI ,FI]), 
t{l\2, [Y2,T2,F2]) , 
((...,.ber(R! , (0 , 1]), 11010bar(R2,[0,I])) ->E • .. [Op,Rl ,112,R]. call(E) 

; Y1•Y2 -> app(0p,Tl,T2,TR), app(Op,Fl , F2,FI\), l.n1{1\,[Yl ,TR,FI\J) 
; Yl<V2 -> app(Op,Tl ,112 ,TR), app(Op,Fl,112,FI\) , l.n1{R, [Y!,TR, FI\]) 
; Vl>Y2 - > app(Op,Rl ,T2 ,TR), app(Op,Rl,F2,FR), tru(R,[Y2,TR,FI\J)), 

u11rt{D(R! ,112,Rll. 

1t pnc11cado1 auxiltarH 

clea.::r(T) :- c;u;rr1nt_pr1dicat1(T ,H), ratracta.ll(H). 
count(N) : - nonwar(N) , t, clear(c), HHrt(cCN)) . 
ccnmt(I) :- rotract{c(I)), aucc(W,ft) , u11rt{c(")) . 
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ahov(D,U) :· mombor(U,(0,1]), tab(D), tormat(•·v·n•,(U)). 
abov(D,U) :• tab(D), t(U,[V,T,F]), tonoat(•x·v·n•,[VJ), 

IUCC(D,01), ahov(Dl,T), ahov(D1,F) . 

llld(X, Y ,Z) 
or(X,Y,Z) 

((X•I, Y•l) •> Z•I ; Z•O). 
CCX•O, Y-0) -> Z•O ; Z•I). 

X tHtOI 

t1 : - Y. co:cpa.nllhuento de subgrato■ 
1.nlt(4), 

X 
X 
X 
X 
X 
Y. 
X 
X 
X 
X 
X 
X 
1, 
X 
X 
X 
Y, 
Y. 
X 
X 
X 
X 
X 
X 
X 
X 
X 
X 

build(R, ito(I, ite (2, 1te(3, 1te(4, 1,0) ,1to(4 ,O, 1)) ,O), 
1t■ (2, O, 1te(3, ite (4, 1,0), ite (4,0, I) )) )) , 

shov(O,R), 
lht1.ng(t). 

xi 
x2 

x3 
x4 

1 
o 

x4 
o 
1 

o 
x2 
o 
x3 

x4 
1 
o 

x4 
o 
1 

t(O, [4 + 1, nil, 
t(I, [4 • 1, nil, 
t(2, [4, 1, O]). 
t(3, [4, º· 1]). 
t(4, [3, 2, 3]). 
t(6, [2, 4, O]). 
t(6, (2, º· <()). 
t(7, (1, 5, 6)). 

nil]). 
nil]l. 

t2 :- Y. eliain&CllO d• te■t• redundante 
1.nit(3), 
build(R, ite(I, 1to(2, 1to(3, 1,0), 1to(3, 1,0)) ,O)), 
ahov(O,R) , 
Uatillg(t). 

X xi 
X x3 
X 1 
X o 
Y. o 
X 
X t(O, (3 ♦ l. Dil, nil)). 
X t(I , [3 • 1, nil , nil]). 
X t(2, (3, 1, O]). 
X t(3, (1, 2, 0)). 

t3 :- X aplica.cao de oporUor 
1.nit(3), 
build(A,ite(l,0,1)), ahov(O,A), 
hu1ld(B,1to(2,1,0)), 1hov(O,B), 

gotO(_), 
gnoC.J , 
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bulld(C, 1ta(3, 1,0)), lhov(O,C) , goto(_), 
apply(ud,A,B,RI), ahov(O ,RI), gotO(_), 
apply(or, Rl,C,R:I), 1hov(O,R:1), gotO(_), 
l11t1ng(t), 

X xi 
X o 
X 1 
X 
X z2 
X 1 
X o 
X 
X x3 
X 1 
X o 
X 
X xi 
X o 
X z2 
X 1 
X o 
X 
X xi 
X x3 
X 1 
X o 
X z2 
X 1 
X x3 
X 1 
X o 
X 
X t(O, (3 • 1, 11ll , 1111)). 
X t(I, (3 + 1, 1111, 011)). 
X tC2, li. o, tJ). 
X t(3, (2, 1, o)). 
X t(4, (3, 1, O)). 
X t(5, (1, o, 3)). 
X tC&. 12, 1, 4)) . 
X tC7, (1, 4, 6)). 
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