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Roletas

1. INTRODUGAO

No presente texto o leitor encontra uma introdugéo as curvas denominadas roletas,
em particular as trocdides. O tépico é bastante visual, criando um bom pretexto
para a utilizagao do programa de manipulagao algébrica MAPLE. No final do texto
encontram-se programas, criados pelo autor, onde sao utilizadas ferramentas MAPLE
para animacao. Qualquer comentario pode ser enviado para ton@icmc.sc.usp.br .

2. DEFINIGAO
Sejam C) e Cy duas curvas. Seja P € () um ponto fixado. Quando a curva C;
rola sobre a curva C,, sem deslizar, o ponto P traca uma curva denominada roleta.

3. CIcLOIDES

Um exemplo famoso de roleta é aquele obtido quando C, e C, sao respectivamente
um circulo e uma reta. Neste caso, a curva tragada por um ponto fixo de C;, quando
esta curva rola sobre C,, é chamada cicldide.
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4. TROCOIDES

Quando C, e Cy sao ambos circulos a roleta recebe o nome de trocdide.

4.1. Caso 1 :- () interna a C,. Neste caso a curva tracada é chamada hipotrocdide.
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4.2. Caso 2 :- (; externa a C,. Neste caso a curva tracada é chamada epitrocdide.

5. EQUACIONAMENTO

5.1. Cicléide. Consideremos o sistema de coordenadas cartesianas {O, z,y} onde
a origem O é o ponto inicial da cicléide, o eixo Oz é a reta C, e portanto, o eixo Oy
passa pelo centro de C; na posigao inicial.
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Quando o circulo C; rola sobre a reta Cy; de um éangulo «, seu centro percorre
a distancia o vezes o raio de Cj. Sendo r o raio de ()}, as coordenadas do ponto
P = (z,y) € C, apés o giro do angulo a, sao:

z = or—rsen(a)
y = r—r cos(a)

Assim, t — (tr — r sen(t),r — r cos(t)) é uma parametrizacio da cicléide, onde ¢ é
o angulo formado pelo raio de C; com a vertical, medido no sentido horério.

5.2. Hipotrocéide. Sejam C; e C, respectivamente os circulos mével (menor) e
fixo (maior) de raios r e R respectivamente. Consideremos o sistema de coordenadas
cartesianas {O, z,y} onde a origem O € o centro de C,, como na figura abaixo:

O arco percorrido pelo circulo menor tem comprimento §R. Assim, o angulo « pelo
qual o circulo menor rolou sobre o circulo maior verifica a igualdade: ar = §R. Logo,
o ponto P = (z,y) traga uma curva que verifica:

z = (R-r)cos(d)+rcos((R/r —1)6)
y = (R—r)sen(d) —r sen((R/r — 1)6)
Assim, t — ((R — 7) cos(t) + rcos((R/r — 1)t), (R — r)sen(t) — r sen((R/r — 1)t))
é uma parametrizacido da hipotrocéide, onde o circulo maior tem raio K e o menor
tem raio 7.



5.3. Epitrocéide.

Analogamente ao caso anterior, as coordenadas de um ponto P = (z,y) da curva
verificam:

z = (R+7)cos(f)+ rcos(m— (R/r +1)6)
y = (R+r)sen(f) —r sen(m — (R/r — 1))

Assim, t — ((R+7) cos(t)+r cos(m—(R/r+1)t), (R+7)sen(t)—r sen(r—(R/r—1)t))
é uma parametrizacao da epitrocdide, onde o circulo maior tem raio R e o menor tem
raio r. -

6. ALGUMAS PROPRIEDADES

6.1. Cicldides. Vamos listar apenas algumas propriedades dessa roleta. As pro-
priedades das cicldides poderiam preencher as paginas de longos livros

1) A cicléide é a solugao de um problema classico denominado braquistécrona. Este
é o problema de determinar o formato de um escorregador que leva uma particula,
sob a acao da gravidade e sem atrito, em tempo minimo do extremo superior ao
extremo inferior. A solucao é um arco de cicléide. Além disso, de qualquer ponto
intermedidrio deste escorregador, a particula ainda levard o mesmo tempo (minimo)
para chegar até o extremo inferior. Tal propriedade é denominada isocronismo. Os
relégios de péndulo, que nao devem depender do tamanho da oscilagao, percorrem
arcos de cicléide. O primeiro a patentear um relégio de péndulo, Christian Huygens,
foi quem em 1656 deduziu a equacao da cicléide e muitas de sua propriedades.

2) Note que o centro do circulo C; percorre uma reta paralela a reta C; a uma
altura igual ao raio r de C;. Daf o conforto de se movimentar num automodvel com
rodas circulares sobre uma estrada plana ! Também é possivel obter um movimento
semelhante se C| fosse, por exemplo um quadrado. Isto é, um carro de rodas quadradas
poderia ainda fornecer um certo conforto, ao ponto de os seus acupantes nem notarem
a diferenca, caso a estrada, isto é, a curva Cy sobre a qual rola C) fosse adequada.



Estudos como este do automével de roda quadrada, e mais geral ainda, rodas poli-
gonais, sao encontrados no interessante artigo de Leon Hall e Stan Wagon, Roads and
wheels. Math. Mag. 65 (1992), no. 5, 283-301.

No caso de um automdvel de rodas quadradas, seu centro ainda se mantém numa
reta durante o movimento se o quadrado estiver rolando sobre uma adequada cicléide.
Portanto, para seu conforto, em estradas cicloidais s mesmo um carro de rodas
quadradas ! '

3) Velocidade

Suponhamos que o circulo rola com velocidade angular constante descrevendo a
cicléide. No entanto, o ponto percorrendo a cicléide tem velocidade bastante variavel.
Note na figura abaixo, & esquerda o quanto o ponto percorre depois que o circulo rola
5 e a direita o quanto foi percorrido depois de rolar .

De fato, a cicléide parametrizada por t — (tr — r sen(t),r — r cos(t)) tem (vetor)

velocidade dada por t — (r — r cos(t),r sen(t)), cujo médulo é \/27'2 —~ 2r2 cos(t) =

\/21‘2(1 — cos(t)) = \/2r22sen2(§) = 2rsen(%). Logo, quando ¢ varia de 0 a 7,.a ve-
locidade varia em médulo proporcional & variagao do seno de 0 a 3.

Além disso, o angulo # formado pelo vetor velocidade e a horizontal se relaciona com
o angulo t usado na parametrizacao da cicldide da seguinte forma: cos(6) =sen(%),
ou seja, § = T=* (exercicio).

4) Area

A 3drea limitada entre a cicléide e a reta sobre a qual o circulo rola, depois de uma
revolucao completa do circulo, é 3 vezes a 4rea do circulo. Assim, na figura abaixo,
o circulo divide a regiao em trés partes de areas iguais.

De fato, sendo = = tr — r sen(t) e y = r — r cos(t) entao dx = (r — rcos(t))dt.

Entre duas cispides da cicldide, isto é, para x variando de 0 a 27r, temos que ¢

varia de 0 a 27. Logo, a drea A sob a cicléide entre duas cuspides é dada por:
2T

A= 2zrrydx = g(r —rcos(t))(r — r cos(t))dt = r? ‘:f’r(l — cos(t))%dt = 3nr?.




6.2. Trocéides. A relacao entre os raios dos circulos determinam a geometria das
curvas tragadas. Se (R,r) so inteiros primos entre si, entao a trocéide é uma curva
fechada com R pontos cuspidais e fechard depois que o circulo mével percorrer r
vezes o circulo fixo. Quando (R,r) nao forem primos entre si, reduzimos a fragao
172 e o mesmo se verifica. No caso particular, quando % = 2, a hipotrocéide cor-
respondente é um segmento de reta (didmetro do circulo fixo). Temos neste caso
a transformagao de movimento circular em movimento retilineo, propriedade de in-
teresse em mecanismos. O leitor é convidado a verificar essas propriedades com a
utilizagao dos programas Maple, e a seguir, demonstrar tais afirmacGes utilizando as
parametrizacoes das curvas. Finalmente, quando % é irracional, a trocéide nunca se

fecha.

7. PERTURBAGOES

Uma pequena perturbagao no ponto de tragado, isto €, se ao invéz de um ponto no
bordo do circulo em movimento tomarmos como ponto de tragado um ponto exterior
(ou interior) desse circulo, as clspides que aparecem nas roletas se desdobrarao.

No caso das cicléides, a parametrizagao torna-se:

z(t) = rt—(r+ a)sen(t)
y(t) = r—(r+a)cos(t)

onde a é a medida do quanto o ponto de tragado se afasta do bordo de C}.
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A curva tracada pela cicléide quando a > 0 é aquela tracada por um ponto da
roda de um trem. A porcao a é o quanto a roda do trem estd encaixada no trilho.
Neste caso temos uma situacdo paradoxal, pois enquanto o trem move-se para frente,
existem pontos dele que se movem para tras !

No caso das trocédides

a parametrizacao de uma perturbagao é
z(t) = (R+r)cos(t) + (r+ a)cos(m — (R/r + 1)t)
y(t) = (R+r)sen(t) — (r + a)sen(m — (R/r + 1)t)

Uma curva familiar pode ser obtida como uma hipotrocéide perturbada no caso de
R = 2r, que curva é essa 7



Animacio de tracado de curvas trocoidais

(ndo € necessario copiar os comentarios, copie apenas os comandos que sdo indicados por >)
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Hipotrocoides
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r - raio do circulo movel

>r=2:

R - raio do circulo fixo

> R:=5:

a - distincia do ponto de tragcado ao bordo do circulo méovel

se a>0 o ponto de tracado estd fora do circulo maével, se a<0 esta dentro e se a=0
0 ponto esta sobre a circunferéncia

>a=-1:

n - numero de subdivisio do dngulo percorrido

>n:=50:

N - nimero de voltas que o circulo mével faz

> N:=5:

Equagcdes:(x,y)=(x(u),y(u)) parametrizaciao da curva a ser tracada

> x:=(R-r)*cos(u)+(r+a)*cos((R/r-1)*u):

> y:=(R-r)*sin(u)-(r+a)*sin((R/r-1)*u):

with(plots) lanca o pacote contendo diversos tipos especiais de plots, exemplo
polygonplot e display, que serdo usados abaixo

> with(plots):

inicio da rotina para a confec¢io de cada quadro a ser exibido, um quadro para
cadai (i = 1,...,n)

> forifrom 1 tondo

te - Angulo total percorrido pelo circulo mével

U - subdivisio do dngulo te utilizado na confecciio de cada quadro a ser exibido
> te:=2*N*Pi:U:=(te*i)/n:

p.i é a seqiiéncia de plots que geram a curva

g.i € a seqiiéncia de plots que apresentam o movimento do circulo mével

> p.1: = plot ({[r*cos(t) + (R-r)*cos(U), r*sin(t) + (R-r)*sin(U), t =
0..2*Pi], [R*cos(v), R*sin(v), v = 0..2*Pi]}, scaling = constrained,
color=blue):

> g.i: = plot ( [x,y,u=0..U], scaling = constrained, color=red):

ql.i, gq2.i e q3.i siio seqiiéncias de plots de segmentos radiais

isto ¢ apenas um detalhe cosmético que auxilia na visualizacio do movimento do
circulo mével



note que ql.i varia de tamanho conforme o valor de a (distancia do ponto de
tracado ao bordo do circulo movel)

> q1.i: = polygonplot ([[(R - r)*cos(U), (R - r)*sin(U)],

[R - r)*cos(U) + (r + a)*cos((R/r - 1)*U), (R - r)*sin(U) - (r + a) * sin(
(R/r - 1)*U)]], scaling = constrained, axes = none, thickness = 2):

> q2.1: = polygonplot ([[(R - r)*cos(U), (R - r)*sin(U)],

[(R - r)*cos(U) + (r)*cos((R/r - 1)*U + 2/3*P1), (R - r)*sin(U) - (1) * sin(
(R/r - D*U + 2/3*P1)]], scaling = constrained, axes = none):

> q3.1: = polygonplot ([[(R - r)*cos(U), (R - r)*sin(U)],

[(R -1r)*cos(U) + (r)*cos((R/r - 1)*U + 4/3*P1), (R - r)*sin(U) - (r) * sin(
(R/r - D)*U + 4/3*Pi)]], scaling = constrained, axes = none):

> od:

Rotina para exibi¢io dos quadros

p=curva, g=circulo moével, q1, q2 e q3= segmentos radiais

> T:=NULL:

> for s from 1 to n do

> q:=display([p.s,g.s,q1.5,92.5,q3.s],scaling=constrained,axes=boxed):
>T:=T,q

> od:

» display(T,insequence=true,scaling=constrained);
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Epitrocéides
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r - raio do circulo mével

>r=11:

R - raio do circulo fixo

>R:=18:

a - distincia do ponto de tragado ao bordo do circulo mavel
se a>0 o ponto de tracado esta fora do circulo movel, se a<0 esti dentro e se a=0
o ponto esta sobre a circunferéncia

> a:=4:

n - nimero de subdivisdo do iingulo percorrido

> n:=60:

N - nimero de voltas que o circulo mével faz

> N:=5:

Equagées:(x,y)=(x(u),y(u)) parametrizacio da curva a ser tracada



> with(plots):

> x:=(R+r)*cos(u)+(r+a)*cos(Pi-(R/r+1)*u):

> y:=(R+r)*sin(u)-(r+a)*sin(Pi-(R/r+1)*u):

> for i from 1 to n do

> te:=2*N*P1.U:=(te*1)/n:

(c1,c2) siio as coordenadas do centro do circulo méovel

> cl:=(R+r)*cos(U):c2:=(R+r)*sin(U):

cp.i : circulo movel de raio r e centro no ponto de coordenadas (R+r)cos(U) e
(R+r)sin(U)

> ¢p.i: = plot ( [r*cos(t)+cl,r*sin(t)+c2,t=0..2*Pi], scaling = constrained,
color=green):

curva.i : curva tracada pelo ponto (x,y) conforme varia o angulo U

> curva.i: = plot ( [x,y,u=0..U], scaling = constrained, color=red):

r, s e t sdio os trés segmentos radiais do circulo mével, indexados por i conforme
sua posi¢cio durante o movimento

> r.1 = polygonplot ( [[c],¢2], [c]1+(r+a)*cos(Pi-(R/r+1)*U),
c2-(r+a)*sin(Pi-(R/r+1)*U)]], scaling = constrained, axes=none,
thickness = 2):

> s.i: = polygonplot ( [[c1,c2], [c1+(r+a)*cos(Pi-(R/r+1)*U+2/3*Pi), c2-
(r+a)*sin(Pi-(R/r+1)*U+2/3*Pi)]], scaling = constrained, axes = none,
thickness = 2):

> t.i: = polygonplot ( [[c]1,¢2], [c1+(r+a)*cos(Pi-(R/r+1)*U+4/3*Pi), ¢c2-
(r+a)*sin(Pi-(R/r+1)*U+4/3*Pi)]], scaling = constrained, axes = none,
thickness = 2):

> od:

cg : circulo fixo de raio R e centro na origem

> cg: = plot ( [R*cos(v),R*sin(v),v=0..2*Pi], scaling = constrained, color
= blue):

rotina ;))ara montagem dos n quadros com as diversas posi¢cdes da curva tracada
> F:=NULL:

> for i from 1 to n do

> q:=display([cp.i,cg,curva.i,r.i,s.1,t.1],scaling=constrained,axes=boxed):
>F=Fq

> od:

> display(F,insequence=true,scaling=constrained);
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Cicloides (exercicio: inclua comentarios passo-a-passo)
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> with(plots):

>r=2:

> a:=0.5:

> n:=30:

> N:=3:

> for 1 from 1 to n do

> te:=2*N*Pi.U:=(te*1)/n:

> cent:=[U*r,1]:

> bordol :=[r*U-(r+a)*sin(U),r-(r+a)*cos(U)]:

> bordo2:=[r*U-(r+a)*sin(U+2/3*Pi),r-(r+a)*cos(U+2/3*Pi)]:
> bordo3:=[r*U-(r+a)*sin(U+4/3*Pi1),r-(r+a)*cos(U+4/3*P1)]:
> p.i: = plot ( [r*t-(r+a)*sin(t),r-(r+a)*cos(t), t=0..U], scaling =
constrained, color = blue):

> curva.i: = plot ( [r*cos(u)+U*r,r*sin(u)+r,u=0..2*Pi], scaling =
constrained, color=red): '

> ql.1: = polygonplot ( [cent,bordo1]):

> 2.i: = polygonplot ( [cent,bordo2]):

> 3.1 = polygonplot ( [cent,bordo3]):

> g4.1: = polygonplot ( [[0,0],[r*te,0]]):

> od:

> T:=NULL:

> for s from 1 to n do

> q: = display ( [p.s,curva.s,ql.s,q2.s,q3.5,q4.s], axes = boxed):
>T:=T,q

> od:

> display(T,insequence=true,scaling=constrained);



