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PREFACIO

0 presente trabalho encerra, por assim dizer, memdrias
de pesquisas realizadas em t0rno da possibilidade, descoberta e ve
rificada, de medir-se, direta e simultdneamente, disténcia e dife-
renga de nivel com padrao de comprimento flexivel.

Essa possibilidade, inédita até 1948, foi defendida e
confirmada em prova de concurso & livre docéncia com a tese intitu
lada *"NIVELDIASTIMETRO".

Sob o tépico I - INTRODUGAO - encontra-se um resumo da
primeira tese e, consequentemente, a relaqao com o presente traba-
lho.

Sob o tdpico II - INTERPRETAGAO RACIONAL DA TEORIA E
SUAS CONSEQUENCIAS - encontram-se o desenvolvimento do estudo pro
metido no preféacio da tese anterior, as suas conclusces e conse =~
quéncias resumidas como transigao para o topico III seguinte.

Sob o tdépico III - GENERALIZAGAO DA IDEIA DE NIVELDIAS-
TIMETRO; uma apresentagao daquelas consequéncias previstas na Con-
clusao da primeira tese.

Sob tdépico IV - CONCLUSXO.

A tese anterior, reconhecida e aprovada em concurso regu
lar de livre docédncia, teve um cardter apenas empirico e experimen
tal.

A presente tese tem um carater essencialmente racional.
Ela enfeixa a primeira andlise fisico-matemética, que vem de  ser
dada a phblico, de objeto de resumida comunicagao feita & Academia
Brasileira de Ciéncias em 25-11-1952 e de patentes de invengao jé
reconhecidas no Brasil (nf 36311 em 9-8-1950 e n® 47657 em .......
18-4-1955), nos E E. U U. da América do Norte (n% 2 604 690 em
29-7-1952) e na Argentina (n% 94889 em 30-8-1954), os tnicos pail -
ses onde foram solicitadas pelo autor.

Com éste trabalho, que fere questao fundamental, inaugu-
ra e penetra um novo campo de estudo encontrado na matéria em con-
curso, procuramos fazer jiis e honrar a cadeira n® 6 da Escola Poli
técnica da Universidade de S&ao Paulo, & qual ja dedicamos integral

mente mais de vinta seis anos de nossos esforgos, e, cuja regéncia
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efetiva aspiramos para poder continuar a servi-la por mais alguns
anos. .

Apresentando o trabalho primeiramente aos meios os mais
competentes, antes de divulgd-lo em outros, tivemos em mira, além
de procurar vencer as provas de um concurso e honrar a Escola, evi
tar a sus incompreensao, dadas as possibilidades atuais e avanga -
das de inter8sse pratico e cientifico que éle propicia e que os eg
pecialistas, melhor do que outrem, podem compreender, promover os
reparos e a divulgagao de seu conhecimento.

Em matéria cientifica os especialistas & que S80 08 CcTre=-
denciados a julgar o alcance de uma tese fundamental para que nao
fiquem adiadas e prejudicadas indefinidamente as consequéncias que
ela naturalmente encerra.

Nao se tratando de assunto de mera compilagao diddtica e
aplicagao de experiéncias alheias, mas, sim, o resultado de pesqui
sa fisico-matemdtica de experiéncia propria, adquirida em mais de
uma dazia de anos de meditagﬁo, contados a partir das primeiras i-
déias, a confianga do autor, além da convicgao da tese, baseia -se
no fato de nao vivermos em época na qual as jdéias novas, apesar
de demonstradas numa verdadeira tese, a0 podiam ser compreendidas
por geragaes futuras; do contrério, nao se arriscaria a apresenté-
la em prova de concurso para uma catedra universitéria.

O leitor talvez tome maior interésse por esta tese, len-
do e meditando antes é&ste prefacio, a introdugao, a conclusao e oS
principais titulos do indice, ou aguéles que possam, naturalmenté,

despertar majior atengao.

Agradecemos & diregac da Escola a autorizagao para o ser
vigo de impressdo desta obra no seu Departamento de Publicagoes,
bem como aos funciondrios désse Departamento pela dedicagéo e o8

cuidados tomados na sua realizagao.
Sao Paulo, agbsto de 1959.

PAULOC FERRAZ DE MESQUITA
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I - INTRODUGCZXOQ

NIVELDIASTIMETRO é o nome dado a dispositivo que cria-
mos numa tentativa para suprir a deficiéncia existente nos proces-

sos fundamentais de medida direta e simulténea das grandezas linea

res necessarias aos trabalhos de Topografia e Geodesia, a saber :

a) disténcias horizontais ou simplesmente disténcias e

b) distd@ncias verticais ou diferengas de nivel,
uma vez que para & medida direta e simultédnea das grandezas angula
res

a) é&ngulos azimutais ou horizontais e

b) 4ngulos zenitais ou verticais,

j& existe o classico Teodolito.

Nunca existiu antes, nem foi citado em obra ‘nacional ou
estrangeira conhecida do autor, gualquer aparelho tipico capaz de
proceder & medida direta e simult&nea daquelas grandezas lineares
acima referidas, empregando padrac de comprimento flexivel como o
faz o NIVELDIASTIMETRO.

0 Teodolito ou os aparelhos de medidas angulares por sl
sd sao insuficientes para os trabalhos topograficos.

A importéncia do NIVELDIASTIMETRO e o interesse gque pode
despertar reside no fato de constituir por si s6 um aparelho com-
pleto para levantamentos topograficos, uma vez que fornece a medi-
da das grandezas lineares fundamentais para a representagao do ter
reno : a dist@ncia horizontal e a diferenga de nivel, isto &, a
planta e o relévo ,em Topografia de superficie ou subterrénea. XNo
entanto, o interesse nao reside sb neste gimples fato que diz res-
peito & rotina comum do topbgrafo mas ainda, tratando-se de medi -
das de grandezas fundamentais, em principio rigorosas, reside tam-
bém em consequéncias tedricas que podem se tornar notdrias para os
especialistas na matéria.

Repetimos, nesta introdugao, algumas consideragaes sdbre

a evolugao dos processos fundamentais de medidas de distancias ho-



rizontais.

Na medida de um arco de meridiano terrestre due serviu
para uma primeira definigao do metro padrao, base do sistema métri
co decimal, os cientistas francéses Delambre, Méchain e Borda, no
fim do século XVIII empregaram, para a medida direta das distén-
cias horizontais (bases de triangulagao), o processo rudimentar de
justapdr uma apbs outra, sucessivamente, trés réguas metédlicas ri-
gidas padrEo, cérca de quatro metros cada uma, apoiadas em cavale-
tes que se transportavam ao longo da distdncia procurada. Estas ré
guas eram usadas, de preferéncia, em posino horizontal, mas, quan

do inclinadas, havia necessidade de computar, por outro processo,

o dngulo de inclinagado ou o desnivel entre as suas extremidades pa
ra se obter, por cdlculo posterior, a distdncia horizontal procura
da.

Por volta do ano de 1885, o professor Edw. Jiderin, da
Escola Politécnica de Estocolmo, divulgou um outro processo de me
dida de distdncias horizontais em que o padrgo de comprimento & re
presentado por fios metélicos flexiveis munidos de pequeninas ré-
guas graduadas em suas extremidades por onde podem ser suspensos e
submetidos a tensaoc constante conhecida. Assim é&stes fios servem
para a medida das distdncias parciais entre pontos de referéncia
assinalados em marcos ou tripés colocados sucessivamente ao longo
de t6da a linha a ser medida. Este proceéso exige que se faga, a-

1ém de outras, a correcao em cada medida parcial do efeito da cur-

vatura (a catemlria) do fio suspenso, o qual devido ao proprio pe-

so ndo pode ser mantido em posigao retilinea horizontal ou inclina
da em tdda sua extensao. Além desta corregdo & necessario ainda

que se comhega a diferenca de nivel entre as suas extremidades,ob

tida por gqualquer outro processo particular e proprio, independen-
temente do processo de medida da distdncia horizontal procurada.
Por volta de 1897, o processo foi aperfeigoado por Be-
noit e Guillaume, diretores do "Bureau Internacional de Pesos e Me
didas", com séde em Sevres, na Franga, os quais introduziram o em-
prego de fios e fitas métricas de metal invar, liga de ago com cér
ca de trinta e sete por cento (37%) de niquel que, possuindo baixo
coeficiente de dilatagao, permite elevar o controle da variagao do
comprimento do padrdo por efeito da variagao de temperatura, a um

grau de precisao nunca antes atingido.



0 processo de JHderin é o que se emprega hoje em dia pe-
lo menos quando se quer obter distdncias horizontais medidas com
fios ou fitas métricas padrao, tendo em conta a corregao da catené
ria em fungao do péso da fita, do esfdérgo de distensdo com que ela
é suspensa (obtida comumente por um dinamdmetro ou por pésos dis -

tensores constantes e conhecidos) e ainda da diferenga de nivel en

tre as suas extremidades.

Em nossos dias, segundo a presente tése, o dispositivo
NIVELDIASTIMETRO permite medir direta e simulténeamente disténcia
e diferenga de nivel com padrdo de comprimento flexivel (fio, fita
ou corrente métrica, com ou sem graduagao divisionAria) provido de
indicador de leituras baseado na agao da gravidade. Sao peges es-
senciais do dispositivo o nivel de_bolha ou O prumo € o padrao de
comprimento flexivel de caracteristicas definidas como sejam, em
dltima andlise, masgssa, homogeneidade, secgﬁo, modulo de elasticida
de e coeficiente de dilatagao térmica.

A aplicagao de rotina doﬁgiSpositivo pode, em primeira a
proximagéo, ser ensinada a pessoa sem grande preparo especializado
além do conhecimento de simplés operagBes com numeros, e permite
obter, rdpidamente, nao s6 a distdncia horizontal ja corrigida do
efeito da curvatura da cateniria, mas ainda, simulténeamente, a di
ferenga de nivel entre os dois pontos em cujas verticais sao fixa-
dos os extremos da fita métrica para sua susPepsao. Acresce ainda
que os resultados nao sofrem praticamente influéncia direta dos a-
cidentes e da inclinagao do terreno.

Dizemos que se trata de um processo de medida direta por
que a fita métrica(ou o fio padrao) & aplicada diretamente entre
os dois pontos dados ao longo do plano ou da superficie vertical
que os contém, fornecendo as medidas procuradas.

Apalizsaremos nesta tese alguns tipos de NIVELDIASTIMETRO
a comegar, naturalmente, por'aqueie que constituiu o ponto de par-
tida da pesquisa que nos levou & descoberta de outros, fato que
permitiu generalizar a idéia de NIVELDIASTIMETRO.






A - PRIMEIRO TIPO DE NIVELDIASTIMETRO

CONSTRUIDO - PROCESSQ DE MEDIDA

Sejam A e B (fig. 1) dois pontos cuja distdncia horizon-
tal X = 4B,

ny
820 procuradas.

e diferenga de nivel Y = BB existentes eantre éles

la. operagao @

Suspende-se pelas extremidades, fixando-as aos pontos A
e B, uma fita métrica ou um fio padrio graduado Amlsz de compri
mento 28 conhecido. Por exemplo, 2a = 10m = 10.000mm (milime -
tros). Assim o padrao fica no plano vertical gue contém os dois
pontos dados.

2a. operagao i

Faz-se deslisar ao longo da fita métrica um indicador de
leituras de sua graduagao que pode ser constituido de um nivel de
bolha N preso a um suporte ab (figs. 1 e 3), suspenso por meio
de duas roldanas. Bste indicador de leituras sob a agaa do pré-
prio péso tenderd a deslisar naturalmente para uma unica posigao
de equilibrio no trecho horizontal EIE; mais baixo da fita. Ele
indicard o mesmo ponto de sua graduagao sempre que a bolha do ni -
vel for centrada, e, com 0 rigor que depende principalmente da sen
sibilidade désse nivel e da homogeneidade e uniformidade da espes-
sura do fio pedrac ou da fita métrica.

Consideremos o ponto m, genérico (figs. 1 e 3) indica-
do na fita métrica que se encontra sob uma das roldanas de apoio
do indicador suspenso, quando a bolha do nivel, convenientemente
retificado, estiver centrada e a linha EIE; dos dois apoios esti-
ver horizontal. Seja, por exemplo, m1= 4700 - 250 = 4450 mm ob-
tido pela leitura 4700 mm feita no indice J de referéncia (fig.3)
menos 250 mm que representa o pequeno comprimento conhecido entre

o ponto indicado por J e o ponto m, de apoio de uma das rolda-
nas.

Supondo o zero da graduagao da fita gétrica em coincidén
cia com o ponto A (fig. 1), a leitura m, = 4450 mm representa o

desenvolvido ao longo da fita desde A até m .

comprimento Aml

3a. operagao :






Eleva-se uma das extremidades da fita métrica em relagao
a outra de um comprimento conhecido BB' = [&Y (fig. 2) sobre a
mesma vertical de B. Por exemplo, BB' = 1 m = 1000 mm. Com & ex
tremidade da fita fixa agora em B', o indicador de leituras provi-
.do de nivel, deslisara até o trecho EIEZ mais baixo e nessa posi
gdo permitird obter, da mesma maneira, nova leitura mi na gradusg
géo da fita apds a bolha do nivel haver sido centrada.

Seja, por exemplo, mi = 3100 -~ 250 = 2850 mm a nova lei-
tura feita com o auxilio do indice J do indicador de leituras
(£fig. 3).

Resultado 3

Essas duas simples leituras genéricas m e mi colhid a s
respectivamente nas 2a. e Ja. operagoes acima indicadas, permitem
obter imediatamente a distdncia horizontal X e a diferenga de ni
vel Y procuradas entre os dois pontos A e B dados, por meio
de uma tabela numérica de dupla entrada, prépria rara o NIVELDIAS-
TIMETRO empregado.

Representamos na pégina dupla 5-s um exemplar de pagina
da tabela que serve ao aparelho constiruido conforme o modélo da fi

gura 3. Neste aparelho o indicador de leituras pesa cérca de 439

gramas e a distancia m,m, entre os dois apoios das roldanas sus-
pensas é de 500 milimetros. A fite métrica tem o péso cérca de
12,3% gramas por metro linear; é graduada de centimetro em centime-
tro, de zero a 2a e fizemos

2a = 1000 cm = 2a' + mm, = (9500 + 500) mm.

172

0 valor m, = 4450 mm da primeira leitura acima exempli-

ficada, obtido na se;unda operagao, pode ser encontrado na margem
direita ou na margem esquerda da pAgina da tabela. E o valor mi-
= 2850 mm da segunda leitura acima exemplificada, obtido na tercei
ra operagﬁo, pode ser encontrado na margem superior ou na margem
inferior da mesma pégina da tabela. No cruzamento da linha de qua
driculas que corresponde & leitura m, = 4450, com a coluna de {ua
driculas que cor:eSpondé 4 leitura mi- 2850, acha-se a gquadricula
onde figuram uma distédncia parcial H = 9093,2 mm e a diferenga
de nivel Y = V = +190,1 mm procurada. A disténcia horizontal se
ré .
X = E + mm, = 9093,2 + 500 = 9593,2 mm
e

onde m. m = 500 mm o comprimento constante entre os pontos de

12
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6650 6640 6630 6620 6610 6600 ou ?ﬂi
9065,1 9059,1 9053,0 9047,0 -9041,0 9034,9 H 4400
* 228,88 % 230,35 fo2s1,8 233,35 f234,8 236,35 V 5100
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* 213,5 ¥ 214,7 %216,0 I217,4 I 218,8 Y o220,1 Vv 5080
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* 1901 *191,2 ¥ 192,4 %1935 I194,7 21958 ¥ 5050
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% 175,4 *176,4 *177,5 t178,5 f179,6 Z180,6 V 5030
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* 168,01 *169,1 %170,1 ¥, I 172,1 T173,1 V5020
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*153,4 % 154,53 Y1552 f1s6,1 2157,0 2157,9 TV 5000
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apoio das roldanas do indicador de leituras a que jA nos referimos
(figs. 1, 2 e 3).

Convém notar, no exemplo numérico dado acima para o em -
prégo da tabela, que 0 sinal positivo do valor Y =V = + 190,1 mm
serve pars indicar que nas condigoes estudadas o ponto B estd em
- nivel superior ao do ponto A (fig. 2). Se as leituras indicadas
pelo NIVELDIASTIMETRO forem por exemplo m,= 6650 e mi- 5050mm
encontradas na mesma pAgina da tabela, iremos identificar a mesma
quadricula em que H e V sao os mesmos em valor absoluto,porém,
VY deve ser tomado com o sinal negativo V = -190,1 mm , para indi-
car que nesse caso o ponto B estd em nivel inferior ao do ponto
4. )

T6da vez que a primeira leitura m, feita na segunda o-
peragao com O NIVELDIASTIMETRO f£or superior ao comprimento gené-
rico =

2a - m.m
al = 5 12 o 10.002 - 500

= 4750 mm, neste apa-

relho (fig. 3), constante da fita métrica, o ponto B estard em
nivel inferior em relaqao ao ponto A. Porisso, os pares de name-~
ros que somados dao a constante 2a' = 9500 mm, neste aparelho, fi
guram no mesmo lugar nas margens de cada pAgina da tabela e permi-
tem obter sempre os mesmos valores de H e Vv, porém, o valor de
V pode ser positivo ou negativo.

Se as leituras m e mi forem feitas até unidades de
milimetro, pode-se obter H e V em ultima aproximagﬁo,pcnmetode

interpolagﬁo linear entre os dados proximos figurados na tabela.

B - INTERPRETACAO ELEMENTAR DA TEORIA
I. CASD IDEAL

Consideremos um fio ou uma fita métrica de massa homogé-
nea e inextensivel Amm,B (fig. 4), sem péso préprio aprecidvel ,
suspenso pelas suas extremidades nos pontos A e B, e um indicador
de leituras Eﬁg de forma simétrica e de massa homogénea bastante
aprecidvel, com péso P, suspenso pelos pontos m e m; em rolda-

nas de dimensces e atrito desprezaveis. 0 indicador de leituras



podendo deslisar ao longo da fita, iré estacionar em posigac de e-
quilibrio natural, por agio da gravidade, no trecho mais baixo Eﬁ;.

Ressas condigaes, a fita nao possuindo péso proprio apre
cibvel, as linhas Am e iﬁ; podem ser consideradas retas e dire
¢oes de duas forgas componentes, ambas inclinadas de um mesmo dngu
lo o em relagao ao horizonte desde que a reta de apoioc EE; se
ja horizontal. A resultante dessas duas forgas equilibra uma ter-
ceira forga vertical, dirigida para baixo, isto &, o péso do indi-
cador de leituras.

Se elevarmos a extremidade B da fita métrica para o
ponto B' sdbre a vertical de B, o indicador de leituras ira des-
lisar novamente por agao da gravidade, procurando sua posigdo de e
quilibrio, no novo trecho ETEE (fig. 4), e as retas A m'e ETEE

conservarso a mesma inclinagio o< sobre o horizonte desde que, em

principio, a reta de apoio m'm& se mantenha horizontal.

Sejam m e m' as duas leituras indicadas na fita métri-
ca no ponto de apoio do indicador de leituras mais proximo de A e
AmmdB ou Am'm&B' igual a

2a = 2at' + mm 4 i
o comprimento total da fita com o zero em A. Nessas condigoes a

distdncia horizontal

= = = ]
X ABl ABZ' + BéBl A32 +m md

e a diferenga de nivel Y = BlB entre os dois pontos A e B po-

dem ser expressas por férmulas trigonométricas simples, conhecen -
do-se o comprimento vertical /\ Y = BB'.
Tendo sempre em vista a figura 4, podemos escrever neste

caso ideal baseados na Trigonometria plana i

Y = @ = (?1? - Am) senc = [(Za'- m)-m]senx = 2(a'~m)senx
Y+ A\Y = (-11%_5‘- An')senw = [(2a'—m')- mﬂsenm- 2(a'-m') senx
ou
(1) Y = 2(a'- m)seno e

Y+ /AY =2(a' -n'")senx

e por diferenga

(1a) A\Y = 2(m - m')sencx
de onde

Y
(2) senx = —gy=emt—y

em que senxX ou o se mantém constante, qualguer gque seja o valor



de Y quando X nao varia.
Por sua vesz

(3) X = 2a'cosat + mmy = X' + mm,

em que mm, é um comprimento horizontal constante e conhecido ;
‘ 2a' =28 - mm

é um comprimento constante @ conhecido na fita métrica; e
(4) coso = cos{arc seno)
que pode ser obtido numéricamente numa tédbua de senos e cossenos
naturais. Portanto, X 86 varia com oL ou coso¢ .

As férmulas (1), (2), (3) e (4) indicadas para ésse NI -
VELDIASTIMETRO permitem calcular a diferenga de nivel Y e a dig
tdncia horizontal X (fig. 4) entre os dois pontos dados A e B ,
com a3 simples leituras m e m', no caso ideal em que se supSe t a
fita métrica ou o fio padrao sem péso aprecidvel e consequentemen-
te seus ramos retilineos, quando suspensa; e o indicador de leitu-
ras de péso aprecidvel e com a constante m m, horizontal entre

d
os seus dois pontos de apoio. 4 horizontalidade desta reta m my

& realizada por meio de um nivel de bolha.
Se o indicador de leituras fosse representado por um pé-
S0 suspenso num tinico ponto m, a constante E‘E; reduzir-se-ia a
zerc e resultaria 2a = 2a' nas expressoes (1) e (3) acima obtidas.
Entretanto, na realizagao pratica, o péso do fio ou da
fita métrica nao deve ser desprezado como supusemos acima,  nesse
" caso ideal, pois essa hipbtese acarreta um &rro sistemdtico varié-

vel e aprecidvel que vamos considerar a seguir.

2. CASO REAL

0 péso proprio da fite métrica ou do fio padréao nao sen-
do desprezavel, os seus ramos suspensos, méis acentuadamente o8 ra
mos longos KEl e ﬁﬁé (fig. 1), constituem arcos de curvas trans
cendentes (catenArias) e assim, nao sendo retilineos, os térmos
seno. e coso das férmulas (1), (2), (3) e (4) indicadas na pigi-
na Te acima precisam agora ser devidamente interpretados para que
elas possam ser utilizadas no caso real.

Esta interpretagao necessdria é feita tendo em vista que

a cada par de pontos ou leituras m, e mi colhidas no caso real de



ve corresponder um e unico par de pontos m e m' do caso ideal.
Vejamos como realizar essa interpretagﬁo e obter os ele-
” » ” -
mentos necessarios ao calculo numerico.
Quando, por exemplo, se eleva a extremidade B da fita
métrica para B' (fig. 4), sdbre a mesma vertical de B, da gquanti
dade [}Y , 0 calculo numérico de senc é dado, como vimos no ca-

80 ideal por
Y
2(m - m*

senx =

sendo m e m' as leituras dadas pelo indicador de leituras, de
.péso P, que deslisa na fita métrica, quando uma extremidade se en
contra em B e B' respetivamente.

Entretanto, tendo em vista o péso prdprio da fita, @&ste
se combina com o péso P do indicador e & resultante real faz com
que &ste atinja sua posigao de equilibrio indicando um ponto da
graduagao da fita que nao é o mesmo suposto no caso ideal. Quando
a extremidade B da fita estd mais alta.que a extremidade A, o
trecho Bm (fig. 4) & maior e porisso mais pesado que o trecho Am.
Assim s resultante das forgas representadas pelos pésos de in e
ﬁﬁd e P estard mais proxima da extremidade B a0 longo da fita
métrica de que a férga representada apenas pelo péso P quando se
supoe (no caso ideal) que 4Am e Eﬁd néo tém péso. Dessa manei ra
se pode compreender que na realidade o indice que o péso P arras
ta ao longo da fita indica sempre o ponto my (real) (fig. 1) dife
rente de m (ideal) (fig. 4).

0 ponto mais baixo 'm; (do caso real, fig. 1) estaré
mais afastado da extremidade A ao longo da fita do que o ponto
mais baixo m (do caso ideal, fig. 4), quando esta extremidade A
se encontra em nivel inferior em relagao & extremidade oposta da
fita, isto &, quendo Am & menor do que Bm. (fig. 4) ou ainda

quando Am, & menor do que (fig. 1) ou, quando as leituras

1

my ocbtidas operando com © NIVELDIAaTIMETRO real, sac menores gue

o comprimento generlco
2a - m,m, 28 - m my

a" =

2 2

de fita métrica, caracterizado a pags. 5 a 8.

Porém, inversamente, quando a extremidade A estiver em
nivel mais elevado que a extremidade oposta,isto &, quando Aim &
maior que ﬁﬁ& (fig. 4) ou ainda, quando EE& é maior que Bm (fig.
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1) (ou m, - Ya'), entdo o ponto m, indicado sendo uma leitura re-
al estard mais proximo da extremidade A do que m do caso ideal
(fig. 4), pelo mesmo motivo acima indicado.

Por &sse motivo, as leituras m, obtidas operando com ©

NIVELDIASTIMETRO real sendo corrigidas d: uma certa quantidade
Aml varidvel com X e Y, se transformam em leituras m que cor-
respondem ao caso do NIVELDIASTIMEE:RO ideal; ou genéricamente
m=m + (Aml)
onde o termo Aml é negativo quando ml< a' e positivo quando
m > a' , pela razao indicada. )
Resta saber depois como obter numéricamente =& corregao
(Aml) que se deverd somar algébricamente 4 leitura m, que se faz
quando se opera com © NIVELDIASTIMETRO real, para se poder usar as
mesmas foérmulas (1), (2) da pigina 7, como férmulas priticas fazen

do nelas
mo=m + (Aml) e m' = m! + (Am]'_).

3. FORMULAS PRINCIPAIS

Em resumo, sao as seguintes as formulas para o cédlculo
numérico da distdncia horizontal X e da diferenga de nivel Y entre
os dois pontos dados, empregando-se um NIVELDIASTIMETRO real do
modélo da figure 3.

(1) Y = 2(a'- m)sena
AY

(2) sene = =Ty
(3) X =2a'.cosx + mm, = X' 4 mm,
(4) cosox = cos (arc senc)

m=m + (An)
(5) { 1 '

m'= o} + (Anf)
(6) 2a = 2a' + mm

12
Bste 2a & o comprimento total da fita ou do fio padrao.
Sendo o trecho E;;E;(fig. 1) relativamente pequeno admi
timo-lo retilinec e horizontal.
0 termo (Aml) ou (Ami) seréd positivo quando m, > a'ou

mi) a' e negativo quando m1< a' ou mi< a' , respectivamente.
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Embora nao se conhegam inicialmente os valores numéricos
de ([}ml) e ([kmi), 8les podem ser obtidos préticamente empregando
um grafico apropriado o qual pode ser construido empiricamente, co
mo vemos indicar a seguir, e racionalmente como veremos depois.

Para o estudo d8sse grafico, vamos empregar as formulas
fundamentais (1), (2), (3), (4), (5) e (6), convenientemente combi
nedas.

Assim, por exemplo, substituindo as (5) em (1) e (2) e

fazendo : K
1
Am1 " sen
(M) o
kai T senoc
resulta . 4
(1) Y = ZI:a'- {m + ([Xml)}'] senot= 2(a'- m )seno - 2(x,)
e
AN §
(21) seno( = ou
2 [{ml + (Aml)} - {mi + (Am]'_)}]
RRES Lx K Ky
2 (m-mj) +2 [(senoc) - (sencL)]
ou

semx(ml - mi) + [ (Kl) = (Ki)]' _AZY_

donde
° A - [ - @l
(2m) senoc = — o
1 1l

onde os térmos (K;) ou (K}) tém o mesmo sinal que (Am,) ou ([Xmi),
como ficou convencionado & pagina anterior.

0 termo /Y serd positivo quando o ponto B' estiver aci
ma de B (figs. 2 e 4) e sera negativo quando B' estiver abaixo de
B. Nestas condigoes senc representa nas formulas estudadas uma
quantidade essencialmente positiva, pois, o zero da graduagao da
fita sendo sempre colocado em coincidéncia com o ponto 4, como foi
admitido antes, o denominador de gqualquer das eipressaes (2) ou
(2') ou (2") acima, é positivo ou negativo, respetivamente, confor
me /\Y seja também positivo ou negativo.

Nas condigaes jé& indicadas para as operagSes de medida

(V. pag. 4 e seguintes) e para o cdlculo numérico com as formu-
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las estudadas, o valor de Y serd positivo quando o ponto B (figs.
2 e 4) se encontrar em nivel superior ao do ponto A, e negativo ,
quando se encontrar em nivel inferior aoc de A. E o valor de X sg
r4 sempre positivo, uma vez que o comprimento 2a ou 2a' da fita ou
do fio padrao é uma quantidade sempre representada em velor absolu
to.

Ve jamos, en sequéncia“como se péde, experimentalmente ,
construir o grafico que permite o uso das foérmulas no cédlculo de X
e de Y.

4. CONSTRUGAQ EMPIRICA DO GRAFICO REPRE -

SENTATIVO DAS CORREGUES (K) 0U (A )

Consideremos as duas hastes (A) e (B) graduadas e verti-
calizadas (fig. 5) e seja (C) um plano horizontal sdbre o qual se
medem diretamente, por meio de um padrao de comprimento, as distén
cias horizontais xc, varidveis a vontade, entre as verticais das
graduagoes daquelas hastes (4) e (B). Pode-se obter, por processo
classico de Topografia, empregando nivel de luneta, as alturas Yc
de quaisquer dos pontos da graduaggso de (4) em relagao a pontos da
graduagao de (B).

Admitamos assim as distdncias xc e as diferengas de ni-
vel (Yci) conhecidas.

Suponhames inicialmente para um dado Xc_a extremidade ze
ro da fita métrica fixa so ponto A4 (fig. 5) e a outra extremidade
2a podendo fixar-se num ponto qualquer B, da haste vertical (B),
de modo que Y . seja a altura entre A (fixo) e B, (varidvel).

Operando com o indicador de leituras provido de nivel de
bolha, podemocs obter para cada ponto Bi uma leitura m da fita mé
trica indicada gquando, em cadsa pps%gﬁo conveniente, a bolha esti -
ver centrada.

Fazendo variar Bi’ por exemplo, com intervalos iguais
desde B (fig. 5) abaixo de A até B, no mesmo nivel que A, as
leituras da fita variardo desde proximo de 2a' até a'.

“Fixando agora & extremida&e 2a da fita métrica em Bl
(fig. 5) e fazendo a outra extremidade zero variar de posigao ao

longo da haste vertical (4) desde A no mesmo nivel de B até A,
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abaixo de B1 de maneira semelhante, as leituras da fita métrica
nesta série variarao desde a' até proximo de zero.

Esta segunda série de leituras & simétrica & primeira em
relagao a a', supondo o indicador de leituras com o nivel retifica
do e a fita métrica de massa homogénea.

Conhecendo a disténcia horizontal xc e a série de valo
res (Yci) da diferenga de nivel varidvel, as foérmulas (3) e (1)
(pags. 10 e 11) permitem, como vamos vér, calcular as leituras i-
deais definidas pelas expressoes (5) (pag. 10) ou genéricamente
(5') my = mpy + (Amyy)
onde m, 4 representa as leituras reais executadas como foi indica
do nas paAginas 4 e 5 e ([}mli) as corregoes que essas leituras de
vem sofrer para se obter as leituras ideais m, que seriam indica -
das na fita métrica se o péso proprio desta fdsse desprezavel.

Com efeito, da expressao (3) da pagina 10 se obtem :

£, -, xé
(8) C0B O = ———m—=——, =

2a' 2a'

que pode ser calculado numéricamente, pois Xé'é a disténcia hori-

zontal suposta conhecidaj; m,m, é*o comprimento conhecido entre

os apoios das roldanas do nivel de bolha suspenso; e 2a'= 2a ~m, o,
onde 2a & o comprimento total da fita métrica.
Uma vez cglculado cos % pode-se obter
(9) sen o¢ = sen (arc cos o%)
com auxilio de uma tabela de senos e cossenos naturais.
E pela expressao (1') da phgina 11, tendo em vista a (5')

acima, pode-se obter :

: ()
ci
(5") m o= M4 k (prli\ =a' - 2 sencé

em que os t€rmos que figuram no filtimo membro sendo conhecidos per
mitem calcular uma série de leituras ideais my que corresponden a
um Gnico valor de sen X ou de Xc e a uma série de valores da di

ferenga de nivel (Yci). _

Se tomarmos algumas poucas disténcias Xc que correspon-
dam a valores de og proximos daqueles que mais frequentemente apa-
recem nas operagoes de medidas, as‘expreBSSes (8), (9) e (5™) per-
mitem cglcular novas séries de leituras ideais m, cada uma corres-

pondendo a um valor de sen o ou de X -



g | II.
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Assim, a cada valor de sseno(.c corresponde uma série de

valores de ([Xmli) dado na (5") por

(10) (Amyy) = my = myy
e uma série de valores de (Ki) dados genéricamente, segundo as (7)
da pagina 11, por
(11) K, = ([&mli)seno%
onde senCE sendo uma grandeza sempre positiva, Ki tem o sinal de
[kmli" Segundo vimos & pagina 10, o termo meli e negativo quan
9 3 1
do m 4 < a e positivo guando my> al.
Consideremos num grafico de eixos cartesianos as leitu -

ras reais m,, representadas no eixo das abcissas. Se tomarmos pa

11

ra cada valor m.. de uma série de leituras, uma ordenada propor -

cional ao valor é: Ki correspondente, calculado numéricamente pe-
la (11), podemos construir por pontos uma curva isométrica que cor
responde ao sen o¢ da série considerada.

Construindo-se algumas poucas curvas isométricas que tém
o aspecto daquelas da figura 6, pode-se tragar por interpolagao
grédfica outras curvas que indicam outros valores de_ seno%, fican-
do assim construido o gridfico que temos em vista.

Fotando que os ramos negativos das curvas sao simétricos
aos ramos positivos em relagao ao ponto a', pode-se na pratica eli
minar um dos feixes de ramos e o gréfico utilizdvel fica com dimen
soes reduzidas & metade do original. No grafico assim utilizado

(fig. 7), a graduagao m,; cresce de zero até a', da esquerda pa-

ra a direita e de a' até iggl, da direita para a esquerda.Para seu
uso convem lembrar que se mli< a' Ki sera negativo e se mli}a'
Ki serd positivo, excepto nas proximidades de zerp e de 2a' em
que as curvas foram agora interrompidas devido & dificuldade expe-
rimeﬁtal de obter pontos nessas regiaes°

Bsse; grafico serve pars um dos primeiros aparelhos que
desenhdmos (fig. 3) e construimos com algumas caracteristicas ja
definidas & pégina 5.

Veremos mgis tarde que o mesmo grafico pods ser construi
do racicnalmente em t8da sua extensao conhecendo-se o péso P do
indicador de leituras e o pdso unitdrio p da fita métrica (figs.

6 e 21).
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5. APLICACEO DAS FORMULAS COM AUXILIO DO

GRAFICO

A dist@ncia horizontal X e a diferenga de nivel Y po-
dem ser obtidas através do par de leituras m, e mi indicado pelo
aparelho, das férmulas estudadas antes (pag. 10) e auxilio do gTa-

fico construido (fig. 7), mediante as indicagaes seguintes

(1) Y = 2(a'~ ml)senOL - 2(1(1) (pag. 11)
(3) X = 2a' cosoc+ mm, =X'+mm, onde
(4) cosx = cos (arc senc)

Nessas expressoes sao conhecidos o padrao de comprimento
2a' , o segmento constante ;l_m; (fig. 1) e a leitura m indicada
pelo aparelho. O termo (Kl) pode ser obtido pelo grafico (fig. 7)
como a ordenada de abcissa m, desde que se conhega Benc.

Acontece assim que o valor de sen [vér férmula (2") &
PAg. 11] é chave da solugao e pode ser obtido por aproximagoes su-

cessivas que formulamos em seguida

DY
(2 ) sen o =

1
A [m) &)

2 =
(21) Semjd. m - ol
AL S - (K
(22) seno, = 2 e [(il;)l (Kl)l]
1 1

e w000 T S IR I T O S O B R B B NR R A BB AR R N B

(211) senol = —AZZ- ;1 [(K-l)n-l - (Kl'l)n-]l

Nessa sucessao sen o¢ tende para senc quando n cres-

- =

ce. Em casos correntes n nao precisa ser superior a 2.

Por exemplo, sejam as duas leituras

m, = 9182,8 mm e mi = 6577,8 mm
e /Y = 1000 mm.
Pela formula (20) resulta
1000

senos = 5 x 2605,0 - 0,1919
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Esta férmula empregada equivale & (2') ou (2") (pag.ll )
porque, em primeira aproximagio, edmitimos que [Xgl ou Kl e [Xmi
ou K} sao nulos. Bquivale também & férmula (2) (pag. 10) admitin
do, em primeira aproximaqao,l m= m e mi = m' do caso ideal em
que ésses comprimentos m e m'’ sao considerados retilineos.

Na foérmula (21) (phg. anterior) os valores de (Kl)o e
(Ki)o sa0 obtidos em primeira aproximagao no gridfico construido
(fig. 7). Cada um déstes valores vem a ser a ordenada do ponto da
curva identificada por send,, j& calculado, e cuja abcissa é o va
lor correspondente m, e mi respetivamente. No exemplo dado, pa
ra a abcissa n, = 9182,8 mm e para a curva interpolada no grafico
que corresponde a sen oG = 0,1919 encontramos a ordenada (Kl)o =
= + 8,6 mm .

Para m] = 6577,8 mm encontramos (Ki)o' + 31,9 mm.

1
Assim

500 = ('25,3_)
sen o = 2605 = 0,20088

representa um valor de senoc em segunda aproximaqio.

Com éste 1ltimo valor sen uﬁ e as mesmas leituras m, e
m s obtem, semelhantemente, no grafico, os valores (Ki)l-+8,7mm
e (Ki)l =+ 33,0mm gque vao servir na formula (22) a saber :

sen o<, = 200 ;65;24’3) = 0,20127

que representa novo valor de senX em terceira aproximaqio.

Esta aproximagao é suficiente com as caracteristicas (pag
5) do aparelho estudado (fig. 3) em que a fita métrica era gradua-
da em centimetros e as leituras foram dadas como médias de leitu-
ras diretas realizadas até meio milimetro por mera estimativa.

Com o valor de senx assim calculado, obtém-se pelas ex-
pressoes (4), (3) e (1') da pégina 15 3

cosoc = 0,97954

X = 9500,0 x 0,97954 + 500,0 = 9805,6 mm.

Y = 2(4750,0 - 9182,8)0,20127 - 2(+8,7) = - 1801,8 mm

Numa série de 49 medidas de X e Y calculadas dessa manei
ra com pares de leituras m, e mi que serviram para a construgéo
do préprio grafico (fig. 7), encontramos os seguintes érros médios
quadraticos obtidos comparando-as com medidas realizadas por ou-

A “ &
tro pr.cesso : érro em X sx = -~ 0,9 mm

érro em Y Ey 2 & 1,3 mm
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II-INTERPRETACEXO RACIONATL

DA TEORIA E SUAS

CONSEQUENCTIAS

A - O PROBLEMA CONTIDO NO CASO REAL DO

NIVELDIASTIMETRO ESTUDADO

Consideremos a fita métrica graduada AmlB ou AmiB'
(fig. 8) suposta homogénea, flexivel e inextensivel com péso unitd
rio p (em gramas por metro linear, por exemplo) e de comprimen t o
constante 2a' (em milimetros, por exemplo), suspensa pelas suas
extremidades, em duas posiqaes como indica a figura 8 : a primeira
posiqao entre os pontos dados A e B; a segunda entre os pontos A e
B!, sendo BB' = [}Y um segmento Yertical, constante, conhecido.

Suponhamos que um corpo de péso P (em gramas por exem -
plo) pode deslisar suspenso naquela fite métrica, solicitado exclu
sivamente pela agao da gravidade e servindo de indicador de leitu-
ras da graduagio da fita. Nas duaspposigSes de equilibrio natural
€éle vai indicar os pontos m e mi os mais baixos da graduagao
que & contada a partir do zero situado em A até o nlmero 2a' (de
milimetros) situvado em B e B!, respetivamentg.

Isto pdsto, trata-se de determinar :

12) a distdncia horizontal X = Eﬁi entre os dois pon-
tos dados A e B;

22) a diferenga de nivel Y = B.B entre ésses pontos.

1
Em outras palavras, sao dados ¢ o comprimento vertical

BB' = [SY e o8 comprimentos dos arcos EEI’ ﬁEi, KE} 5 ﬁTBi de ca
tenirias homogéneas formadas por uma fita métrica padrao, suposta
flexivel, inextensivel, de comprimento total 2a' com péso unitéa-
rio p conhecido, estando a fita alternadamente nas duas posigoes
de equilibrio AmlB e AmiB' . O indicador de leituras de péso P,
deslisando livremente por agﬁo da gravidade, & que determina natu-
ralmente os pontos m e mi cs mais baixos da fita.
Pedem-se @

18) a disté@ncia horizontal X e
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28) a diferenga de nivel Y entre os pontos A e B.

ESQUEMA DE UMA SOLUGAQ0 RACIONAL.

L pégina 15 e seguinte, sob o titulo "Aplicagao das for-
milas com auxilio do grafico™ se encontra esquematizada uma solu=-
¢ao do problema que consiste em calcular a distdncia X e a dife-
renga de nivel Y (fig. 8) por meio de duas leituras m, e mi da-
das por um NIVELDIASTIMETRO do tipo estudado.’

0 esquema da solugao racional que agora oferecemos

(119
o]

mesmo, porém, com as seguintes consideragaes H

la.) o indicador de leituras ou mim} da figura

m,m,
2 se reduz a um ponto m1 ou mi na figura B8; e

2a.) o grafico indicado para a solugao (fig. 7) serd
construido racionalmente em funQEo do péso P do indicador, do pé&
80 unitadrio p da fita métrica‘g em escala conveniente para que
nao prejudigue a aproximagao dos resultados desejados.

Apoiados néste esquema, vamos estudar os elementos neces
sarios & solugao do problema contido no caso real do NIVELDIASTI-
METRO em questdo. Veremos depois uma solugao numérica. Para is-

80 torna-se necessidrio um estudo da catenaria homogénea.

B - ESTUDO DA CATENARIA HOMOGENEA RELA -

TIVA 4 UM ARCO

1. BREVES CONSIDERAGOES SOBRE 0S  DOIS

ARCOS DE CATENABIA QUE SE OBSERVAM

NO NIVELDIASTIMETRO

Uma vez que o fio (ou fita.métrica)é considerado flexi-
vel, inextensivel e homogéneo, formam-se entre os pontos fixos A
e B de‘susPensﬁo"de suas. extremidades.e o ponto o, (fig. 8) - de
suSpensﬁo e equilibrio natural do indicador de leituras, duas cur-

vas de equilibrio cujas caracteristicas convém ter em vista e es-
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tuda. .

Notemos desde logo que se o indicador de leituras tives-
se o seu péso P tendendo a zero, no limite, isto é, para P = O,
3le indicaria naturalmente o vértice O0' de uma unica curva de e-
quilibrio (fig. 9) formada pelo fio suspenso por suas extremidades
fixas aos pontos A e B, curva essa que se interpreta como uma ca-
tenaria homogénea.

Quando o indicador de leituras tem um péso P aprecia -
vel,(diferente de zero),formam-se naturalmente dois arcos de cate-
nidrias homogéneas ;ZL e 5;3 com caracteristicas bem determina -
das para equilibrarem o péso P (fig. 8).

Convém registar, desde j&, uma caracteristica marcante :
os dois arcos delcatenérias ﬁ;l e ﬁ;ﬁ sao semelhantes entre si
no sentido de admitirem pares de tangentes, nos pontos equidistan-~
tes do ponto m, igualmente inclinadas em relagao a0 horizonte.

Com efeito, no ponto m, as duas tangentes aos dois ar -
cos de catendria determinam com o horizonte dngulos & iguais en-
tre si, porque essas tangentes representam também as diregaes de
duas fdrgas Fl e F2 , componentes do péso P (fig. 8), que na po-
sigao de equilibrio devem ser iguais entre si e formar dngulos
(900— e ) fambém iguais com a diregao da forga P da gravidade.

-Assim, estando o fio na posigao de equilibrio, formados
os arcos de catenirias homogéneas ﬁ;i e ﬁ;ﬁ, as tangentes nos
pontos sdbre &sses dois arcos équidistantes de m,, isto &, simé -
tricos em relagao & ml, formarao angulos com o horizonte também i-
guais entre si.

E também sac semelhantes as arcos ﬁ}K e m'B' (fig. 8 )

correspondentes a nova posi@ﬁo.de.equilibrio do fio. :

Isto pbsto, conclie-se gque os pares de pontos dos arcos
de catenérias homogéneas A e mlB (ou m1A e m'B') cujas .dis -
tancias ao ponto ny (ou m ) contadas ao longo do fio sao iguais
duas & duas, apresentam, em relagego ao ponto m (ou ml) a mesma
disténcia horizontal e & mesma diferenga de nivel, e porisso, o8
vértices virtuais 0f e Op (ou 0} e 0F- ) das duas curvas supos-

A
tas prolongadas indefinidamente, estao a u'a mesme altura e se en-
contram também equidistantes do ponto my (ou ml) genérico. :
Quando o péso.do indicador de. leituras ¢resce em. relaqao

ao péso do fio, tendendo para o infinito em relagao.a éste, o8 pon
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tos A e B/ﬁPermanecendo fixos, o ponto my genérico do fio varia,e
08 arcos mlA e mlB das duas catenérias tendem a diminuir sua
curvatura e, no limite, se transformam em dois segmentos de reta
que fazem com o horizonte &ngulos @ =oc iguais entre sl (fig.4).

Assim se verifica que vArias caracteristicas elementares
geométricas e de estabilidade das duas catenirias relativas aos ar
cos ﬁ;l e ﬁ;ﬁ (ﬁ{l e ﬁgg' ) (fig. 8) sao idénticas.

Por ésse motivo, vamos inicialmente fazer o estudo tedri
co e genérico de uma catenéria isolada em fungﬁo dos elementos que
caracterizam um arco livre ﬁ@ (fig. 10) entre dois pontos. Depcis
com os conhecimentos convenientemente introduzidos, estudaremos as
condigoes de equilibrio do fio suspenso pelas suas extremidades A
e B (ou & e B') (fig. 8) sujeito & agdo de uma carga livre e con -
‘centrada P do indicador de leituras m; (ou mi).

A equagdo da cateniria homogénea (fig. 10) sob a forma
cléssica e unitéria

Y' = cosh X!

(isto &, Y' & igual ao cosseno hiperbdlico de X') que é estudada
tendo em vista as fungOes hiperbblicas, nao se presta ao estudo e
& solugao do probléma do NIVELDIASTIMETRO da maneira como o en-
frentamos na solugao esquematizada antes & pégina 18.

Para resolvermos o problema do NIVELDIASTIMETRO sob a-
quéle aspecto, tivemos que tomar como fundamento a equagao da cate
nédria relativa a um arco ‘ﬁi (fig. 10) com outra forma mais apro -

priada para estas aplicagoes,isto & :

( j?HV 5BXY X) X v

—2f g + X
cos“hv cos *XY 2

18- H

Esta forma da equagao da catenaria referida & novos ei-
xos XY  com origem nc ponto. B do arco % (fig. 16) substitue
as fungoes hiperbblicas por novas fungoes que podem ser tabela das
com largos intervalos de proporcionalidade para iﬁterpblagao 1i -
nesr e que oferecem a vantagem de uma répresentagao grafica com. &
proximagao necesséria e suficiente, em &bacos de emprégo relativa-
mente simples.

Essa equagao conduz a um método parabdlico de calculo a-
proximado dos elementos da catendria com os quais se pode obter ,

por meio de fdérmulas de emprégo simplificado, valores necessarios
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suficientemente exatos.

Encontrémo-la estudando artigos de Ernesto Francesio es-
critos para a revista italiana "L'Elettrotecnica” (Ver Bibliogra -
fia).

2. A FORMA CLASSICA DA EQUacXo D4 Cd -

TENARIA

A forma cléssica da equagao da catendria homogénea, isto
¢, da curva de equilibrio formada por um fio flexivel, inextensi -
vel, de secgao e densidade constantes e suspenso por suas extremi-

dades em dois pontos A e B, por exemplo (fig. 11), & a  seguinte

| of + X
(1) Y = cqsh X imi———p—

A curva prolongada indefinidamente e referida a dois ei-
xos cartesianos ortogonais X, horizontal, e Y, vertical (eixo de
simetria da curva), em seu ponto mais baixo, isto &, no vértice 0!
(fig. 11) corta éste eixo Y ortogonalmente a uma disténcia ¢ da
origem do sistema de referéncia. Considerada unitédria a disténcia
¢ e medidas as coordenadas cartesianas x e y na mesma unidade

em gue & medida ¢ (em milimetros por exemplo), tem-se

c c
E pof definigao
X e® +eo °©
(1') y = c.cosh ~5- = ¢ >

onde e = 2,71828184 representa a base dos logaritmos neperianos e
¢ se diz o parémetro da catenadria e —f— & um numero puro, pois

X e ¢ 8ao expressos na mesma unidade de comprimento, assim como

y-

INTERPRETACXO MECANICA

-

Aquela equagao (1') representa néo somente a forma geomé
trica de equilibrio que assume o fio suspenso mas ainda um diagra-

ma das tensoces y = tx a que fica submetido tangencialmente o fio
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no ponto genérico de abcissa I, tensoes expressés na mesma unida-
de de péso do fio. . _ .

Assim, por exemplo,‘a tensao no vértice O' da curva, on
de x = 0, em um fio de péso p gramas por metro linear seré

y = t, = p.c (gramas)
onde ¢, neste exemplo, devera ser expresso em metros.

E a tensao num ponto qualquer de abcissa x sera, com
as mesmas unidades,

(2) y = %, = p.c.cosh -%— (gramas)

Num exemplo numérico, se o fio pesar p = 12,5 gramas
por metro linear e se, por hipotese, pudermos medir com um dinam6-
metro a tensao to no vértice O' (fig. 11) da curva e encontrar-
mos t = 234 gramas, o pardmetro c da cateniria sera
t
2 - Toh /et T2
A tensao num ponto do fio que tem a abcissa x = 7,63 m

C =

dada pela expressao (2) sera

71,63 m

tx = 234 grf.cosh 18,72 m

= 234 grf.cosh 0,407 ou

t Z 234 grf. 1,084 = 254 grf

3, ALGUMAS CONVENGOES

Consideremos o arco MB de catendria formado por um
fio suspenso pelos pontos M e B (fig. 11) e tenhamos em vista
virios elementos caracteristicos da curva assim formada e suposta
prolongada indefinidamente.

Adotando uma certa unidade de comprimento, o metro ou 0o
milimetro por exemplo, vamos designar com as letras minisculas s,
hy, v, x, ¥y t,4, ¢y respetivamente : o comprimento =8 do arcc
MB ; a distdncia horizontal h entre os pontos M e B; a dife -
renga de nivel v entre &sses pontos; as coordenadas x e y de
um ponto genérico da curva; a tensao t no fio em qualquer ponto
da curvae; o comprimento Jb da corda MB ; e o pardmetro ¢ da
cateniria.

Tomando como unidade de comprimento o parémetro c da ca
teniria, vamos designar com as letras maitsculas

S = - Hae -2 Vet xa.-* Y - e

c c c C i c
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T-—t—- L-L

c c
08 elementos correspondentes na catenfria unitédria.

Vamos designar com © o &ngulo genérico que as retas
tangentes & catendria fazem com o eixo X. Assim GB e OM 880 o8
éngulos que as tangentes nos pontos B e M fazem com a horizon-
tal X.

Designemos com ¢ o énguloc formado pela reta que une as
extremidades M e B de um arco considerado com a horizontal, is
to &, o angulo de inclinagao da corda do arco de cateniria conside
rado. _

Chamemos sinde 1 = —— = —= = tg¢ & declividade da
qQquela corda.

Um arco de catenéria SHV ou SHi que corresponde a dis-
tdncia horizontal H e & diferenga de nivel V ou & declividade

i, & caracterizado pelos dois elementos

ﬁ_. b e V = —
(] c
ou
v v
is= H = 5

4. EXPRESSAO DiS TANGENTES DOS ANGULOS

DE INCLINAGAQ DA CURVA NOS EXTREMOS

DE UM ARCO

Apliquemos a expressao clésaica (1) da pagina 21 aos pon
tos B e M da curva (fig. 11).

Assim, considerando que

Y, =X +V-cosh(XM+H)

B M
vem
(3) Yy = cosh X, + V = cosh (X+ H) =
= cosh XM cosh H + senh Xn senh H

E como a derivada de Y em relagao & X no ponto B é a tan

gente do &ngulo OB de inclinaqao da curva nesse ponto resulta

tg 6y = senh (XM + H) = senh Xycosh H + cosh X,senh H
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Vamos.multiplicar membro a membro a expressao (3) por
cosh H e esta ultima por senh H para eliminar senh XM da expres-
sao da tg .

cosh XMcosh H + V.cosh H = cosh XMcoshZH + senh XMsenh H.cosh H

cosh H.senh H + cosh XM senhzﬂ

t8 ©_ senh H = senh Xy

B
Por subtragao
cosh chosh H + V.cosh H - tg OBsenh H = cosh XM(coshZH - senhQH)

e como
cosh23 - senh2H = ]
vem
cosh X, (cosh H = 1) + V.cosh H
(4) tg 0, = "
B senh H

Por outro lado a expressao (3) da pagina 23 pode ser es-

crita da maneira seguinte 1

cosh XM(l - cosh H) + V = senh X senh X

e como

senh Xy = \/cosh2 Xy - ll

vem

cosh X, (1-~cosh H) + V = V cosh2XM - 1. senh H

elevando ambos os membros ao quadrado

2

cosh? Xy(1-cosh H)2+ V°+ 2V.cosh XM(l—cosh H) = (coshzxil)senh2 H

ou

2

[(l-cosh B)2- senn’H ] cosh“X,+ 2V(1l-cosh E)cosh X,+ v2 + senh’H =0

M

ou ainda, tendo em vista que
2 2 2H 2
(1-cosh H)* - senh“H = (1l+cosh“H - 2coshH)-(cosh"E-1) = 2(1-coshH)

e dividindo por 2(l-cosh H)

V2+ senhZH

2
cosh XM + V.cosh XM - §(905h H - 1) = 0

equagao do segundo grau em cosh XM que permite escrever

2 2 2 1

vV +[ ¥ ¥+ senhH ]—

(48) ~ cosh Xy = - = ‘[ 4 * 2(cosn H < 1)4°
Substituindo esta em (4) e tendo em vista que

cosh H -1 =2 senhz-g—

vem
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2 2 2 1/2
[_g:(X+V+senhH) ]Zsenhz%-+v.coshﬂ

4 senhz—%—
tg QB— - =
’ senh H
2H, + .2 2H 2H, 2E .2 ]1/2
V(coshH -senh™7) = |V'senh'3 (1 + senh"7) + senh™; senh'H
senh H
onde tendo em vista que
1l + senhz—g— - cosh2.H
2 2
e que
senth -_senhz'Z—%— = 4 senhz—%—coshz—%—
podemos escrever
1
V(cosh E- senh?'%) + | V2senh® %cossh2 % senh® % senn’H |2
tg & = — | 25 _.2E ' __=2
senh H 4 senh Ecosh 5 senh H
ou
V(cosh H - senh? %) + [ 72 - 1/2
tg @ = : [T + senh "2']
senh H
Tendo em conta gque
cosh H = cosh ZE‘- coshz'g + senh2 2
2 2 2
e
senh H = senh 2% = 2 senh % cosh %
o termo
cosh H - senh2 %
se torna
senh H
cosh2 A + senh2 H_ senh2 !
2 2 2 1 B
E = g e

'H
2 senh‘E cosh >

o qual substituido na Gltima expressao de tg & d& finalmente

1/2
(5) tg @ = —— coth - * %‘-(V2+4senh2%)

Esta expressﬁo fornece tg QB no ponto B empregando o si-
nal positivo do radical e fornece 1tg &, no ponto M (fig. 11) em~
pregando o sinal negativo do mesmo radical.
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5. COMPRIMENTO DE UM ARCO DE CATENARIA

A diferencial de um arco pode ser expressa por

1/2
as = (dx2 + de)

A equagao cléssica da catendria sendo

y = c.cosh % para % = Y e % = X a diferenci-
al serd
dY = senh X dX que em 438 resulta
: 1/2 1/2
as -[(1 + senh®X) dx° ] " = (cosh®x ax?) on

dS = cosh X dX
Integrando esta expressac entre o vértice O (0,c) da
curva (fig. 11) e um ponto gualquer (X,Y) vem
X
(6) S = U[. cosh X dX = senh X
0
E o comprimento de um arco de cateniria em metros, por €

xemplo, para ¢ medido também em metros & dado por

(6) s = c.senh % = c \/cosh2 % -1 = y2 - 2

Essa expressao sugere ume construgao simplea que pode
ser interpretada da seguinte maneira s o comprimento do arco de ca
tendria entre o vértice O' e um ponto qualquer da curva, B por e -
xemplo (fig. 11), & representado geométricamente pelo cateto BB'
de um tridngulo reténgulo, medido sdbre a tangente & curva nesse
ponto, tendo como hipotenusa a sua ordenada YB e outro cateto o}
pardmetro ¢ da catendria.

Assim, resulta nesse tridngulo reténgulo

(1) tg0=—=-ws= \[Y -1
donde
(7") s = c.tg & = c.S

que representa o comprimento do arco da catenaria de parametro ¢,
arco contado desde o vértice O' até um ponto de coordenadas X e

Y .
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Porisso, tomando como unidade de comprimento o pardmetro
¢ da catendria, o comprimento '

S r= 8

H ¢ HV
do arco formado pelo fio suspenso ligando dois pontos M e B (fig.
11) entre os quais existe a distdncia horizontal H = % e a dife~
renga de nivel V = % y poderd ser expresso por

1/2
2 2 H
(8) Sgy = t8 6y - tg 6 = (VC + 4 senh 5 )

a qual & obtida tomando a diferenga algébrica efetuada entre os va
lores dados pela (5) (pag. 25).

BExemplo numérico ¢

Sendo
VvV = 0,30 H = 0,60

pela expressao (8)

s, = \/ 536 % 4 senn® 280 (/0,09 + 4(5750%5 2) =

HY

\/0,09 + 4(0,09272) = \/ 0,09 + 0,57088

\/0,46088 = 0,6789

Se ¢ = 126 mm

gy = °Sgy = 0,6789 (126 mm) = 85,5 mm

8

Aquela construgao gridfica sugerida pela expressao ( 6')
(fig. 11) permite recordar ainda uma propriedade importante da ca-
tendria considerada como um disgrama de tensoes a saber : a compo-
nente horizontal das tensoes em tddos os pontos da catendria &
constante e igual ao seu pardmetro c, tomando como unidade de péso

o péso da parcela de fio de comprimento igual ao daguele parémetro.

6. ALGUMAS FUNCOES EMPREGADAS NESTE ESTU

DO DA CATENARIA RELATIVA A UM ARCO

a) As fungoes fundamentais SB‘V e Sno '

Dividindo ambos os membros da expressao (8) acima por KE
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e chamando-os de £3HV vem 3

2 H 1/2
Sgy [ V2 senh” —5—
9 - _— - 9
(9) E . + (123)2 HV

Shv metros)

Dessa maneira, consideremos o arc S
2 ° Sqgy ( ¢ metros

de catendria unitdria (isto &, da catendria gue tem o pardmetro ¢
metros, por exemplo, suposto conhecido e tomado como unidade de
comprimento), cateniria formada por um fio de comprimento 8, , e~

tros, suspenso pelas suas extremidades em dois pontos fixos, M e
B por exemplo (fig. 11), cuja distdncia horizontal X (%)
diferenga de nivel V (!—223295

¢ metros

Agquéle velor SHv pode ser expresso por

(10) Sgy = Ee 3ﬂv

em que §BHV é dado pela expressao (9) sob outro aspecto (9') por

) sao dadas.

meio de uma série de poténcias que passamos a considerar.
Fazendo em (9) V = 0 resulta

Hy2n + 1
S sern § , (R
(11) 50~ B - E S{n+l)l
5
ou

g7 '

2 H 8 32 128

. R g° gt g°

24 * 1920 * 322560 * ‘vt
Substituindo (11) em (9) vem 3
41/2.
; ]

T R

A fungdo S calculdvel numéricamente pela série de

HO
poténcias (11') é fundamental no desenvolvimento do estudo da egua

gao da catenéria relativa a um arco como vamos ver depois.

b) 4 fungdo Oy

Se multiplicarmos ambos os membros da expressao (9') por
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cos § e chamarmos Oﬁv a ésse produto, lembrando que ¢ & o &ngu

lo de inclinagao da corda do arco #B da catenmiria com o horizon-

te (fig. 11), resulta a fungao

(1) Oy - Sy oot - [se% + & ]

onde para V =0 e de acdrdo com (11')

N

cos q’

H
genh 3 2 4 6
2 H H H
" 3 = =
(127) o = a0 B 1+ =57 *7To20 * 322560 © """
2
e assinm 1
2 2
(121) Oy = [tg b «+ G§O] cos
Exemplo : ‘
Para H = 0,60 e vV = 0,30 encontram-se pa-
ra a (12') 3
te} = = = 0s5 P = 26°33'54" cos¥ = 0,89443
S o = Ogo = 1501507 S, = 1,13155 Gy = 1,01207
E pela (10) da pégina 28
SHv = 0,60 x 1,13153 = 0,67892
Representando a variagao de O em ordenadas e a de H

BV
em abcissas de um gréafico cartesiano ortogonal (fig. 12) e a varia

gao de —%— = tgy = i por meio de curvas isométricas nesse grafi-
co, verifica-se que CEV cresce quando H cresce e tgyY ouV de
crescem no intervalo considerado.

Verifica-se que tg + variando desde zerc até aproximada
mente 1,20 (com} variando de 0° até = 48° 14' 23") e B variando
de zero até 1,20 o valor de Op, conserva-se proximo da uni dade
variando apenas de 1 até 1,05602.

Reproduzimos em tabela anexa (pag. 30) os valores de GEV
com cinco decimais para H variando desde zero até 1,20 com inter
valos de 0,05 e tgV) variando desde zero até 1,20 com intervalo

de 0,1-
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¢) A funcao g

Chamando
B .
(13) Qg = —3~ coth —
® come g H H 2 H 1/2
H ! 2 2 2
resplta
- 1/2
2 2 H :
q, = ——— (1 + senh” %) -
H H 2
senh &
2
H 2 H 2 1/2
senh 5 senh 5

onde pela expressao (11) da pégina 28

-2

senh ﬁE&o Asjﬂo

(14) a = GE-+ S-2>1/2

4 " HO

que & calculédvel numéricamente com o auxilio da série de poténcias

(11') da pégina 28.

Exemplo 3 -2
Para H = 0,60 .5330 - 6:5%633 = 0,97053 e

Quando H varia desde zero até 1,20 o valor de Qg ©com
serva-se préximo da unidade, variando de 1 até 1,1172 como estéd in
dicado no grafico cartesiano anexo (fig. 13) em que H foi repre-
sentado em abcissas e Qg em ordenadas.

Reproduzimos em tabela anexa (pag.35 ) os valores de U
com 4 decimais para H variando desde zero até 1,20 com intervelo
de 0,05.
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=2 2]
d) As fungoes Ly & 53?

Substituindo na expressaoc (5) (pag. 25) os valores
qQ
H

coth —%— =2 == dado pela (13) (pag. 31)
) /
1/2
2 2 B\~ :
(V° + 4 senh” 3) = Sy = 5. Sy dados pe-

las expressdes (8) e (10) péginas 27 e 28, respetivamente, ela to-

ma o seguinte aspecto

v + B
(15) tg 0 = = U - 5 oy

Essa expressao, como j& vimos, permite obter 3
18) tg o

B
cateniria ﬁi, empregando o sinal algébrico positivo e

no ponto B (fig. 11) superior, do arco de

28) tg OM no ponto M, inferior, empregando o sinal ne

gativo.
Exemplo @
Suponhamos H = 0,60 e V = 0,30
Assim com
- = tg¥ = 0,50
a4y = 1,0298 j& obtido & pégina 31
£5Hv = 1,13153 j& obtido &4 pagina 29,resul
ta 3
0,6000 B
tg 65 = 0,5000(1,0298) + === 1,13153 = 0,85436 = S
0
65 = 40° 30! 33"
0,6000 ol
tg oy = 0,5000(1,0298) - === 1,13153 = 0,17544 = S
0

oy = 9° 57" 3"

tg GB— tg_QM= SHv = 0,67892 também obtida & pag. 29.

NOTA ~ Tratando-se de uma catendria em gue seu pardme -

tro é c¢ = 126 mm, resulta em milimetros g = c.SHv =

M
= 126 mm(0,67892)% 85,5 mm; h = c.E = 126mm(0,60)=75,6mm;
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¥ = c.V = 126mm(0,30) = 37,8 mm; g = 126mm(0,854)= 107,6

mm. E da expressao (6') da pagina 261

2 1
yg=\| B + & = \[107,6 24126 ° ;‘/27453,8 -
0

= 165,7 mm

Fazendo na expressao (15) (pag. 32)

e . o =L o
(16) 60 = Y5t 3 Sy~ E * AV 3
e

=V A el . R Z
a7) %60y~ g %5 -3 gy~ E - VEv 2

obtemos as expressoes das duas fungoes ng e égv :

(18) Py = Sgy + 2;’[2 (35 - 1)
2V
(19) ‘RHV = ‘SHV = 32 (q'H - 1)
e assim
~(20) jJHV v Ro=28,

E pelas (165 e (17)

(21) tg O - tg Oy = —g——(j’m + jzﬂv> =B Sy = Sgy

£ de notar pelas (18), (19) e (20) que
(22) Pay = Py By, = Prv ° Sag~Sw

isto &, quando em % a ordenada V tem sinal algébrico oposto ao
da ordensda V em 2 resulta que as duas fungoes P e R sio
iguais entre si, e, ainda,.a fungao & de um caso serd tambéem  i-
gual 4 fungao S do outro caso.

Em outras palavras isso significa (como se compreende
melhor tendo em vista as figuras 16 e 17 e a equagao da catenaria
que vamos estudar depois) que os arcos ﬁ% iguais de duas catené-
rias, um arco (fig. 16) com origemem B e V positivo e ouf#o’
(fig. 17) com origem em M e V negativo, tém as fungaes 53 éCE5
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no primeiro iguais respetivamente ds fungoes % e & no outro, em
valor absoluto.

Notemos ainda que as expressces (18) e (19) da pagina 33
e as (11) e (11'), (12) e (12') das pAginas 28 e 29, no caso de

V=0 resultam

N

(23) Pro= o = Smo = Tgo "

g2 A gt . g N
24 1920 522560 est et

senh
B
2

= l+

e) As fungoes PHV e Yy

Se multiplicarmos ambos os membros das expressces (18)e
(19) por cosy e chamarmos respetivamente de ﬁHV e ¥y o

ésses dois produtos e ainda, lembrando pela expressao (12) que

OE[V = Sm.cos‘{' e que —%—cos'{’ - tg‘{> cos\}' = geny
resulta
(24) PHV = G-HV + Z(QH- 1) &?L = Jrgvcoa‘{’
(25) /VHV = ()\Hv = 2((13- 1) Se; — LJ ﬂEvCOS*

Bstes valores sao calculdveis numéricamente apds o cal-

BV
Exemplo 3

Para H = 0,60 e Vv = 0,30 com auxilio de O\HV

culo das ©; e Qgy j& estudadas antes e exemplificadas.

) j& obtidas antes

g

Py = 1,01207 + 2(1,0298 - 1) 9*%%%%15 I 1,0565
gy = 1,01207 - 2(1,0298 ~ 1) 91%%%%35 Z 0,9676

Representando a variagao de PHV em ordenadas e a de H
em abcissas num grifico cartesiano ortogonal (Ver fig. 14) e a va-
riagao de —%— = tgq’ por meio de linhas isométricas nesse grafico,
verifica-se que PHV cresce quando H e tg+ ou V crescem no

intervaloc considerado.
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