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UMA APLICACAO DA TEORIA CONSTITUTIV A
DOS MATERIAIS ELASTICOS-LINEARES SUJEITOS
A VINCULOS INTERNOS : DEDUCAO EXATA DA
EQUACAO DE LAGRANGE PARA PLACAS FINAS

RESUMO

Nas dedugdes classicas da €quacdo de Lagrange para placas finas com pequenas
deformagdes admite-se que o material que as compde ¢ linearmente elastico, isotropico e
que os deslocamentos satisfazem as condi¢bes de Kirchhoff Juntas, estas hipteses sao
contraditorias.

Neste trabalho ¢ apresentada uma rigorosa deducio da equacdo de Lagrange
devida a Podio-Guidugli. Nela, as hipoteses sobre os deslocamentos de Kirchhoff sao
tomadas como "vinculos internos" e o material é o de maior simetria material compativel
com tais vinculos, ou seja, transversalmente isotropico.




APRESENTACAO

* _ and what are these fluxions? The velocities of evanescent increments. And what are these
same evanescent increments? They are neither finite quantities, nor quantities infinitely small,
nor yet nothing. May we call them the ghosts of departed quantl ties? ... "

Bishop Berkeley in The Analyst  a discourse
adressed to an infidel mathematician )

As criticas dirigidas por Berkeley as deducdes dos primordios do calculo ndo
pretendiam contestar seus resultados, apenas apontavam a fragilidade dos argumentos
que os sustentavam. Nogdes (ou "ficgoes liteis & invencdo matematica”, segundo Leibniz)
como "infinitésimos" ou "acréscimos evanescentes" nao eram conceitos estabelecidos
com suficiente rigor para que sobre eles se erigissem argumentos matematicos. Foi o
esforco de sucessivas geragoes que permitiu que se chegasse a formalizagdo por €'s € d's
dos conceitos de limite, continuidade e correlatos que fundamentam o calculo, tal como
o estudamos hoje nos primeiros anos da faculdade.

Entretanto, nos mais variados campos das ciéncias fisicas e de engenharia, ainda
hoje se argumenta com OS MESMOS conceitos e métodos criticados por Berkeley. Um
caso exemplar é o da equagdo de Lagrange para placas finas. A dedugdo classica enfrenta
a dificuldade de compatibilizar as hipoteses cinematicas de Kirchhoff com a hipotese
constitutiva do material ser isotropico, supondo certas grandezas pequenas O suficiente
para que possam, assim como os "incrementos evanescentes”, serem desprezados sempre
que necessario.

Uma dedugdo rigorosa da equagdo de Lagrange, baseada nos modernos
conceitos da Mecénica do Continuo foi obtida por Podio-Guidugli em artigos publicados
em [Podio-Guidugli € Vianello, 1992}, [Podio-Guidugli e Lembo, 1991] e [Podio-
Guidugli, 1989]. Esta demonstragdo foi estudada por Jodo Mauricio Sapienza que 2
apresentou, junto com seus pré requisitos e uma critica da dedugdo classica, como
dissertacdo de mestrado. O que se segue & uma versio abreviada dessa dissertacao.
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| COLOCACAO DO PROBLEMA E COMENTARIOS
SOBRE A DEDUGCAO CLASSICA DA EQUAGAO DE
LAGRANGE

O problema que se propde a resolver é determinar os deslocamentos u», ve € W,
nas direcdes dos eixos x, y e z respectivamente de um ponto P qualquer de uma placa,
submetida a um carregamento distribuido

pCLy.-h/2) = p(x,y)k. (1.1)

IXouY

Up = -zSeNnoL = - zZtgoL = - z——
x

A resolugdo deste problema esta baseado nas hipoteses de Kirchhoff, descritas

da seguinte forma, conforme [Timoshenko e Woinowsky-Krieger, 1984] :

H1) Naéo ha deformagio no plano médio da placa.

H2) Pontos da placa pertencentes inicialmente a normal ao plano-médio da placa,
permanecem sobre a normal & superficie-média da placa apos a flexdo.

H3) A tensdo normal na direcdo transversal a placa pode ser desprezada.

Apesar desta sei' a forma mais comum delas serem enunciadas na maioria dos
textos, Novozhilov no §46 do capitulo VI de [Novozhilov, 1953] substitui H3) por :
H3') A disténcia de todo ponto da placa a superficie-média permanece inalterada pela

deformacio.

Sendo #, v e w os deslocamentos de um ponto do plano médio, admite-se na
dedug@o classica que

u=0 v=20 w=fix,y) (1.2)
Portanto, os deslocamentos de P sdo dados por
u ). v ——z@ Wo=Ww (1.3)
P ox 3 Ay 5 '

Dos deslocamentos anteriores, chegaremos as seguintes trés componentes das
deformagdes )

£ En=-z 5“,:: Euz=-z &
ox’ oy éx By

Eu=-z (1-4)

* Os indices 1,2 e 3 correspondem a x, y e z, respectivamente.




Na teoria classica da elasticidade, admite-se que os materiais s30 homogéneos e
isotrdpicos, cuja equagdo constitutiva € da forma
) T=2uE + AMtrE)l (1.5)
1.1 DEDUCAO COM A HIPOTESE H3) : T = 0
Desprezando a tensdo Ts conforme hipotese H3), teremos, da equacdo (1.5),
Ts=2uEs+ A( Eu + Ex +Es ) =0,
0 que nos dara

24
trE = (Eu+ En) (1.6)
2u+A
Vamos supor que a for¢a de volume (ou de corpo ) b seja dada por
b=(0,0,b:(x.y,z)). (1.7)

Substituindo (1.4) e (1.6) na equacdo constitutiva (1.5), teremos

T __4;1(;14—&) (92w+ A Iw |
" 2u+i | 8x  2Au+ M\ 8y 7

- 2 ) L ’)2 15
:“4y(#+/1) §H1+ y. : 6“1 i (1.8)
2u+A |8y 2(u+ A\ Ox

I,__4,u(,u.+i) 2u+ A ( Ew ’
2u+ 2 |2+ )\ dxay)|

que, levados na 1* e 2* equagdes escalares da equagéo de equilibrio
divT+b=0 (1.9)
e integrando em relag@o a z essas expressoes, observando as condi¢des de contorno de
um carregamento perpendicular ao plano médio, cujas tensoes tangenciais na superficie
de contato da placa com este carregamento sao nulas, isto € :
Tu(x,y,-h/2) = Tu(x,y,-0/2) =0 (1.10)
encontraremos as expressoes

n=e (G (5-%)
Bo2u+ A\ éx 2 8
hl‘-.
i

4 A :
I;SZL(J”L_) D o [i_ ] (1.11)
2u+A \ 3y 2
COMENTARIO 1 :

Se tomarmos, por exemplo, a hipotese H2) como uma expressao
matematicamente exata da forma
Eu(x,y,z) = Ea(x,y,z) = 0
e substituirmos na equagdo constitutiva dos materiais isotropicos, (1.5), obteremos entdo
Tis=Tis =0, uma vez que Ti = 2uEs e Tz = 2uExn, o que contradiz com as
expressoes de Tis e T encontradas anteriormente em (1.11).

R

[

Substituindo T e T na 3* equagdo escalar da equagdo de equilibrio (1.9)
chegaremos a

-~ 3

T, dulp+ A . KN

L, _ Aulu )(MW) M) hey2) (1.12)
oz 2u+A 2 8

e integrando-a em relagdo a z, observando as condigoes de contéorno devidas ao

carregamento (1.1),

Ta(x,y,-h/2) =-p(x,y) e Tn(xyh/2)=0 (1.13)



e chamando:
hi2 L
q0ey) =peey) +[° By(x,y,2)dz

o du(u+i) b
2u+A 12
chegaremos a equagdo de Lagrange,

Ak = 53
D

E*w  O*w
2 + 2

€ o Laplaciano de w.
Ix ay

onde Aw =

1.2 DEDUCAO COM A HIPOTESE H3") : E» =0

(1.14)

(1.15)

(1.16)

Se desprezarmos a deformagdo Ess ao invéz da tensdo Ts, teremos trE = Eu+Ex

e procedendo da mesma forma como anteriormente,
chamando

h3
D'=(2u+ ) —
(2u )12

também chegaremos a equacgdo de Lagrange

(1.15"

(1.16)

COMENTARIO 2
Substituindo trE = Ei+Ex» na equagao constitutiva (1.5), teremos
Tu=Q2u+A) Eu+ AEz
Tz=AEu+ (2u + A)Ez
Ta= AEu + Ex)

0 que nos dara

A
= ————(Tu+ Tz)
24 + 1)

Substituindo na relagdo acima as expressdes de Tu e Tz calculadas para a

hipotese H3'), isto é

o*w 3w
T, =- [(2y+l) o +A p :lz

) Pw a*w
chegaremos a
Tu=- E(A W)Z
M

o que também contradiz com a solugdo de (1.12)

(1.17)

Contradi¢des deste tipo ocorrem quando as hipoteses H2) e H3) sdo
consideradas  exatas. Nas dedugbes classicas, elas sdo consideradas hipoteses

aproximadas.




2 VINCULOS INTERNOS

Na mecénica do continuo, um vinculo interno € uma prescrigdo restringindo
possiveis deformagdes. Na teoria linear da elasticidade tal prescrigdo € sempre expressa
pela definigdo de um subespago D do espago sym de todos tensores simétricos de 2*
ordem, dado como intersecgdo de sub-espagos da forma

Di={Eecsym/A-E=0} {2.1)
onde A € um tensor qualquer, diferente de 0 e A-E € o produto escalar de dois tensores:
A-E=1r(A"E) .

Exemplos
1) Inextensibilidade

Diz-se que um material é inextensivel num ponto x, na dire¢do e, se as unicas
deformagdes possiveis sdo aquelas tais que E(x)-(e®e) = 0. Numa base (e1, €z, es) com
e = es, D. fica caracterizado por

EeD: < Ex=0
ou seja, o vinculo da inextensibilidade na dire¢do ¢ é dado por

D:={Ee€sym / E-(e®e)=0 } (2.2)
2) Preservagio de ortogonalidade

Um exemplo de vinculo que sera importante na deducgdo exata da equagdo de
Lagrange € o da preservagdo da ortogonalidade, visto que a hipotese H2) nada mais € do
que a afirmagdo da preservagdo da ortogonalidade entre as normais ao plano médio da
placa e este plano.

Diz-se que um material preserva a ortogonalidade, num ponto x, nas diregdes
e e es, se as unicas deformagdes possiveis sdo aquelas tais que E(x)-(e:®es) = 0.

Portanto, o vinculo da preserva¢do da ortogonalidade entre as dire¢des 1-3
pode ser escrito

Di={Eesym / E-(e1: ®e;)=0}. (2.3)
ou seja,
EeD;, < Esx=0

Quando um corpo possui vinculos internos € necessario fazer-se a
decomposigdo do tensor das tensdes T em duas partes, uma ativa e outra reativa.
T=TA+Tr (2.4)
A tensdo ativa é funcdo das deformagdes do corpo. A reativa tem como
objetivo manter o vinculo interno.
Assumiremos que a tensdo T® ndo contribui para a poténcia das tensoes, isto €,
TR-E=0 (2.5)
para todo E € D. Ja que T® esta em D* podemos tomar T em D.

3 SIMETRIA MATERIAL

Um material se diz linearmente elastico com vinculo D se para cada ponto x
existe uma transformag@o linear C: D — D tal que
Ts= C[E] (3.1)
O operador € é um tensor de 4* ordem, chamado fensor de elasticidade do
material no ponto x.



Materiais homogeéneos sdo aqueles para os quais € nido depende de x.
Chamamos grupo de simetria do vinculo D ao conjunto
g ={Qeorth|EcD = QEQT €D} (3.2)
O grupo de simetria do tensor de elasticidade C: D — D da tensdo ativa é
definido como
& = { Qe g,|QC[E]Q"= C[QEQ"] paratodo E € D } (3.3)
Vejamos agora qual o gupo de simetria que deve ter o material para que a
hipotese H2) seja satisfeita. Obser/ando o exemplo 2) do capitulo anterior, vemos que o
vinculo da preservagao da ortogonalidade nas diregdes 1-3 e 2-3 ¢é
Dyyy={ E € sym | E-(e1 ® e3) = E-(e: ® e3) = 0} (3.4)
0 que significa dizer que as componentes Eis e Ez do tensor E devem ser nulas.
No ANEXO A demonstraremos que o grupo de simetria do vinculo Dy, é o
conjunto das rotagdes, de um angulo o qualquer, em torno do eixo es , denotadas por
Q (3.5)
Por defini¢ao, os materiais #ransversalmente isotropicos de eixo es sdo aqueles
cujo tensor de elasticidade possui o grupo de simetria
& ={Qc corth|0<o<2m | (3.6)
Portanto, o material de "maior" grupo de simetria, compativel com o vinculo
Dy, € o transversalmente isotropico.

4 FORMULA DE REPRESENTACAO DO TENSOR DE
ELASTICIDADE DOS MATERIAIS
TRANSVERSALMENTE ISOTROPICOS

Proposicio:

A férmula de representacdo™ dos tensores de elasticidade de um material
transversalmente isotrépico de eixo es, sem vinculo interno. é :
8 = Sun(Xi®X: + Xo®X: + Xa®X) + Siz(Xi®X: + Xo®Xi - Xu®Xu) + Sus(X@Xa+

X5@Xi + Xo®Xs + Xs®Xo) + Sins(Xs®Xs) + 2823 Xs@Xs + Xe®@Xo) (4.1)
onde
Xi = e®e Xs= %(e@ez + eei)
Xo = ex®er Xs= %(e:@es + ex®er) (4.2)
Xs = e:®es Xs = %(e@ez + exen)

e (e, ez, es) € uma base ortonormal de V?, espago vetorial euclidiano tridimensional.

Teorema:

"Se & ¢ a formula de representa¢do dos operadores de sym em sym, com um
grupo de simetria g dado, entdo a formula de representagdo dos operadores € de D em
D, com o mesmo grupo de simetria, ¢

c=PS3|, (4.3),
onde IP | ¢ a projegdo ortogonal em D e $|, é o operador 8 restrito a D."

* Veja demonstragdo no ANEXO B.




4.1 COM VINCULO : Es=E» =0

Vamos determinar a formula de representacdao dos tensores de elasticidade de
um material transversalmente isotropico com um vinculo Eis = Ex = 0, ou seja

Dyy={E € sym | X;- E=0, i =56} (4.4)
Um tensor E € Dy, na base (4.2), sera da forma
E = EuXi + ExXs + EuXs + EnXu (4.5)

O tensor 8 restrito a Dy, , isto é, 8|, sera
8|, = Sn(Xi®Xi + Xa®X: + Xa®Xi) + Sin(XiOX:: + Xa®Xi - X®X4) + Sun(Xi©@Xs +

X:®Xi + Xo@Xs + Xs®Xa) + San(Xa®Xs) (4.6)
A projegdo ortogonal sobre Dy, €
P =1.- Z X®Xi = Xi®Xi + Xo@X: + Xs®Xs + XX 4.7

i=5
onde I ¢ o tensor de 4° ordem em sym, tal que: I[E] = E para todo E € sym.

Fazendo-se a composi¢io como indicado em (4.3), chegaremos a formula de
representagio dos tensores de elasticidade dos materiais transversalmente isotropicos,
com o vinculo interno Dy,

C= ]PDS|D = Cun(Xi®Xi + Xo@Xo + X®Xo) + Cin(Xi®X: + Xo®X - Xu@X4) +
‘ Cus(Xi®X: + Xa®Xi + Xo®X; + Xs®X:) + Can(X-@Xa) (4.8)
onde Cix = Six.

Nos artigos [Podio-Guidugli, 1989] e [Podio-Guidugli ¢ Lembo, 1991] os
autores formulam as hipoteses H3) ¢ H3') com a seguinte exigéncia sobre o tensor de
elasticidade do material, C.

Se T = C[E] entdo
Tu=0 < Ex=0 (4.9)
Vamos aplicar o tensor E = Xi: em €, como expresso em (4.8) :
C[E]=CuuXi + CinXs +CunXs

T Tl[ TE'.‘. T33
Como no tensor E = Xi temos Es = 0, entdo, pela exigéncia anterior, temos que
ter T = 0, o que nos leva a concluir
Cun=0 (4. 10)
e chegamos, finalmente, 4 fomula de representagdo dos tensores de elasticidade para os
materiais transversalmente isotropico, com vinculo interno Dy, e que verifica (4.9),
C = Cun(Xi®X+X:@X+X®X4) + Ciz( Xi @ Xt Xo@Xi-X O X ) + Casn( Xs®X5)

Chamando
Cin=2u+A2
Ciz=2A (4. | I)
Cazz = 21 +A

e substituindo esses valores na expressdo de € acima, teremos
C=2u-)(XOX+Xa®X X @ X)X ®Xo+ Xo@Xi-X @X ) H2U L) (X®Xs)  (4.12)

42 COM VINCULO : Es=Exs=Es = 0
Adotando-se a hipétese H3') ao invés de H3), a inextensibilidade das linhas
perpendiulares ao plano médio indeformado da placa (ao longo da direcdo es) pode ser
representado pelo vinculo,
Dyzy={E esym | Xs- E=0}
e portanto, o vinculo para a placa que satisfaz H2) e H3') ¢ :
D=Dyy N Dyzy={E esym | Xi-E=0, i=3,5,6} (4.13")
Pelo mesmo raciocinio anterior, chegaremos a



8/, = Suun(Xi®Xi + Xo®X: + Xa®X4) + Sun(Xi®X: + Xo®X - Xu®Xo) +
S1:(X:QX1 + Xa®Xs) (4.14")
pois neste caso um tensor E € D, é da forma E = EuXi + ExXz + EnXa |
A projegao ortogonal sobre D sera
P, = XX +X:®X: + X:®Xq (4.15")
Fazendo-se a composi¢io € = IP 8| como indicado em (4.3) teremos
C'= Cin(Xi®X: + Xa®X: + Xa®Xy) + Cin(Xi®X: + Xo®Xi - X«®X)
Substituindo os valores de Ciin =2 + A e Cuz = A, chegamos a
C'= (2 + M)XOX: + X:®X: + X:®Xe) + AXi®X: + Xo®X: - X-®X) (4.16")

5 DEDUCAO DA EQUACAO DE LAGRANGE SEGUNDO
PODIO-GUIDUGLI

Vamos entdo determinar os deslocamentos u,, v» € w, de um ponto P qualquer
no interior de uma placa, submetido ao carregamento distribuido, expresso em (1.1).

Ao contrario da dedug@o classica que admite o material como sendo isotrépico,
vimos no capitulo 3 que o material que satisfaz a hipotese H2) tera que ser

transversalmente isotropico.
Esta hipotese H2) tomada como uma relagdo matematica exata, expressa como

Eis(x,y,z) = En(x,y,z) = 0, implica
ou,  Ow av, ow
i 2o (} e 2 B
. dz Ox : oz coy
5.1 DEDUCAO COM A HIPOTESE H3) : T:=0

Conforme (4.9), isto é, Tun=0 < Ex=0, temos

0 5.1)

Es= =0 (5.2)
oz
A solugdo do sistema de equagdes diferenciais (5.1) e (5.2) é
ow
u,=—-z—=+u
ox
0)-}“}?
v,=—z +v (5.3)
oy
w,= w(x,y)

onde # = u(x,y) e v = v(x,y). Fazendo z = 0 nas equagdes acima, vemos que #, ve w sio
os deslocamentos do plano médio M.
Pela hipotese H1), temos
En(x,y,0)= 9% =0

Ix

En(x,y,0)= 2" =0
oy

Ex(x,y,0) = i(ﬂJr &) =0
2\éy ©éx

Logo, u=ou - By e v=oa+ Bx, onde au, o2 e B s@o constantes, ou seja

2kl T
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istoé u=u +W[x-x] ondeW ¢ um tensor antissimétrico.

Portanto, o campo de deslocamento no plano médio € um deslocamento rigido
infinitesimal.

Observando (5.3) vemos que, da mesma forma como na dedug@o classica, o
problema recai em se determinar apenas os deslocamentos w do plano médio.

Levando (5.3) ao tensor das deformagdes infinitesimais E = '2(Vut+Vu"),
chegaremos a matriz

Aiw 2w
0
éx*  Ox oy
[E]=-z 2w, (5.4)
éy’
sim. 0

Aplicando este tensor E na formula de representagazio (4.12), temos

2;4!52:9 + AAw 2u % 0
ox’ ox oy
[TA]=-z 257 ¥ imm 0 (5.5)
sim
0
De (2.5) concluimosﬁque )
0o 0 I%
[1%]= 0
sim. 0
Logo, de (2.4) segue-se que
I T4 0] [o o 7%
[T] = io0 |+ 0 73 (5.6)
sim. al | sim. 0

Substituindo os valores das tensdes ativas, de (5.5), nas duas primeiras equagdes
escalares da equagio de equilibrio (1.9), teremos

A% Fw . OAw Ew (Fw Fw OAw
=gl |2 A +| 2 =z| (2u+4 + =(2u+A
Oz [[ “ow T o Hoxdy A ox> oxy i) ox

"
o o |20 f?w + Zﬂﬂ‘f‘:*ri—ﬂw =z| (2u+4) ﬁalf*? éiw ~(2u+2) 22
Py 7 x 0y oy Ay oy’ oOx° oy oy

Integrando em relagdo a z, tendo em mente as condi¢des de contorno das tensdes T e
Tz para um carregamento do tipo (1.1), isto é, T5(x,y,—h/2)= T5(x,y,—h/2)= 0,

teremos
z R # i = 2
J' aide =T%-0= j (2;1+/1)§sz dz:(z,um)@ g
oz ox

-hiz ©* ~hi2 ox 4 8_
z R z - 2
| ag‘:gﬁ_o:j R PR PR LA
Sz 02 w2 oy gy \2 8

Levando esses valores na terceira equagdo escalar da equagdo de equilibrio,
lembrando que T = 0, chegaremos a



4]

C;TR ;R ﬂ-ﬁ 2 2 2 = z: i

a & & ox* 8 Ayt \ 2
ou seja
(2u +A)(§— %Z—J&Aw-% b(x,y,2)=0 (5.7)
Integrando a equacdo acirg:a na direg@o z, de -A4/2 a h/2, teremos
D ;i)f—;-mw j’; b, (x,y,z)dx =0 (5.8)

Chamemos: D = (2u + A,A3/12.

O segundo termo do lado esquerdo de (5.8) é q(x,y), quando p(x,y) =0, o
que € de se esperar, visto que a hipotese H3) afirma que Tx(x,y,z) é sempre Zzero,
inclusive no plano z = - h/2, o que s6 sera possivel se p(x,y) = 0.

Substituindo D e q(x,y) em (5.8), chegaremos a equagdo de Lagrange

Ao 1Y)
D

5.2 DEDUCAO COM A HIPOTESE H3") : Es =0

Neste caso, como o vinculo € Eis = En = E»s = 0, entdo, na matriz do tensor E,
como expresso em (5.4), a componente Es = 0 € devido ao fato de ser um vinculo e de
(2.5) concluimos que

0 0 I3
[T%]= 0 I%
sim. /5
Logo, de (2.4) segue-se que
Iy T 0 0 0 73
[T]= B 0 |4 0 It (5.6)
sim, 0 sim.

Agora, ao substituirmos 77 e TS na 3" equagdo escalar da equagdo de

equilibrio, a expressdo (5.7) tomara a seguinte forma:
zZ I o
2uAA) ——— AMWw+—2+ b(x,y,2)= 0 5.7
T T ST 67

Da mesma forma, integrando a expressdo acima em rela¢do a z, de -4/2 a h/2,
levando-se em conta as condigdes contorno (1.13), teremos

2 h
0+ p0ey) + [ b6y, 2)de = (2p+2) - AAw

L — - —— N
I I
q(x.y) D
e chegaremos também a equagdo de Lagrange
_ q(x,y)

AAw
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6 ANEXO A
GRUPO DE SIMETRIA DO VINCULO Eis = Ex =0

Proposicao:
O grupo de simetria do vinculo Dy,, = {E € sym| E-(e1 @ e3) = E-(e2 @ e5) = 0}
€ o conjunto das rotagoes { Q. }.
Demonstragao: |
Seja gp,,,, 0 grupo de simetria de Dy, € { Q¢ } 0 conjunto das rotagdes em torno de es
1) {Q:,} C 8pm={ Qeorth|E € Dy, = QEQ" € Dy,, }
Sabemos que a matriz de Q7 numa base orto-normal positiva (ei,eze3) é
| ¢c s 0
[Q:]: =5 ¢ 0
0 01

onde ¢ = coso. € s = sena.
Seja Q= Q{ e E simétrico. Temos

[QEQT]= ¢ sOIE BB e -+ 0]= c’E + 2sehiy+ §E, —scE, 4+ (¢* = & |Ey+ SCE,,  cEy i+ sE,,
-5 ¢0 EnBylls ¢ 0| | -sc+(c* - 8 )E,+ scE,, S B - 2scE + ¢ E,, -8k + ¢k,
0 01 EqJl0 01 ki + sE,, =sk+ ey £

Se o tensor E pertence ao vinculo D, ou seja, suas componentes E , e E,, sdo
nulas, entdo, a matriz acima nos mostra que as ():omponerltes

QEQ*,,= cEs+ sEs=0
QEQ", =-ski + cEn=0
para qualquer rotagdo o e por isso QEQT também pertence ao vinculo Dy, .
2) gnwy, < {Qc}
Para mostrarmos que um Q € g, € igual a Q7 , numa base pré-fixada, teremos
que ter para todo Q
QtsZQn:Qza:Qsz:O € Q33= 1
A nossa matriz QEQT , para um E contido em Dy,,, sera
Ql 1 Ql! QH E‘ll EIZ 0 QH QZI QBI
[QEQT] - QII Q?.! Q23 Eil‘ E:ZZ 0 QIZ Q12 Q32 -
Q31 Q32 Q33 {] O E33 Qiﬂ Qﬂ Q!!
OLE,+OLE, OuE,+0uE, 0Osfy ([0, 0, 0O,
= Q21EI1 it QZZEIE QME“I'.! + QZZEZI‘. Q23E33 Q]'Z Q22 Q32 -
.................................. O0s Os Oy
------ sEatey (QnEn + 0B, )Q_n & (QnEu + Op ks )Qsz + (stE33)Q13

T | eeeees ceeess (QZIEH #: QZZEIZ)QN it (QZIEIZ’. + QEZEEE )Q32 + (Q33E33)Q23

------------------------------------------------------------

Como as componentes QEQ",, e QEQT,, do tensor QEQT sdo nulas, visto que
QEQ" esta contido em Dyy,,, podemos reescrever as duas equagdes acima do seguinte
modo:
(QuQs)En + (QuQx)Exn + (QuQx)Exn + (QuQxn + QuQxn)Ex=0
(QuQx)Eu + (Q2Q2)E2 + (QuQx:)Es + (Q2Qs + QuQxn)E =0

Como essas equagdes sdo dois polindmios nulos, para quaisquer Eij temos:
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QuQs = QiQx2 = QuQ» = QuQs + QuQx2=0
Q2Qs = Q2Qx2 = QuQ= = Q2Qa + QuQ»=0
Relembrando as propriedades de um tensor Q pertencente a orth:
Se b = (e1,e2,e3) for uma base ortonormal, entdo
1) Qe]-Qle]=0 i=] i,j=123 e 2) ||Qe]l=1 1=123
Em outras palavras, a propriedade 1) nos diz que os vetores coluna (ou linha)
da matriz do tensor sdo ortogonais entre si e a propriedade 2) nos afirma que esses
vetores tem modulo 1.
Por isso, Qu = Q= = 0, pOiS caso contrario, Qu = Qu = Qu = Qu =0 e
Qi = Qs = 1 e entdo produto escalar do vetor linha-1 com o vetor linha-2 da matriz de
Q ndo é nulo, contradizendo a propriedade 1), isto é, i - = 1.
Como o modulo do vetor linha-3, || s || = 1, entdo Q= = 1.
Novamente, pela primeira propriedade
L+b=0 implicaem QuQs+ QuQx»+ QuQx»=0
L+l=0 implicaem QuQs+ QuQxn+ QuQus=0
0 que nos permite afirmar que Qi = Qx» = 0, concluindo a demonstragao.

7 ANEXO B
FORMULA DE REPRESENTACAO DO TENSOR DE
ELASTICIDADE DOS MATERIAIS TRANSVERSAL-
MENTE ISOTROPICOS , SEM VINCULO INTERNO

Antes de iniciarmos a demonstragdo da formula de representagdo, vejamos a
seguinte identidade apresentada por Gurtin em [Gurtin, 1972, §21, p.74].
Proposicao:
Para todos vetores a, b, ¢, d e o tensor Q pertencente ao grupo de simetria g,
definido em (3.3), temos:
sym(a®b) - C[sym(c@d)] = sym(Qa®Qb) - C[sym(Qc®Qd)] (B.1)
Demonstragdo : Para qualquer vetor v, temos: Q(a®b)Q™v = Qa(b-Qv)
Mas, pela defini¢do de tensor fransposto, veja [Gurtin, 1972, §3, p.6], b-Q™v =Qb-v
Portanto, Q(a®b)Q'v = Qa(Qb-v) =(Qa®Qb)v, ou seja, Q(a®b)Q™ = (Qa®Qb)
Como sym(a®b) = 1/2(a®b + b®a)
Entdo Q[sym(a®b)]QT = Q[1/2(a®b + b®a)]Q" = 1/2[Q(a®b)Q" + Q(b®a)Q"] =
= 1/2[(Qa®Qb) + (Qb®Qa)] = sym(Qa®Qb)
Como Q € g, C[sym(Qc®Qd)] = C[Q{sym(c®d)}Q"] = QC[sym(c®d)]Q"
Fazendo-se o produto escalar dos termos extremos das duas linhas anteriores, teremos:
Q[sym(a®b)]Q" - QC[sym(c®d)]Q" = sym(Qa®Qb) - C[sym(Qc®Qd)] =

I
tr{Q[sym(a®b)]Q"QC [sym(c®d)]Q"} = tr{QQ QQ"[sym(a®b)] C[sym(c®d)]} =

= tr{sym(a®b)C[sym(c®d)]} = sym(a®b) - C[sym(c®d)]
o que demonstra nossa identidade (B.1).

Esta identidade nada mais é do que afirmarmos que a férmula de representagdo
de um material nio depende da base adotada, pois se b= {e,,er,es} e ' = {el,ed,es'} sdo
duas bases ortonormais tais que e/ = Qe e Q € g, entdo os coeficientes da matriz [C]
nessas bases serdo
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Cliu = sym(e'®e/') - C[sym(ex'®el)] = sym(Qe®Qe;) - C[sym(Qex@Qe)] =
= sym(e®e)) - C[e®e] = Cin

Proposicao:

A formula de representagdo dos tensores de elasticidade de um material
transversalmente isotropico, sem vinculo interno €:

3 = Siu(Xi®Xi + Xo®X: + Xs®Xs) + Sun(Xi®X: + Xo®X - X@X4) + S1n(Xi®Xs+

Xs®Xi + Xo®Xs + Xa®X:) + Ssns(Xs®Xi) + 2S5 Xs®Xs + Xe®@Xo) (4.1)

Demonstragao:

Um tensor simétrico $ na sua forma mais completa é expresso da seguinte maneira:

8 = Sun(Xi®Xi)+Sun(Xi ®X2+Xz®X|)+S1:33(X;®X3+X3®X|)+1/_ 2 Sun(Xi@X+X.@X1)+
V2 Sin(Xi @ X5+ Xs®X1) 28 (X i@ XX @ X1 )+ S Xo® X )+ S5 (Xo® X+ Xo®X)
282 (Xo®X XK@ Xa) 282X @ X s+ Xs® K2 ) /2 Sis(Xo® X XKo@ Xo )+ S55ss(X®
X3)+\’253311(X3®X4+X4®x:)+1/_ Ssns(X:@Xﬁ‘Xs@Xs)“‘J_ 2Sau(Xs® X+ X:@Xs)+
281212 X4®@X 1) +2 1225 Xe@X s+ Xs@ X 1) +2 S 1213( X 1@ X+ X 6@ X 1) +2 S Xs@Xs)+
282313( X s@ X6+ X 6@ X5)+2 S1313( X @X) (B.2)

visto que, por defini¢do, Siu = sym(e®e)) - S[sym(eDei)]

Como vimos em (3.6), um material transversalmente isotropico possui como
grupo de simetria o conjunto das rotagdes em torno de um eixo (escolheremos es).
Vamos girar o referencial em torno de e e aplicar na identidade (B.1)

p— . L PR
Para a=m: Q'e,=—¢
Q'%,=-e¢,

T —_
Q%= ¢

Levando esses valores em (B.1), teremos
Sun=813=823=5123= 8333 = S333= Sz =Su23=0

Para o =7/2: Q™ = e,
Qmez ==
Q)‘l’la'zes = e3

Levando novamente esses valores em (B.1),
Suu = sz, Sum = Sms, Sun=- Szm, Ssir=- Sun = 0, Son = Slsu, Sz =-8s3=0

- 1

Para o =m/4 : Q"“‘elzj_z—( e+e)
1

e =—(-e+e,

Q= (-a+e)
Q™e,=e,

Mais uma vez, levando esses valores em (B.1),
St =Y4(-Sun+Sue-SnaitSuz-Si2n+HSii-Sii+ S 2-Sa1n1+Sa112-S2n+ 812~ S 1211+ S2212- S+ S )
Como 8 ¢ simétrico, isto €: S = Sjm = Six = Sus € da 1* relagdo calculada
quando fizemos o = 7/2, ou seja, Suu = Sz , teremos

Sun= %(-Smﬁ‘sz-Sl 121+S1122-S120FS1212-S 1221+ S 1222- 82111+ Sa112- Sa101+82122-8 2211+ S2212-S 0921+ Soa)
N i el D—] | — R |

0 | 0 ] 0 B 0
0

Sun = 1/4(-51111'1"81212-8:111"'52122)
Observando também que, ao fazermos o = 7/2, encontramos Sz = - Suw, entdo
S = %(-— 4S111z) 0 que implica
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Sz =Sxr=0
Finalmente,
S = %(Sl|rt-Sl_!12+SJ121—S|:22—Sizll+31312—S1221+sz+52111-S:ats:""'Sz;z:—-sz—SmH‘S:m—Szzz:+52222)
1 Il Il —_—— [l e Il i il []
0 0 0 = 0 0 = 0 Suz 0 0 Suu

Sz = Ya(281m - 2812) = Va(Suui - Siz)
Substituindo em 8, concluimos a demonstragio, ou seja,

8= Sun(Xi®X: + Xo®X: + X.QX. ) + Sun(Xi®X: + Xo®X - Xi®X1) + Sun(Xi®@Xs+
XX + Xo®Xs + Xa®X:) + Sun(Xs®Xs) + 2Sami(Xs®@Xs + Xe@XGs)
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