
Boletim Técnico da Escola Politécnica da USP

Departamento de Engenharia de
Estruturas e Fundações

ISSN 0103-9822

BT/PEF/9520

Uma Aplicação da Teoria Constitutiva dos
Materiais Elásticos-Lineares Sujeitos a

Vínculos Internos: Dedução Exata da
Equação de Lagrange para Placas Finas

João Maurício Sapienza
Nelson Achcar

@==...,'.''.'.„,.,.....
11111101llUllll5ljl111l1111111

gIga zf B
São Paulo - 1995



Sapienza, Joao Mauricio
Uma aplicação da teoria constitutiva dos mate-

riais elásticos-lineares sujeitos a vínculos inter-
nos : dedução exata da equação de Lagrange para pla
cas finas / J .M. Sapienza , N . Achcar . –– são Paulo
EPUSP , 1995 .

15p . -- (Boletim Técnico da Escola Politécnica
da USP , Departamento de Engenharia de Estruturas e
FundaçÕes , BT/PE:F/9520)

1. Elasticidade – Teoria 2 . Equação dinâmica 3 .
Estruturas - cálculo l . Achcar , Nelson 11. Universi
dade de são Paulo . Escola Politécnica. Departamento

FundaçÕes llI . TÍtulode Engenharia de Estruturas e
IV. Serie CDU 539.31

531.3
624.04



1

UMA APLICAÇÃO DA TEORIA CONSTITUTIVA
r

DOS MATERiAIS ELASTICOS-LINEARES SUJEITOS
P

A VINCULOS INTERNOS : DEDU(.'AO EXATA DA
EQUAÇÃO DE LAGRANGE PARA PLACAS FINAS

RESUMO

Nas deduções clássicas da equação de Lagrange para placas finas com pequenas
deformações admite-se que o material que as compõe é linearmente elástico, isotrópico e
que os deslocamentos satisfazem as condições de Kirchhoff. Juntas, egtas hipóteses são
contraditórias.

Neste trabalho é apresentada uma rigorosa dedução da equação de Lagrange
devida a Podio-Guidugli. Nela, as hipóteses sobre os deslocamentos de Kirchhoff são
tomadas como "vínculos internos" e o material é o de maior simetria material compatível
com tais vínculos, ou seja, transversalmente isotrópico.



APRESENTA(,'ÃO

_ and what are these fluxions? The velocities of wanescent incremarts. And what are these
same wanescent increments? They are neither $nac quanüties, rlor quantüies infmitely small,
nor vet nothing. May we call them the ghosts ofdeparted quantiües'? ... "

Bishop Berkeley in The Anajyst ( a disçourse
adressed to an infidel mathematician )

As críticas dirigidas por Berkeley às deduções dos primórdios do cálculo não
pretendiam contestar seus resultados, apenas apontamm a fragilidade dos argumentos
que os sustentamm. Noções (ou ’'6cções úteis à invenção matemática", segundo Leibniz)
como "tnfinitésimos'’ ou "acréscimos evanescentes'’ não eram conceitos estabelecidos
com suficiente rigor para que sobre eles se erigissem argumentos matemáticos. Foi o
esforço de sucessivas gerações que permitiu que se chegasse à formalização por 8's e õ's
dos conceitos de limite, continuidade e correlatos que fundamentam o cálculo, tal como
o estudamos hoje nos primeiros anos da faculdade.

Entretanto, nos mais variados campos das ciências fisicas e de engenharia, ainda
hoje se argumenta com os mesmos conceitos e métodos criticados por Berkeley. Um
caso exemplar é o da equação de Lagrange para placas finas. A dedução clássica enfrenta
a diâculdade de compatibiüzar as hipóteses cinemáticas de Kirchhoff com a hipótese
constitutiva do material ser isotrópico, supondo certas grandezas pequenas o suficiente
para que possam, assim como os ’'incrementos evanescentes'’, serem desprezados sempre
que necessário.

Uma dedução rigorosa da equação de Lagrange, baseada nos modernos
conceitos da Mecânica do Contínuo foi obtida por Podio-Guidugli em artigos publicados
em [Podio-Guidugli e Vianello, 1992], [Podio-Guidugb e Lembo, 1991] e [Podio-
Guidugli, 1989]. Esta demonstração foi estudada por João Maurício Sapienza que a
apresentou, junto com seus pré requisitos e uma crítica da dedução clássica, como
dissertação de mestrado. O que se segue é uma versão abreviada dessa dissertação.
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1 COLOCAÇÃO DO PROBLEMA E COMENTÁRIOSr

SOBRE A DEDUÇ'ÁO CLASSICA DA EQUAÇ'AO DE
LAGRANGE

O problema que se propõe a resolver é determinar os deslocamentos tIp, 1'P e %',
nas direções dos eixos x, 7 e z resl)ectivamente de um ponto P qualquer de uma placa,
submetida a um carregamento distribuído

p(;'-,y,-h/2) = p(*,y)É. (1.1 )

u, = - zsenoc ; - ztgot = - z
ar
A

A resolução deste problema está baseado nas hipóteses de Kirchhoff, descritas
da seguinte forma, conforme [Timoshenko e Woinowsky-KHeger, 1984] :
Hl) Não há deformação no plano médio da placa.
112) Pontos da placa pertencentes inicialmente à normal ao plano-médio da plac&

permanecem sobre a normal à superÊcie-média da placa após a flexão
H3) A tensão normal na direção transversal à placa pode ser desprezada.

Apesar desta ser a forma mais comum delas serem enunciadas na maioria dos
textos, Novozhilov no §46 do capítulo VI de [Novozhilov, 1953] substitui H3) por :
H3') A distância de todo ponto da placa à superficie-média permanece inalterada pela

deformação
Sendo u, y e w os deslocamentos de um ponto do plano médio, admite-se na

dedução clássica que
00tI V

vp Z
87

„ =/x,y)
Portanto, os deslocamentos de P são dados por

M M
uD = – Z ax

(1.2)

Dos deslocamentos anteriores, chegaremos às seguintes três componentes das
deformações (*)

w/, = w (1.3)

E12 =

aI av
( 1.4)

(+) Os índices 1,2 e 3 correspondem a 1, y e z, respectivamente.
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Na teoria clássica da elasticidade, admite-se que os materiais são homogêneos e
tsc)trópicos, cuja equação constitutiva é da forma

T = 2pE + À(trE)1
1.1 DEDUÇÃO COM A HIpÓTESE H3) : T„ = O

Desprezando a tensão TB conforme hipótese 113), teremos, da equação (1.5)>
T33 = 2pE33 + À( E11 + E22 +E33 ) = 0,

(1.5)

o que nas dará

trE = +(E„ + E„)
2/1 + 2

Vamos supor que& força cê volume Íou de corpo ) 6 seja dada por
Ó=(0,0,6;(x,y,z)).

Substituindo (1.4) e (1.6) na equação constitutiva ( 1.5), teremos
„, 4,a (// + 2 )[ô2w 2 f 82 tv ]]
/11 = – | T + | T | 17
'* 2// + 2 } 812 ' 2(# + 2) lc?)/2 JI

_ 4# (# + 2 )F'?=„ . 2 f ô=w hI

== – 2/1 + 2 | 8),,= T 2(// + 2) l 8l= JI‘
_, 4// LF + 2 ) [ 2// + 2 ( ,?=H, l]
:2 – 2// + 2 | 2(// + 2) l alô), J [

que, levados na 1’ e 2’ equações escalares da equação de equilíbrio
divT + ó = 0 (1.9)

e integrando em relação a z essas expressões, observando as condições de contorno de
um carregamento perpendicular ao plano médio, cujas tensões tangenciais na superfície
de contato da placa com este carregamento são nulas, isto é :

T13(x,y,-h/2) = Ta(x,y,-h/2) = 0
encontraremos as expressões

(1.6)

(1.7)

(1.8)

(1.10)

6 3 = = ( É A w ) ( ; { )

rl a 3 = e ( { A w ) ( ; { )
(1.11)

COMENTÁRIO 1 :
Se tomarmos, por exemplo, a hipótese

matematicamente exata da forma
E13(x,y,z) = E23(x,y,z) = 0

e substituirmos na equação constitutiva dos materiais isotrópicos, (1.5), obteremos então
T13 = T23 = 0, uma vez que T13 = 2pE13 e T23 = 2 FrED , o que contradiz com as
expressões de T13 e T23 encontradas anteriormente em (1.11).

H2) corria urna expressão

Substituindo T13 e T2, na 3a equação escalar da equação de equilíbrio (1.9)
chegaremos a

b = = ( A A w ) ( ; {) – b,(x,y,â (1.12)

e integrando-a em relação a z,
carregamento (1.1 ),

observando as condições de contôrno devidas ao

T33(x,y,-h/2) = - pCx,y) e Tn(x,y,h/2) = 0 (1.13)
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e chamando:

q(x,y) = pcx,y) + J_"=:, A(x,y. z)'# (1.14)

D = 4#(#+2) €
Ip+ 2 12

(1.15)

(1.16)
chegaremos à equação de Lagrcmge,

o n d e A w = 3 + 9 é o E @ /ac\ an 1 o d e )p a

1.2 DEDUÇÃO COM A HIPÓTESE H3') : E33 = 0
Se desprezarmos a deformação E„ ao invéz da tensão T33, teremos trE = E„ +E„

e procedendo da mesma forma como anteriormente,
chamando

D' = (2#+ 2) : (l.15')

também chegaremos à equação de Lat
q(x, y)AA w

D
(l.16')

COMENTÁRIO 2
Substituindo trE = EII +E22 na equação constitutiva (1.5), teremos

TII = (211 + À) EII + ÀE22

T22 = hEll + (211 + À)E22
Tu = À(EII + E22)

o que nos dará

Tn = ( Tl 1 + T22)2#(#+2)*-" -–’
Substituindo na relação acima as expressões de TII e T22 calculadas

hipótese H3'), isto é

2

para a

r1 1 = [ ( 2 p + 2 ) 3 + 2 3 | z

% 2 = [ ( 2 p + 2 ) 9 + 2 9 | z (1.17')

chegaremos a

T„ = – 4(Aw)z

o que também contradiz com a solução de (1.12)
A

Contradições deste tipo ocorrem quando as hipóteses H2) e H3) são
consideradas exatas . Nas deduções clássicas, elas são consideradas hipóteses
aprótimadas .
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2 ViNCULOS INTERNOS

Na mecânica do contínuo, um vínculo interno é uma prescrição restrindndo
possíveis deformações. Na teoria linear da elasticidade tal prescrição é sempre expressa
pela definição de um subespaço D do espaço sym de todos tensores simétricos de 2’
ordem, dado como intersecção de sub-espaços da forma

D„ = { E e sym / A ' E = 0 } (2.1)
onde A é um tensor qualquer, diferente de O e A.E é o produto escalar de dois tensores:
A-E = tr(ATE) .

Exemplos
l)Inextensibilidade

Diz-se que um material é inextenst\'el num ponto x, na direção e, se as únicas
deformações possíveis são aquelas tais que E(1).(e(ae) = 0. Numa base (e,, e, 9 e,) com
e = e3, De fica caracterizado por

E e D, <:9 En = 0
ou seja, o vínculo da inextensibilidade na direção e é dado por

D, = { E e sym / E'(e(ae) = 0 } (2.2)
2) Preservação de ortogonalidade

Um exemplo de vínculo que será importante na dedução exata da equação de
Lagrange é o da preservação da ortogonalidade. visto que a hipótese H:2) nada mais é do
que a afirmação da preservação da ortogonalidade entre as normais ao plano médio da
placa e este piano.

Diz-se que um material preserva a ortogonalidade , num ponto x, nas direções
el e es, se as únicas deformações possíveis são aquelas tais que E(x).(e,®e,) = 0.

Portanto, o vínculo da preservação da ortogonalidade entre as direções 1-3
pode ser escrito

Du = { E e sym / E .(el ® €?3) = 0 }. (2.3)
ou seja,

E e D, <:9 E33 = 0

Quando um corpo possui vínculos internos é necessário fazer-se a
decomposição do tensor das tensões T em duas partes, uma ativa e outra reativa

T = TA + P (2.4)
A tensão ativa é função das deformações do corpo. A reativa tem como

objetivo manter o vínculo interno.
Assumiremos que a tensão P não contribui para a potência das tensões, isto é,

T 'E = O (2.5)
para todo E e D. Já que T': está em DL podemos tomar TA em D.

3 SIMETRIA MATERLAL

Um material se diz linearmente elástico com vínculo 1) se para cada ponto 1
existe uma transformação linear e : D –> D tal que

T" = e [E] (3.i)
O operador e é um tensor de 4’ ordem, chamado tensor c& elasticidade do

material no ponto x.
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Materiais homogêneos são aqueles para os quais e não depende de 1.
Chamamos grupo de simetria do vínculo D ao conjunto

g, := { Q € orth IEe D = QEQT e D } (3.2)
O grupo de simetria do tensor de elasticidade e: D –> D da tensão ativa é

definido como

g, := { Qe g, | Qe[E]QT = e[QEQT] para todo E e D } (3.3)
Vejamos agora qual o g:tIPO de simetria que deve ter o material para que a

hipótese H2) seja satisfeita. Obser /ando o exemplo 2) do capítulo anterior, vemos que o
vínculo da preservação da ortogonalidade nas direções 1-3 e 2-3 é

Dm = { E e sym l E'(el tB e3) = E'(e2 (8 e3) = 0}
o que significa dizer que as componentes E„ e E„ do tensor E devem ser nulas.

No ANEXO A demonstraremos que o grupo de simetria do vínculo DIm é o
conjunto das rotações, de um ângulo a qualquer, em torno do eixo e3 , denotadas por

a
Q (3.5)e3

(3.4)

Por definição, os materiais transversalmente isotrópicos de eixo e3 são aqueles
cujo tensor de elasticidade possui o grupo de simetria

gn= { Q:. € orth | 0 Éa<2n }

Portanto, o material de "maior" grupo de simetria, compatível com o vínculo
DuI) é o transversalmente isotrópico.

(3.6)

4 FÓRMULA DE REPRESENTAÇÃO DO TENSOR DE
ELASTICIDADE DOS MATERIAIS

TRANSVERSALMENTE ISOTRÓPICOS

Proposição:
A fórmula de representação(*) dos tensores de elasticidade de um material

transversalmente isotrópico de eixo e3, sem vínculo interno, é :
8 = s1111(x1(8x1 + x2<8x2 + x4®x4) + sllu(xl<8x2 + x2<axl - x4®x4) + sl133(xl®x3+

x3®x1 + x2(8x3 + x3®x2) + s3333(x3®x3) + 2s2323(x5<ax5 + x6(8x6) (4. 1 )
onde

Xl = el(SeI X4 = é(el®ü + e2®el)

X2 = e2®e2 Xs = à(e@o + e®ü) (4.2)

Xô = L (el®e3 + e3®el)

e (e,, e,, e,) é uma base ortonormal de V3, espaço vetorial euclidiano tridimensional.
Teorema:

’'Se $ é a fórmula de representação dos operadores de sym em sym, com um
grupo de simetria g dado, então a fórmula de representação dos operadores e de D em
D, com o mesmo grupo de simetria, é

X3 = e3<8>e3

e = pD 811)

onde P, é a projeção ortogonal em De 81, é o operador 8 restrito a D."
(4.3),

(*) V,j, d,mon,t„çã, „o ANEXO B
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4,1 COM VINCULO : E13 = E23 = 0
Vamos determinar a fórmula de representação dos tensores de elasticidade de

um material transversalmente isotrópico com um vínculo E„ = E„ = 0, ou seja
/)H2) = {E e sym | X ' E = 0, 1 = 5,6}

Um tensor E e 1)112) na base (4.2), será da forma
E = EllXl + E22X2 + E33X3 + E12X4

O tensor 8 restrito a DIm , isto é, 81, será
SI„ = Sllll(X,®X, + X,®X2 + X4®X4) + S„„(X,®X, + X,®X, - X,®X,) + S„„(X,®X, +

X3®Xl + X2<8X3 + X3®X2) + Sn33(X3(8X3) (4.6)
A projeção ortogonal sobre DHI) é

(4.4)

(4.5)

IP, = a - :1
1=5

xi(ax = xl®xl + x2(9x2 + x3(9x3 + x4®x4 (4.7)

onde Il é o tensor de 4:: ordem em sym, tal que: 11[E] = E para todo E e sym
Fazendo-se a composição como indicado em (4.3), chegaremos à fórmula de

representação dos tensores de elasticidade dos materiais transversalmente isotrópicos,
com o vínculo interno Dtm
e = e, SI, = c„„(x,®x, + x,®x, + x,BX,) + c„„(x,®x, + x,®x, - x,®x.) +

cl133(xl®x3 + x3(axl + x2®x3 + X3<9X2) + Cn33(X3®X3) (4.8)
onde Cijki = S,jH.

Nos artigos [Podio-Guidugli, 1989] e [Podio-Guidugli e Lembo, 1991] os
autores formulam as hipóteses H3) e H31) com a seguinte exigência sobre o tensor de
elasticidade do material, e .

Se T = a[E] então
Tu = 0 O En = 0

Vamos aplicar o tensor E = X, em e, como expresso em (4.8) :
a[E]=cllllXl + cl122x2 +c1133x3

\-ny'=1 bndHJ1--OI 1-nn‘

T TII T22 T33

Como no tensor E = Xl temos E33 = 0, então, pela exigência anterior, temos que
ter T„ = O, o que nos leva a concluir

(4.9)

Cl133 = 0 (4. 10)
e chegamos, finalmente, à fómula de representação dos tensores de elasticidade para os
materiais transversalmente isotrópico, com vínculo interno Z)H2) e que verifica (4.9);

e = c1111(xl<8xl+x2(9x2+x4<8x4) + Cl122(Xl(8X2+X2(8Xl-X4(8X4) + Cn33(X3<8X3)
Chamando

Cllll = 211 + À
Cl 122 1
C3333 = 211 +À’

e substituindo esses valores na expressão de e acima, teremos
e=(2p+x)(xl<9xl+x2®x2+xd8x4)+À(xl®x2+x26>xl-x4(8x4)+(2p+À')(x3®x3)
4,2 COM VÍNCULO : EIS = Em = Em = 0

Adotando-se a hipótese H3') ao invés de H3), a inextensibihdade das linhas
perpendiulares ao plano médio indeformado da placa (ao longo da direção e,) pode ser
representado pelo vínculo,

(4. 1 1)

(4. 12)

DI53.1 = {E e sym | X, ' E = 0}
e portanto, o vínculo para a placa que satisfaz H2) e H3') é :

D = 1)112) n DH3D = {E e sym | X ' E = 0, / = 3,5,6}
Pelo mesmo raciocínio anterior, chegaremos a

(4. 13')
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$11> = sllll(xl(axl + x2®x2 + x4®x4) + sl122(xl(8x2 + x2<8x1 - x4(8x4) +
Sl133(X3®Xl + X3<8X2)

pois neste caso um tensor E e 1), é da forma E = E„X, + E„X2 + E,2X, .
A projeção oüogonal sobre D será

P,, = Xl(8>Xl + X2®X2 + X4®X4
Fazendo-se a composição e = p,81, como indicado em (4.3) teremos

©1 = Cllll(Xl®Xl + X2(8X2 + X4®X4) + Cl122(Xl(8X2 + X2®X1 - X4(8X4)
Substituindo os valores de Cllll = 211 + À e C„,2 = À, chegamos a

e1 = (211 + h)(xl(8xl + x2®x2 + x4(8x4) + À(xl®x2 + x2®xl - x4®x4)

(4.14')

(4. 151)

1

(4. 16’)

5 DEDUÇÃO DA EQUAÇÃO DE LAGRANGE SEGUNDO
PODIO-GUIDUGLI

Vamos então determinar os deslocamentos u,, v, e w, de um ponto P qualquer
no interior de uma placa, submetido ao carregamento distribuído, expresso em (1.1).

Ao contrário da dedução clássica que admite o material como sendo isotrópico,
vimos no capítulo 3 que o material que satisfaz a hipótese 112) terá que ser
transversalmente isotrópico.

Esta hipótese H2) tomada como uma relação matemática exata, expressa como
E13(x,y,z) = En(x,y,z) = 0, implica

4 + @ = o e A + AP, = 0
az zh az 87

5.1 DEDUÇÃO COM A HIpÓTESE H3) : T„ = O
Conforme (4.9), isto é, T„ = 0 <:> E„ = 0, temos

E33 = c7wr = 0
ia77

A solução do sistema de equações diferenciais (5.1) e (5.2) é
Pw

11 = – z J+ zraI
8pp

L+ v
VP a)
„,, = t„(x,y)

(5.1)

(5.2)

(5.3)

onde a = 11(x,y) e y = v(x,y), Fazendo z = 0 nas equações acima, vemos que u, v e w são
os deslocamentos do plano médio M.

Pela hipótese HI), temos
E11(x,y,0) = @ = 0

81

E„(x,y,0) ='» = 0
av

E:=(x,y,0) = ;(?+ : | = 0
Logo, u = al - By e v = a2 + px, onde a,, a, e B são constantes, ou seja

[ ] [ ] [;–."1[ 1zd ar1 1
+

V ar y
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isto é u = Un + W[x-x.] onde W é um tensor antissimétrico.
Portanto, o campo de deslocamento no plano médio é um deslocamento rígido

infinitesimal .
Observando (5.3) vemos que, da mesma forma como na dedução clássica, o

problema recai em se determinar apenas os deslocamentos w do plano médio
Levando (5.3) ao tensor das deformações infinitesimais E = 1/,(Vu+VuT),

chegaremos à matriz
a 2 w
ax 2

82 w

aI ay
é92 w

ay2
[E] = - z (5.4)

sim . 0

Aplicando este tensor E na fórmula de representação (4.12), temos

2// ô;r+2Âw 2// ( 2 : oN ’ alõy
[T"] = - z (5.5)

StIll

De (2.5) concluímos que

“.=[„:.[

0

+ Z

+

Logo, de (2.4) segue-se que

„=[:: 1 iI*[,:
Substituindo os valores das tensões ativas, de (5.5), nas duas primeiras equações

escalares da equação de equilíbrio (1.9), teremos

]

[

Í:: e5::: duI1c:::a[:::=:e a: t: 17 ?ioP ; 1r:1 1 ?[: 5 : ti: t : é:: o n !}f(e:) : :c;/nJ)o:r1 b (:) : Ti/:s) 113 ;

[ [9 = 7 ]
]9 = 7 ]

( =z(
(

(2#+2)

[
) ( =(2#+2)T2 /1 3 + J111l T

)

=z

) 2pX )

(2#A (2bl # + 2 T =(2#*2)T‘

zF- w / w

=+Tv

))
(2#+2)

z? W z? W

#+M

0 (5.6)

teremos

1 2 9 = 4 : o = !/ 2 [ ( 2 p + 2 ) T z ] 161|EZ = ( 2 p + 2 ) T ( : : )
j/29= e –o= _1/2[(2#+ 2)T;]d =(2#+ 2) T(;–{)
Levando esses valores na terceira equação escalar da equação de equilíbrio,

lembrando que T33 = O, chegaremos a
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1(71qJ1 1+ 1o11|E{

â @ # + 6 3 = ( 2 # + 2 ) 3 ( ; { ) + ( 2 # + 2 ) 9 ( ; : ) + o + 6 3 = o

ou seja
l

(2.p +2)r 9– : }AAw + b, (1, y, z) = o

Integrando a equação acina na direção 7, de -/?/2 a 1l12, teremos

ep + 2)L.AAw + /:::2 A(x,y,7)6& = o
Chamemos: D = (2H + À,,/23/12
O segundo termo do lado esquerdo de (5.8) é q(x,y), quando pCx,y) = 0, o

que é de se esperar, visto que a hipótese H3) afirma que T„(x,y,z) é sempre zero,
inclusive no plano 7 = - h/2, o que só será possível se pCx,y) = 0.

Substituindo D e q(x,y) em (5.8), chegaremos à equação de Lagrange

(5.7)

(5.8)

Mw =

5.2 DEDU(,'ÃO COM A HIPÓTESE H3') : E„ = O
Neste caso, como o vínculo é E13 = E23 = E33 = 0, então, na matriz do tensor E,

como expresso em (5.4), a componente E„ = 0 é devido ao fato de ser um vínculo e de
(2.5) concluímos que

0

0

Logo, de (2.4) segue-se que

-'=[::. :; : 1*[.:.
Agora, ao substituirmos {f e E: na 3’ equação escalar da equação de

equilíbrio, a expressão (5.7) tomará a seguinte forma:

(2#+2)({– {
Da mesma forma, integrando a expressão acima em relação a z, de -/2/2 a /z/2,

levando-se em conta as condições contorno (1.13), teremos

o * ,(*,,) * J_”=:, ”,(*,,,')* = (2„*')LAA"

}Ar+ o033 + ACr,),,,z)= 0&

-v-–#

(5.6’)

(5.7')

q(*,y)
e chegaremos também à equação de Lagrange

D
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6 ANEXO A
r

GRUPO DE SIMETRIA DO VINCULO E13

Proposição:
o grupo de simetria do vínculo Dnb = {E e sym{ E'(el ® e3) = E'(e2 @ e,) = O}

é o conjunto das rotações {Q:. }
Demonstração :

Seja &>„> o grupo de simetria de DIV) e {Q:3 } o conjunto das rotações em torno de e,

1) {Q:'3 } c go„„ = { Qc orth IEe DuI) 3 QEQT e /JH2) }
Sabemos que a matriz de Q:;* numa base orto-normal positiva (el,e2,e,) é

„;,=[–:,:; 1
onde c = cosa e s = sena

Seja Q = Q:=. e E simétrico. Temos

:""'=[:':;]['';=:{i][:{;]1-„:“!:?§;;,- -*;ii:'- ;:::=1
Se o tensor E pertence ao vínculo DH21 , ou seja, suas componentes E„ e E„ são

nuías, então, a matriz acima nos mostra que a-féomponentes
QEQT„ = CEn + sEu = 0
QEQT„ = -sE\3 + cEu = 0

para qualquer rotação a e por isso QEQT também pertence ao vínculo DIn) .
2) g„,, c {Q:, }

Para mostrarmos que um Q e &m, é igual a Q: , numa base pré-fixada, teremos
que ter para todo Q

Q13 = 031 = Q23 = 032 = 0 e Qu = 1
A nossa matriz (2EQT , para um E contido em DHI), será

lo11 o12 o131 FEll 42 o | FaII al o311

[QEQT]=!a, a, o„ IIE„ E„ o IIa, a, a, 1=
jg„ o„ e„]l o o E„ ljg, a, a, 1

[PllE11 + Q\2E\2 Q11E 12 + Q\2Ein Q\3E33 l[a1 o21 Ql]
= | QuE\\ + QuE\2 QuE\2 + QnEn QuEm ll a, e„ a, | =

l e o e a r R n r e e e p p p p R n n n R + + + + o a + 9 9 a a p e H o e Jl o13 e23o331

[....„ „„.. (011l:11 + Q lzEll )031 + CQ\ IE 12 + Q\zEn )032 + (e33E33 )o13 ]

= | ...... ...... (e„'„ * e„'„ )a, * (a,'„ * e„;„ )e„ * (a,'„ )o„ l

Como as componentes QEQT„ e QEQT„ do tensor QE:QT são nulas, visto que
QEQT está contido em DH„11» podemos reescrever as duas equações acima do seguinte
modo:

(QllQ31)E11 + (Q12Q32)E22 + (Q13Qn)En + (Q12Q31 + QllQn)E12 = 0
(Q21Q31)EII + (Q22Qn)E22 + (QnQ33)E33 + (Qu(231 + Q21(232)E12 = 0

Como essas equações são dois polinômios nulos, para quaisquer Eu temos:
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Q11Q31 = Q12Q32 = Q13Q33 = Q12Q31 + QllQz = o
Q21Q31 = Q22Q32 = QnQ33 = Q22Q31 + Q21(232 = 0

Relembrando as propriedades de um tensor Q pertencente a orth :
Se à = (el,e2,e3) for uma base ortonormal, então

1) Q[':]-Q['i]=0 i# j i,j=1,2,3 e 2) IIQ[':]El=1 i=1,2,3
Em outras palavras, a propriedade 1) nos diz que os vetores coluna (ou linha)

da matriz do tensor são ortogonais entre si e a propriedade 2) nos afirma que esses
vetores tem módulo 1

Por isso, Q31 = Q32 = 0, pois caso contrário, Qll = (212 = Q21 = Q22 = 0 e
Q„ = Q„ = 1 e então produto escalar do vetor linha-1 com o vetor linha-2 da matriz de
Q não é nulo, contradizendo a propriedade 1), isto é, 11 12 = 1.

Como o módulo do vetor linha-3, II 1, ll = 1, então Q„ = 1.
Novamente, pela primeira propriedade

11 • 13 = 0 implica em QllQ31 + Q12Qu + Qt3Q33 = 0
12 • 13 = 0 implica em Q21Q31 + Q22Q32 + QnQ33 = 0

o que nos permite afirmar que Q13 = Qa = 0, concluindo a demonstração.

7 ANEXO B
r

FORMULA DE REPRESENTAÇ'AO DO TENSOR DE
ELASTICIDADE DOS MATERIAIS TRANSVERSAL-.

r P

MENTE ISOTROPICOS , SEM VINCULO INTERNO

Antes de iniciarmos a demonstração da fórmula de representação, vejamos a
seguinte identidade apresentada por Gurtin em [Gurtin, 1972, §2 1, p. 74]
Proposição:

Para todos vetores a, b, c, d e o tensor Q pertencente ao grupo de simetria g,
definido em (3.3), temos:

sym(a<8)b) - e[sym(c<Bd)] = sym(Qa®Qb) . e[sym(Qc®Qd)]
Demonstração : Para qualquer vetor v, temos: Q(at8b)QTv = Qa(b'QTv)
Mas, pela definição de tensor transposto, veja [Gurtin, 1972, §3, p.6], b'QTv = Qb'v
Portanto, Q(ac8b)QTv = Qa(Qb.v) = (Qa(8Qb)v, ou seja, Q(a®b)QT = (Qa®Qb)
Como sym(a(gb) = 1/2(a cab + bc8a)
Então Q[sym(a(Db)]QT = Q[1/2(a(8>b + b<Da)]QT = 1/2[Q(a<gb)QT + Q(bcDa)QT] =

= 1/2[(Qa®Qb) + (Qb®Qa)] = SW(Qa®Qb)
Como Q e g, e[sym(Qc®Qd)] = e[Q{sym(c<ad)}QT] = Qe[sym(c®d)]QT
Fazendo-se o produto escalar dos termos extremos das duas linhas anteriores, teremos:
Q[sW(a'8b)]Q’ Qa[syn1(c'gd)]Q’ = SW(Qa'8Qb) e[sw(Qc'8Qd)1 =

(B.1)

11

tr{QIsw(a'ab)]Q"Qe[sw(c'8'D]Q’) = tr{QQ’QQ"lsw(a'8b)]e[sw(c'8d)]} =
= tr{ sym(a®b)e[sym(c(Bd)]} = sym(ag>b) . e[sym(c(ad)]

o que demonstra nossa identidade (B. 1).
Esta identidade nada mais é do que afirmarmos que a fórmula de representação

de um material não depende da base adotada, pois se ó = {el,e2,e3} e õ' = {el’,e2',e3'} são
duas bases ortonormais tais que e,' = Qe, e Q e g, então os coeficientes da matriz [e]
nessas bases serão
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C',,„ = sym(e,'(Be,') . e[sym(e,'(Be,')] = sym(Qe,<8Qej) . e[sym(Qek(80el)] =
= sym(el®e,) . e[e,(ae,] = C,,„,

Proposição :
A fórmula de representação dos tensores de elasticidade de um material

'transversalmente isotrópico, sem vínculo interno é:
$ = sllll(xlcaxl + x2(8x2 + x4(8x4) + sl122(xl®x2 + x2®xl - x4<8x4) + sl133(x1(8x3+

x3(9x1 + x2®x3 + x3(9x2) + s3333(x3®x3) + 2s2323(xs(axs + xd8x6) (4. 1 )
Demonstração :
Um tensor simétrico $ na sua forma mais completa é expresso da seguinte maneira:
8 = s„„(x,®x,)+s„„(x,®x,+x,®x,)+s,13,(x,®x3+x3®xl)+Ne sl112(xl®x4+x4®xl)+

ü s„„(x,®x,+x,®x,)+Jãs„„(x,®x,+x,®x,)+s2222(x2®x2)+s2233(x2®x3+x,®x,)
+J5s„„(x,®x,+x,®x,)+Jãs„„(x,®x,+x,®x,)+ós22„(x,®x6+xó®x,)+s„„(x,®
x,)+Jãs„„(x,®x,+x,®x,)+as„23(x,®x,+xs®x3)+õs3313(x3®x6+x6®x3)+
2S1212(X4<8X4)+2S1223(X4(8X5+X5(8X4)+2S1213(Xd8Xó+X6(8X4)+2S2323(X5®X5)+
2Sn13(X5(8X6+X6(8X5)+2S1313(X6(8X6)

visto que, por definição, Si,11 = sym(&®e,) . $[sym(ek<Ba)]
Como vimos em (3,6), um material transversalmente isotrópico possui como

grupo de simetria o conjunto das rotações em torno de um eixo (escolheremos e3).
Vamos girar o referencial ern torno de e, e aplicar na identidade (B. 1 )
Para a = n : Q“e, =– e,

O’e. = – e.
O"e, = e,

Levando esses valores em (B. 1 ), teremos
Sl123 = Slli3 = S2223 = S2213 = S3323 = 53313 = S1223 = S1213 = 0

Para a = x/2 : Q”/2e, = e,
Q’oe, =– e,
Q42e3 = e3

(B.2)

Levando novamente esses valores em (B .1),
Sllll = S2222, Sl133 = S2233, Sl112 = - S2212, S3312 = - S3312 = 0, S2323 = 51313, S2313 = - S2313 = 0

Para a = n/4 :
Q”'e, = É( el + e, )

() 4 4 e 2 = R ( e1 1F e2 )

Q@e3 = e3

Mais uma vez, levando esses valores em (B. 1 ),
S1112=1/4(-S1111+S1112-S1121+S1122-S1211+S1212-•'S1221+S1222-.S2rll+S2112-S2121+S2122-S2211+S2212-'S2221+S2222)

Como $ é simétrico, isto é: S,,„ = Sjw = S,,„ = S„j e da 1’ relação calculada
quando fizemos a = n/2, ou seja, Sllll = Sua , teremos

S,112=%(-S ll+S2212-S2221+S2222)
b--n,U' b–H.’ b–=,F–a‘

o | o o l o

Srr12 = %(-Sr21r+S1222-S21rl+S2122)

Observando também que, ao fazermos a = n/2. encontramos Sz12 = - Sl112, então
Sl112 = 1/4(- 481112) o que implica
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Sl112 = S2212 = 0

Finalmente.
S„„ = %(S„„-S„„+S„„-S„„-S„11+812„-S„„+S„„+S„„-S„,2+S2121-S2122-S2211+S2212-S2221+S2222)iI \ __ + II it \ ___. / 11 it Ii

0 = 0 0 = 0 Sl122 0 0 Sllll00

S1212 = 1/â(2Sllll - 2Sl122) = %(Sllll - Sl122)

Substituindo em 8, concluímos a demonstração, ou seja,

$ = s1111(x1(8x1 + x2(ax2 + x4(ax ) + si122(xl®x2 + x2(axl - x4(8X4) + Slln(XIC8X3+
X3®Xl + X2®X3 + X3<8X2) + S3333(X3(8X3) + 2S2323(X5(8X5 + X6t8X6)
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