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I. Preliminares

Quem vé pela primeira vez a definicdo de medi-
da fortemente aditiva (Definigao l(b)), imediatamente se pergun
ta sobre a necessidade de tal conceito: afinal, existem medi
das fortemente aditivas e.ndo 0-aditivas, seja em dlgebras ou
em d-algebras? A resposta é afirmativa, e o objetivo desta
nota & apresentar exemplos simples de tais medidas. Usamos
definigdes para medidas a valores num espago de Banach X, mas
os exemplos serdo dados para X = R.

DEFINICEO 1. Sejam ©? um conjunto, A uma adlgebra de subconjun
tos de {1, e X um espago de Banach.

1(a) Uma funcdo F: A + X & uma medida (finitamente adi-

tiva) se para A,B € A, com ANB =9, tem-se F{AUB) =F(A) +F(B).

1(b) Uma medida F:A + X & fortemente aditiva se para to

da seqliéncia {En} em A, de elementos dois a dois disjuntos,
tem-se {F(En) convergente.
n
1(c) Uma medida F: A = X & g-aditiva se para toda se -
qliéncia {En} em A, de elementos dois a dois disjuntos, tal

que LIllEn €A, tem-se :Z‘F(En) convergente para F( HED) .

OBSERVAGOES 2.

2(a) Em 1(b) e 1(c), na verdade, a série ZF(En) é incon
n

dicionalmente convergente, isto &, para toda permutacdo

" N +nw, iF(En(n)) & convergente, como & ficil ver. Lembra
n
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mos que para X = R a convergéncia incondicional € equivalente

a convergéncia absoluta,

2(b) Quando A & uma o-3lgebra, uma medida c-aditiva defi
nida em A é também fortemente aditiva. Nas secdes II e III
mostraremos que a reciproca nio vale, tanto em uma dlgebra co
mo em uma g-algebra.

2(c) Medidas fortemente aditivas aparecem naturalmente
em teoremas de representacdo de operadores fracamente compac-
tos, definidos em espacos C(K) ou L_(u), a valores em X. Pa-
ra o leitor interessado neste assunto recomendamos a monogra-
fia "Vector Measures", de J. Diestel e J.J. Uhl Jr, AMS -
Surveys n@ 15, Providence, RI, 1977.

2(d) Existem diversas formulagdes equivalentes a 1l(b) e
a l(c). Usaremos, em particular, que uma medida (finitamente
aditiva) F: A + X é o-aditiva se e somente se para toda se-

qliéncia decrescente {En} em A tal que {}Bn € A, tem-se

F( R En) = lim F(En), cuja demonstracao & analoga ao caso es-
n
calar.

DEFINICAD 3. Seja @ um conjunto nao vazio.

3(a) Uma familia ndo vazia F de elementos de P () & um
filtro em Q se

(1) p¢F ;
(ii) AeF, BeP(l), A=B =»B € F;
(iii) A,peF —a NBeEeF.

3(b) Uma familia U de elementos de P{QR) & um ultrafiltro
em 2 se U & um filtro que satisfaz

(iv) A eP(R) —AelU ou A e U,
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0BSERVACOES 4.

4(a) Se F € um filtroem 2 e A,B € P(R), comA n B = @,
entdo, dentre A e B, no maximo um pertence a F. De fato, se

A,BEF, entdo ® = AN B € F, por (iii), o que contradiz (i).

4(b) O "ou" de (iv) é exclusivo. Basta aplicar 4(a) pa-
c o
ra B =A".

4(c) Se U & um ultrafiltro em @, A €l e C = A, entio
C ¢ u. Pois, se C € U , por (ii) teriamos A° € U, o que con -
tradiz (iv) e 4(b), ja que A € U.

4(d) Se U & um ultrafiltro em R e A,B ¢ U, entdo AUB ¢ U.
De fato, por (iv), a%,B% € U; por (iii), (a U B} = a%p8ecu
e por (iv) e 4(b), A U B ¢ U.

II. Uma Medida Fortemente Aditiva e Nao 0-Aditiva

numa algebra

0 conjunto
Y = {£: 10,1] —R: f & limitada e existe £(0")}
é um espaco vetorial e || £]] = sup{lf(t) | : £€]0,1]}é uma normaem Y.

Definindo y*: ¥ + R por y*(f) = f(0+), para to

da £ € ¥, temos que y* & linear e continua, pois

ly*1£)] = |£(0*)| s ||£]|. para toda £ € Y.
PROPOSICAO 5. Sejam @ = }0,1] e A a algebra em P (Q) gerada
pelos intervalos da forma ]a,b]. '

{(a) Se E € A, entao XE € Y.

{b) Definindo F: A = R por F(E) = y*(Xg), para todo
E & A, temos que F & uma medida fortemente aditiva.
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{c) A medida F, definida como no item (b), nio & o-adi-

tiva.
Prova.

(a) Claro que Xg é limitada, para todo E€ A.
n
Se EEA ,entio E=¢ ou E= U]a b_], onde
k=1 k’'"k

os interva los ]ak'bk] sdo dois a dois disjuntos.
Se E = ¢, entao XE =0 e XE e Y.

n
;:a]ak'bk]’ podemos supor bk < a . bara

Se E

1 $ k € n-1, reordenando os interva los ]ak,bk], se necessario.
Se a, = 0, xE(0+) =1 e se a; > O,XE(0+) = 0. Em qualquer ca-
so, Xg € Y.

(b) Por (a), a funcao F esta bem definida. Também, F &
uma medida (finitamente aditiva), pela linearidade de y*.

Seja {En} uma seqliéncia em A, com elementos dois a
dois disjuntos.

Se existir n, € N tal que inf En = 0, entdo
o
En > ]0,b], para algum b > 0 e temos F(En ) = 1. Sen = n,.
o o
inf En 2 b >0, pois En n Eno = @, e assim F(En) = (0. Por -

tanto gF(En) = 1.

Se ndo existir tal n_, entdo inf E, >0 eF(E)=0,
para todo n € N. Assim, {F(En) = 0.
n

Em qualquer caso, ZF(En) € convergente e F & forte
-n
mente aditiva.

(c) Consideremos En = ]é%y;ﬁ%il, para n € N,

Entdo E_e A, para todo n € N, 1-:1' n E; =@ seixj, e
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U E, =10,1] € A, Mas, como visto na prova de (b), XF(E5)=01
n n
ja que inf E >0, para todo n € N, enquanto que

r(-%zn) = F(]0,1)) = 1. Portanto F(lx!lEn) ® :Z;F(B“) e F nio é

g-aditiva. . . A

III. Medidas Fortemente Aditivas e N3o o-aditivas

O-aditivas em c-3lgebras

Nesta segao, vamos mostrar que, se 9 & um con
junto infinito, sempre existe uma medida fortemente aditiva Fo
definida em P(f)) que ndo & c-aditiva. Essa medida F, serd de
finida através de um ultrafiltro em 2 que tem uma certa pro -
priedade.

Comecaremos mostrando que qualguer ultrafiltro
em 2 define uma medida. fortemente aditiva.

PROPOSICAO 6. Sejam 2 um conjunto ndo vazio e U-um ultrafil
tro em . A funcdo F: P(R) - {0,1} , dada por

1 se EeU ,
F(E) =

0 caso contrario,
& uma medida fortemente aditiva.

Prova. Observemos inicialmente que F esté_bem definida, pois
U é& um ultrafiltro.

Dados A,B € P(2), com AN B = @, temos dois casos a
considerar, A€ lUe B¢ U e A,B@ U, jid que o caso A,BE U
estd excluido, pela Observagio 4(a).

Se A€lUe Be@€U ,entdioAUBEU , por (iii),e
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F(AUB) =1 1 +0=F(A) + F(B).
Se A,B § U, entdo A U B § U, pela Observacao 4(d), e

F(AUB) =0

0+ 0 =F(A) + F(B).

Logo, F & uma medida (finitamente aditiva).

Seja dada uma seqgfiéncia {En} em P(Q) com elementos
dois a dois disjuntos.

Se existir n € N tal que E €U, entao, para

n
o)
c . _ s
n=n, En = Eno » Pois E_ N Eno = @, e pela Observacao 4(c),
En ¢ U . Neste caso, F(Eno) =1 e F(En) =0 sen= no, de

modo que JF(E ) = 1.
n

Se ndo existir tal n_, entdo E ¢ Ue F(E ) = 0,
para todo n € N, donde ZF(En) = 0.
n

Em qualquer caso, ZF(En) & convergente e portanto

P & fortemente aditiva. h 0

A seguir, vamos mostrar que para todo conjunto
infinito @ existe um ultrafiltro U, em @ que possui uma pro -

priedade especial, e que esse ultrafiltro define uma medida
que nao & oO-aditiva.

PROPOSICAO 7. Seja f um conjunto infinito.

(a) Existe um ultrafiltro Uo em @ tal que existe uma se
fiéncia de -
qliénc crescente {En} em U_, com 2 E, = 0.

(b) A medida fortemente aditiva Fo' definida, como na

Proposigao 6, através de U,, ndo & o-aditiva.
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Prova,

(a) seja @, = {ml,mzf.--}'c=ﬂ, com w, *w. se i = j,
e consideremos o filtro Fo ={aerP@: a® n no é finitol} .

Por um procedimento-padrdo, usando o Lema de Zorn,
i ==
ultrafiltro Uo, com Fo uo.

existe um

Definimos E = QS\{NI,...,mn}, para todo né€ N.
E claro que (En} & decrescente, com NE, = 9.

o c
Além disso, B~ 0 A = {wl,...,wn} + de modo que E_ € FoSU,,

para todo n € N.

(b) Para a seqfléncia {En} do item (a), temos F (E) =1,
para todo n € N, e portanto limFo(En) = 1. Mas
n

F.{ g E ) = FO(Q) =0, pois ¢ ¢ ug,-

Assim, F (AE) =0 =1 ='1im Fo(E), e portanto
F, ndo & 0-aditiva,pela Observacio 2(d). a

EXEMPLO 8. Seja 9 = N. Tomando Qo = {1, a construcdo da Pro-
posicdo 7 nos da um ultrafiltro Uo em P(N)}, que define uma me
dida F_ em P(N) que & fortemente aditiva mas ndo & c-aditiva.

A seqfiéncia {En} neste caso & dada por E_ = {m € N: m > n},
n € NW.



