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IMAGENS INVERSAS DE ALGUMAS APLICA<;:OES FECHADAS 

Maria Stella Castilla 

I) INTRODU<;:AO 

Nosso proposito e generalizar alguns resultados de 

vidos a K. Morita, [2], e. a Y. Tanaka, [3]. Esses resultados ja 

sao generaliza9oes do teorema Stone-Morita-Hanai. t ban explicar 

que por generaliza9ao estamos querendo extender alguns . resulta­

dos a cardinais regulares quaisquer. 

II) DEFINiyOES PRELIMINARES 

rn-cardinal infinite 

·DEFINICAO 1 - Um espayo topologico e m-compacto se todo subcon­

junto de X de cardinalidade· m possui um ponto de acumula~ao. 

DEFINICAO 2 - Um espayo topologi.co X verifica a propriedade Gm 

sea inte~se9ao de urna familia de cardinalidade rn de abertos for 

urn aberto. 

n-cardinal regular. 
- . DEFINI<;:AO 3 - Urn espa90. topologico X e n-Frechet se dado Y::: X e 

p £ y existe uma n-seqtlencia ~Psl s < n Ps E y, vs < n, convergindo 

para p. 

III) TEOREMAS 

TEOREMA 1 - Seja f uma · funyao fechada·, continua e sobrejetora 

de urn espa~o paracompacto X, localmente rn-compacto, Hausdorff 

em urn _espa90 Y. Seja Y
0 

o conjunto assirn definido 

f-l(y) nao e rn-cornpacto} sendo rn urn car-
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dinal regular. 

Entao se X satisfaz a propriedade G , com p < m, Y e um subcon-
p 0 

junto fechado e discrete de Y. · 

DEMONSTRA(;A'? - :I:': suficiente mostrar {f- 1
(y) I y c Y } e uroa cole-

o . 

~ao discreta de conjuntos fechados em X. Para tal, vamos mos-

trar que_ dado C, um subconjunto m-compacto, C intercepta semen-
. -1 

te uma quantidade < m de conjuntos f (y) , y , Y . Isto e sufi­o 

ciente uma vez que X satisfaz Gp, para p < m. Suponharoos, por 

absurdo, que exista u.roa faro.ilia (x ) < tal · que: a a m 

Como Ce m-compacto, existe um ponto de acumula~ao x* da .faro.i­

lia (x ) < . Podernos, claramente assumir f _(x*) ;,, y , Va. < m, pois a a m• . a 

se f ( x ) = y- para a_ lgum a < m e so subs ti tuir a faroilia ( x. ) . * a aa.<m 

Sendo f(x.)= y*' temqs 

Provernos ( 1) ,• Para tal suponharnos, per absurdo, que y* £ y - y . 
: 

Entao -1 
f (y *' e m-compacto. Como X e localmente rn- cornpacto, exis 

o::,n::junto e -1 . 
te urn aberto L tal que L ro-coropacto e f (y*)c_L •. 

Aqui e iroportante a hipotese de regularidade de m para garantir a 

. existencia de um tal L. Se fizerroos M= Y - f (X - L) entao M e con 

junto aberto ~e Ye tomernos 

E £-1 (y*) C f - l(M) CL. 

O ponto x* e ponto de. acumula~ao de (xa) a < m e portanto 
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-1 - - -1 -1 
.. x; c f (M) para algum n, n < m. Portanto para n, f (y;) c f (Ml-= L • 

. -1 
Logo f (y-) e m-compacto, mas isto contradiz a hipotese que 

Cl 

Yat yo' \l'Cl<m, e (1) esta provado. 

Sendo X paracompacto e localmente m-compacto exis­

te urna cobertura aberta, iocalm~nte finita { G
8

1 S t n} de X tal 
. -1 

que Ga e m-compacto para cada a. Pondo-se r= {a I G5 nt (y*) ·.: ¢ : 

tem-se Ir I~ m pois f- 1 (y*) nao e m-compacto. 

Seja G= Ll Ge' G e aberto. 
B € r . 

-1 -1 
Portanto V

0
= Y - f(X- G) e aberto e f (y*) cf _(V

0
) c G. 

) f-1 ,v ·) ·a 
O conjunto .~os po;11tos (xn Cl < m que pertencem a 4 0 

, J que 

X e T
1

, tern cardinalidade· -m. 

Denotemos essa famil..:..a por (x · ) Entao x* e o.B e < m. 

pontc de acumula9ao de (xa ) e < m· 
. e 

Seja D= {y Cl 
. e 

Como· x t _f-l (V
0

) 

Cle . 
c f-l (V ) c G, \76 < m. 

0 

temos 

Portanto 

Podemos achar, por indu9ao transfinita pontos: 

p < m. 

Como f -l(ycx nao e m-compacto podemos garantir que: 
p 

-1 n f (y ) (X -
exp 
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para qualquer quantidade p de conj untos GY, y c r. 

Como x' ( G e yp~ yq para p ~ q e 
exp YP 

{G I Y ( r} e localrnente finita. Portanto, sua irnagern D, · .pela . y 

f, e fechada. Mas y
0 

( D--D, o que e urn absurdo . E o teorerna 

esta dernostrado.' 

TEOREMA 2 - Com as rnesrnas hipoteses do teorerna 1, seja 

Y1= {y E Y I ai-1 (y) nio e rn-cornpacto} 

(af-l(yl_~ f-l(y)r1 ·cf-l(y) l. 

Entio Y - Y 
1 e localrnente rn-cornpacto. 

1 

■ 

DEMONSTRA<;AO - Seja y t Y - Y 
1

• Entio af-l (y) e rn-cornpacto. Como 

Xe localrnente rn-cornpacto existe urn aberto L tal que: 

at"-1 (yl C L e L e m- cornpacto. 
0 

f-1 (y) 
~ 

Seja U.= LJ L= f-l (y) LJ L, logo u e abC::rto. Sendo 

V= y - f(X - U) entao .Ve aberto em Y e f- 1 (y) c f-·1 1v) c u, don 

de y € v c f ( u) = f ( L) LJ { y } • . . 

Portanto Ve rn-cornpacto. • 
• 

TEOREMA 3 - Corn as mesrnas h'ipoteses do teorerna 2, podernos pro­

var que o £echo ne qualquer vizinhan~a cie y nio e rn-cornpacto, p~ 

ra todo y E Y 1 . 

DEMONSTRA<;AO - Suponhamos que y1 E. Y 1 e tal que possui urna vizi 

-1 nhan(i:a, w, corn w rn-compa·cto .af (y 1 ) nio e rn-compact6. De acordo 

com o teorema 1, o conjunto F , definido abaixo e fechado em X. 



Seja v 1 a vizinhan¥a de y
1 

assim obtida: 

Como v1 c ·w, v
1 

e m-compacto. 

-1 ~1 -1 
Uma vez que a.f (y

1
) c f (v

1
) e af (y

1
) nao e 

m-compacto; existe uma familia localrnente finita (G} r de 
0. 0. € 

oonjtmtos abertos em X tal que: 

a) af-1 (yl) c • 1-1 G 
Cl 

Cl f. f 

b) lrl ~ m (Se todos os r tivessem cardinalidade 

-1 . 
af (y1 ) seria rn-cornpacto, absurdo). 

c) G 
Cl 

d) G 
Cl 

-1 
C f (Vl) , Va ( r 

-1 n a f ( y ;I.} :ae ¢ , Vo. c r • 

Em vista de d) podemos escolher para qualquer a€ r, 

n G • a 

Sendo a familia (G) r localmente finita, cada ponto 
O.C1€ . 

LJ 
a ( r 

G parte apenas a urn numero finito de G' s. 
C1 Cl 

< rn, 

de 

Podemos portanto, se necessario, escolher urna s ubfamflia de 

(x) · r' a saber (x ) r', tal que: 
C10.€ . 0.Cl( 

Ir' I= m, e se 8 .e 8' isto irnplica em x 8 :ae x 8 , , corn 8 e 8' em r '. 

Logo A: u · {x · } e fechado, dis ere to e tern cardi nalidade 
O.(f' a 

m. 

Par outro lado vamos mostrar que IAI < m. Como v1 e m-cornpacto, 

f(A) e discreto e f(A) ~ v1 , f(A) precisa ter uma quantidade 

., 

r 

I 
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P < m de pontos. Portanto !Al < rn, absurdo. -
TEOREMA 4 - Seja f : X - Y uma aplica9ao fechada, sobrejeto-

ra e continua. Xe paracompac:to e Ye localmente m-compacto. 

- -1 Entao para todo y ( Y, af (y) e m-compacto. 

OBSERVAGAO - Antes de exibir a demonstra9ao do teorerna e born 

observar que X nao e necessariamente localrnente rn-cornpacto. Se­

ja X um espa90 que nao e localrnente rn-cornpacto. Seja Y= {p} urn 

conjunto unitario corn a topol.ogia caotica (unica possivel). Seja 

f : X y 

a aplica9ao cons tan te. f ( x l = p, Vx E x. Ternes todas as condi9oes 

· do teorerna 4 . 

DEMONSTRAGAO DO TEOREMA 4 - Sup~:mhamos, por absurdo, que existe 

-1 -y E Y t.q. ;)f (y. ) nao e m-c:ornpaCtO. 
0 0 

. -1 
lia (xa)a < rn com xa Ea£ . (y0 ), va < m, 

Portanto existe uma fami­

que _nao pos~ui ponto de 

acurnula9ao. Como Xe paracornpacto existe uma farnilia discreta 

de abertos (A ) tal que :x: E AN, Va < rn. aa<rn a u. 

Seja V urna vizinhan9a aberta de y tal que V e um 
0 

m-cornpacto. Seja Va= Aa n f:-l(V). 

Varnes construir por indu9ao transfinita uma far:ii-

lia (x') de pontos de X tal que: 
a a < ·m 

1) {f(x') I a< rn} e fechado, discrete e esta 
a 

em v. 

3) X 1 E V . n 
a a 

-1 
(X - f (y

0
)), Va<m. 

contido 
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-1 1 
Para a= 0, catO X c af (y .) torrenos x' tal que x' < V n (X - f- (y_.)) 

0 0 0 O O _ 

Suponhamos agora que temos os x a para cada a < S < m. Entao 

F = {f(x') ; 8 s a} e fechado e discreto e esta definida tendo-
. Cl 8 

F= LJ Fa 

Cl < 0 

sao distintos . Entao 

e fechado em Y,'com y,.fi F. Portanto existe uma vi 
\..i 

zinhan9a W de y disjunta de F. Portanto podemos tomar 
0 

logo x' 
cS 

E F. 

Seja_F6= F LJ {f(xJ)). 

Portanto f.c5 satisfaz as condi9oes e e possivel ~ 

truir um subconjunto fechado, discrete {f(x~)" I :,. < m} de v. · 

Logo V nao e m-c9mpacto, absurdo. 
■ 

Sejam m,n e p cardinais tais que m < n < p en e 

regular. 

DEFINI<;Ao· 3 - Um espa90 topologico X e n-Frechet se dado p t Y 

existe uma n-seqilencia (p
8

)
8 

<.n , p
8 

€ Y \78 < n , tal que 

TEOREMA s - Seja f _ : X - Y uma · aplica9ao fechada: continua so 

brejetora. Xe paracompacto e n-Frechet e em Y existe uma fami­

lia) de subconjuntos fechados tais que se Kc U, Kum m-compa£ 

to, m < n e u aberto em X entao K C LJ F onde F C J3 e uma . SU£ 
F€F 

cole~ao de cardinalidade me) e tal que y € Y so pertence a n 

elementos de~- Nessas condi9oes af-l(y) e p-compacto para qual 

query€ Y. 
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DEMONSTRAGAO - Suponhamos que existe y tal que af-l(y) 
0 0 

nao 

p-compacto. Existe uma familia (x
0

)
0 

EA , IA!= p, discreta, 

-1 
x

0 
t af (y

0
), qualquer a e A. 

e 

Como Xe paracompacto existe uma cole9ao discreta 

de abertos (UCl)Clt A' com X . 
Cl 

t u 
(l 

qualquer Ct { A. 

Como 
-1 · 

qualquer isto X E elf (y ) , Cl A implica 
Cl 0 

u -1 qualquer que X E - .f (yo), (l t A. 
Cl Cl 

Sendo X n-Frechet, para cada CJ. " A existe uma n-se 

q ilencia (x ) e 
a S < n 

B 
, a E A. 

Para cada a EA, seja c = {x , S < n} LJ {x }. Entao c e 
. Cl . • Cl$ Cl ::, 

n-compacto, qualquer a e A. Na verdade (C
0

)~ t A e uma familia 

discreta de fechados, portanto X = LJ Co. e um fechado em X. 
o a E A 

(X
0 

e portanto paracompacto). 

Seja g= f.lx , g 

0 

g e uma aplica9ao fechada, ~ontinua, sebrejetora, de um espa90 

paracompactci e localmente n-co:rnpacto. Seja Y
1 

c Y 0 , definido 

abaixo: 

_g-l (y) nao e n-compacta"}. 

Yl e fechado e discrete em Y~, pelo teorema 1. 

-1 
i:

0 
intercepta no maxima uma quantidade m de elementos g (y) 

y ( Yl. 

Seja C~ a subseqilencia de (x
08

) 8 < n , de onde fo­

-1 
ram retirados os pontos deg (Y1 ). C~ converge para xa' a EA. 

SeJ·a A= g(D) onde D e o conjunto dos pontos de C' 
a · a a a 

'\L= {Aa}a EA , f\Le localrnente finita em Y0 - Y1 (e portanto pon-
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tanto pontualmente finita em Y - Y) 
0 1 

1Aa1 s n, portanto fixado a E .A, A( a )= {B t A I Aa n AB = ¢ } 

e tal que IA(a) I s n. Entao existe A' CA, IA' I= p tal que 

ru.,, = {Aa I a E A I} sao dois a dois disjuntos. 

e biunivoca . 
C - {x } 

a .::. 
a E A' 

Seja x2 = LJ Ca, Y2= f(X 2 ) e subconjunto fechado de Y. Y
2 

a i; A' 

e homeomorfo a X2/F2 que e obtido de x 2 identificando OS pontos 

de F = {x 
2 a 

, a E A I}. 

Pensemos nas seqfiencias C' 
Ct 

convergindo para 

y = 
0 

f(F) 
0 

come "raios". Seja '.]!3 1 0 conjunto de todos OS membros 

de) que nao contem y
0 

e que encontram uma quantidade n de raios 

e tern cardinalidad·e n j.a que) t·em cardinalidade n pontualmente. 

Seja (P 8 ) 8 € Bl 1:s1 1= n uma boa ordena~ao de )31 . Se 

ja z
0 

i; p
0 

e para cada 8 € B1 escolhemos z 9 € P S ' zS ~ y
0 

e z
8 

nao esta nos raios que contem z et , Va < B. 

Entao as unioes dos elementos de ~ 2 encontram no 

maxima n. raios, pela Hipotese Generalizada do Continue. 

E_xiste portanto um raio q_ue nao encontra nenhum ele 

mento de )
2

. Denotemos a reuniao desse elemento com y
0 

por K. 

K e m-compacto. Seja G= (Y
0 

- {z8 }
8 

€ 
81

) LJ K. Ge vizinhanc;:a 

aberta de Kem Y. 

Observamos; no entanto, que nenhum elemento de ) 

encontra Ke esta contido em G. Portanto'.)3 nao tern as propried~ 

des descritas. Logo af-l(y) e p-compacto, qualquer que seja y £ Y. 

II 

I 
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COROLARIO - Seja f: X --+Yuma aplica9ao fechada. Xe para­

compacto e localmente m-compacto. Entao ye localmente m-compa~ 
-1 . 

to see somente se of (y) e m-compacto. 

DEMONSTRA<;AO - No sentido "somente se" e consequencia do teore-

-1 -ma 4. No outro vejamos o ·seguinte, se of (y) e m-compacto para 

cada y E Y definimos o conjunto aberto como se segue: 

L(y)= { 

se 

Sejq X = X - L. onde L= 
0 

lJ L (y) • X
0 y E Y 

e fecnado em X. 

Seja ~: x-.c:_____. Xe seja g= f o ~. g e fechada con­o 

tinua e sobrejetora. 

-1 I se of (y) ¢ 

-1 
g (y) = 

. Py · 

-1 d Logo g (y) e m-compacto para t oo y E Y. 
-1 . 

Podemos entao trab~lh~r com f (y) m-compacto para 

todo y . E y. Para cada x ~ f-l (y) existe nx aberto el)l X, com IT~ 

m-compacto ex E nx. 

Ora {n 
X 

-1 -I x c f (y)} e recobrimento aberto 

f-l (y). Entao existe subrecobrimento (nx ) a e: A,_ 
a 

-1 de f (y) 

y € V·= y - f(X - m C LJ f(Qx,..>. 
a E A "" 

de 
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Ve m-compacto pois esta contido num m-compacto. • 
EXEMPLO - Um espa~o nas condi~oes do teorema 5 e um espa~o que 

possua uma base de abertos B= LJ Bi , 
i<n 

IB-1 < n tal que B. ere 
l. l. 

cobrimento aberto discrete de 'Xe se j > i, Bj refina Bi. Esta 

base B e a faniilia em questao. Para um exemplo cone:reto ver Cl]. 
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