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lJftA 6ENERALIZACAO DE"" lEOREM DE 

N I VEN SOBRE A IRRACIONAL IDADE DE n • 

ARTUR HIDEYUKI TOMITA 

ORIENTADORAS: IRACEMA MARTIN BUND 

VERA HELENA G. DE SOUZA 

Este teorema, de prova simples, é uma generalização de um 

teorema sobre a irracionalidade de•. Com ele podemos provar tam­ 

bém a irracionalidade de e. Sua prova exige apenas conhecimentos bá 

sicos de um primeiro curso de cálculo. 

Teorema: Sejam e < R, e > O e f: [O,c] - R continua, f(x) > O para 

todo x e )O,c[. Suponha que existam fn:[0,c] - R, n = 1,2, ... tais 

que q f, f k = f k- l , k ~ 2 e f k (O) e f k ( c ) são 1 n te i ros para k > 1 • 

Então e é irracional. 

Para tornar a demonstração do teorema mais interessante, 

vamos primeiro ver duas aplicações: 

(a) Se O< lrl < n e se coslrl e senlrl sao racionais, en­ 

tão r e irracional. 

(b) Se r > O, r ,- 1 e r e racional, então t n r e irracio­ 

nal. 

Prova: 

(a) Em primeiro lugar supomos O< r < n. Tomemos n e N tal 

que n cos r e n sen r sejam inteiros. A função f(x) .. n.sen x, 
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x e [O,r] satisfaz as hipóteses do teorema com f1(x) = - n.cos x, 

f2(x): - n.sen x, f
3
(x) n.cos x ... Logo ré irracional. 

Se - n < r ~ O então O < -r ~ n e pelo caso anterior -r e 

irracional, logo r e irracional. Em particular, • e irracional. 

(b) Suponhamos r > 1, r 

c = tn r. As funções f(x) X 
= n.e , 

~ . Como tn r > O, podemos tanar 

X e [O,c] e fk(x) = n.ex, xc[O,c], 

k 1,2, ••. satisfazem as hipóteses do teorema, logo tn r e 1rracio 

nal. 

Se O < r < 1, então ½ > 1 e z n ½ e irracional. Logo s n r 

1 - tn ré irracional. 

Em particular e é irracional, pois se e fosse racional, 

teríamos tn e= 1 irracional. 

Para demonstrar o teorema vamos considerar o conjunto P 

de todas as funç~es polinom1ais g com coeficientes reais tais que 

g(O), g(c), g'(O), g'(c), ... ,g(k)(O), /kl(c) ... são todos inte1- 

ros. 

rc 
Lema 1: Se g e P, entao J 

o 
Prova: Seja do grau de g. Então 

f(x).g(x)dx e um inteiro. 

f(x)g{x)dx 

c 
(fl .g-f2.g'+f3.g"- ••. +(-l)dfd+l·&(d)lo 

,e 
É claro que j f(x) .g(x)dx e um inteiro, pois no segundo 

o 
membro da igualdade temos produtos e somas de inteiros. 

Antes de enunciar o Lema 2 precisaremos das seguintes ob- 
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servaçoes: 

(01) Se g,h e P então g.h e P. 

Vamos supor e racional, e 

positivos. Então verifica-se 

(02) m-2nx e P. 

m n' onde me n sao inteiros 

o, 1, 2 ••. 

Lema 2: gk e P, para todo k. 

Prova: Por indução. É claro que g e P. Para k > 1 temos 
o - 

gk(x) = gk_1(x)(m-2nx). Por hipótese de indução, gk-l e P. Por (02) 

e (01) segue-se que gk e P. Como gk(O) e gk(c) são inteiros, gk e P. 

Demonstração do Teorema: 

Observamos que gk(x) > O, O< x < c e pela escolha da f, 

temos f(x).gk(x) > O, O< x <e.Logo 

,e 
J f(x).gk(x) > O para todo k. 
o 

Segue pelos Lemas 2 e 1 

, e 
J f(x).gk(x) > 1 para todo k. 
o 

( 1) 

Sejam 

M "' max{x(m-nx), x e (O,c) I 

e 

L "' max I f ( x ) : x e [ O , c ] l 
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Então tomando k
0 

suficientemente grande temos 

e f(x)gko(x)dx < 
1c Mko 

J L,- 
o kol 

Mko 
= L.c.-- < 1. 

ko l 

Mas isto contradiz (1), logo c e irracional. 
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