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ALGEBRA DE MULTIPLICACOES DE UMA ALGEBRA DE BERNSTEIN

R. Costa, L. S. Ikemoto IME-USP

multiplicagoes de uma algebra de

Apresentamos aqui )
presentamos aqui alguns resultados sobre a algebra de
finido a partir dos elementos

iei?‘::ll;(;::l esil)e(‘inl 0 6‘,.St11({0 do invariante p(A) da dlgebra A de
o a de multiplicagoes.

i'llgcherzl ;;?:1?’?(ltl<?ylflll{'1 élgcbra, barica sobre um corpo F ¢é um par (A,w?, onde A é uma
fimgio peso d(‘ (‘1 w: .T — 'F € um lmmomorhsm? nao nulo; .m\,ste €aso, (ll'/;(‘.!‘ll()Sf[\lf‘, wéa
dlgebra \)'eil'i("{(,‘q \W); emos %\lll(l&l que N = l.(mw é u/m ideal b'llat(wm.l‘d‘()‘. codlmenlsao 1. Uma

% L w) é uma algebra de Bernstein se A é comutativa e (z?)? = w(.’I?)IZ, para todo
le Bernstein de dimensio finita sobre corpos de
algebras de Bernstein que seguem sao bem
de Bernstein (A,w), 08 clementos z” com
dado um idempotente nao nulo e, temos

tafa é‘t;ari‘;illikl(lzlmrenn_)s aqui apenas dlgebras ¢

(‘Onhecid:,:d . lfe'r(mtn de 2. Os resultados s(?bre

wla) =1 ;a(‘)";‘]l\‘l[-ﬂ. por exemplo. Da({a uma algebra

3 dO(:(nnI);-,gi 70( 08 08 Au]mnpotent,(—ts nao nulos <‘i('. Ae,
ssigao de Peirce de A relativa a esse idempotente:

A=FeaU.0Ve (14)

0 _ . L.
nde U, = {z € N : 2z¢ = z}eVe = i € N : ze = 0}. A menos que scja necessario,

omitire o el a
iremos o fndice e nos subespagos Ue ¢ V,. Valem as seguintes relagoes:

yrtcv,uvelv, yicuUu, Uvi=0 (15)
¢ as seguintes identidades parau € U e V€ V:
) =:0; w? = 0; u*(ww) =0; ulv? =0; (uwv)* =0 (16)

u = 0; u(uv
idempotente. Assim,
de A. O subespago
Quando

S;:;bas I:fg‘.(l)‘s Ue V em (14) 'tém dimens()e..s‘. invariar'ltcs sob }nudanqa fle
I - foe (CJ 11.11 U,dimV) ’esta }.)em d(:termmad.o e ¢ denmmr.\ado o tipo .
U? = 0 em (1-51'LU = 0} ¢ um 1de,al de A Aque independe do ulcm}]).)otentu escf)lh\do. Bk
condiges ir "‘)v dizemos que Aé c;tcep(;mn.al e quando UV = V* :—.(), f} é m)mnn,l'. Estas

idependem do idempotente escolhido em A. Outras caracterizagoes destas algebras

podem ser vist: . ) . ) ; ;
ser vistas em (3], assim como toda a teoria bésica das dlgebras de Bernstein.
V, sua dlgebra de multiplicagoes M(A) é

})érpa(la uma 4lgebra de Bernstein A = FeadU®
o Lca, com fungao peso w dada por @(Ly) = w(z), para todo z € A. Temos que kerw = (N:
te = {0 € M(A) : 6(A) C N}. O operador 212 — L, ¢ um idempotente de peso 1 €, portanto,
‘mos a decomposicao
(17)

M(A) = F(2L; = Le) ® (N : A)

Além diss : .
m disso, 4L, — 4L2 € (N : A) é idempotente e todo o € M(A) se decompoe na forma

53



0 = a(2L? - L) + B(4L, — AL?) + 0

~ o o N C (N : A).
comb €N eN ¢oideal de M(A) gerado por {L, : x € N}. Observe que N tL—e Ele(‘,ompOSiQ{w
Se A=Fe®U &V éuma dlgebra de Bernstein entio M(A) tem a seguinte de
relativa ao idempotente 21,2 — L, y
Ny (1
M(A)=F2L:-L)oUaV
2

oo ) e B0 L} = € (O A) 008} =0} = [ =SV

onde Yz(e) =z e Y(N)=0eV = {s c (N:A):0(2L2-L,)=0}={0 € (N:A):

Esses subespacos verificamn as seguintes relagoes: )
o (1
UP=0,0V=0,VOCU, V2CV

A72 e V. Teremos

Podemos refinar a decomposigao dada em (18) usando o idempotente 4L, —4L; i[v“’) e

V = Vi@ Vie® Vi @ Vi, onde Vi=A{oy €V : (AL, —4L2)0; = i0; e 0i;(4Le —4L¢

Se 0 € V entio temos:

Y. (20)
o€ l~/“ < oU)CUeo(V)=0 )
7€V0 & oU)=0eo(V)CU o
ac ‘:m @ oU)CVeo(V)=0 )
o€V & oll)=0eco(V)CV

B ) . - g) com $ 2 L.
Proposigio 1 Seja A=FeaUqV uma dlgebra de Bernstein de tipo (1471,8) ¢
Entao M(A) nio tem elementos inversiveis em EndA.

Demonstragio: Suponha que existe o € M(A) inversivel. Entao A é nuclem,i\gf)(::‘mﬂém
o(A) C A2 Assim, pelo teorema de Grishkov, N = kerw ¢ nilpotente (:,J)()l'“l,nw’ t: Seja
¢ nilpotente (ver [1, Prop.12]). Segue dai que todo operador 0 € N ¢é nllpotl(tn;[. é in-
® 2 M(A) — M(A) definida por ®(0) = fo, para § € M(A). Esse operador linea

. b N ietor, ou S€ja,
jetor, pois se g = 0o, entio § = foo-1 — 0'oo~! = . Logo, é também sobrejetor,
existe § € M(A)

tidade em A. Po
Tomando um el
1, o que ¢ um
inversiveis.

7 aiden-
tal que fo = ¢, Compondo mais uma vez com ¢!, temos que /0 = LdA/i ;21)(:,6?,
rtanto, existem o, B € F e § € N tais que idy = c(2L? _L'-’)+H—(4Le ﬂ ;:,valor
emento v € V' nao nulo, resulta v = ida(v) = 6(v), ou Seja.' e 1981 i:ﬁwntos
absurdo, pois 9 ¢ nilpotente. Consequentemente, M(A) nao tem € "]

Este resultado mostra, e

: ) 43 1+ 5)
m particular, que em toda dlgebra de Bernstein de tipo (
com s > 1, todo elemento &

. 0),
um divisor de zero. Quando s = 0, ou seja, A tem t;;‘m .(1 (—;T{ip)()
0 operador L, é inversivel, A algebra de multiplicagoes de uma algebra de Bernstein
(1+7,0) ji foi descrita em [1]. Assim, suporemos sempre s > 1. x| yosto(0)

Para cada dlgebra de Bernstein 4, podemos definir o invariante p(A) N m"?l r,§) com
o€ M(A)}. Pela Proposicao anterior, temos que p(A) < dim A, para A de tipo ( '
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§21. Se A
= 1. de A tem tip: e 1
po (1 +r,5) entao p(A)>1+T, pois 0 operador L, tem posto 1 +r. Logo,

147
trpd)<s+r

Célcul
o de
p(A) em alguns casos particulares

1. No caso e

7€ M(A) m;r;l()q“(’/ Aé efct!p(:ionul de tipo (1 +7 5), temos p(A) = 1+T De fato, se

plA) =1 + 1. 0 0(A) C A% ¢ A? tem dimensao 1 +7- Assim, posto(d) €T+ | ¢, portanto,

Para 1850, nsaremos & caracterizagao
M(A) tem a forma

eUect€ Ue U

o e port,ant.o,

2 Q
¥ land 4
de um t‘le;;(?tc 1110“114\1, também vale p(4) = 1 +7
atito de .
0 =a2L2 - L())(; M(A) A normal, obtida em 12): todo elemento @ S
C_olno o(v) = (,) 2 t/.:,r + B(4L, = 4L2) + (Lu — 9L, Ly), onde afEF U
dimIm(s) < 1 ﬁ' ﬁ dxl f_(’d‘) v € V resulta que o(Fe @ U) gera 2 imagem de
= ST, ASSIM /)(/\) =147
()l)&;(xl»v
servemos que se A ¢ oy
forte entre o f'mjm[( s¢ A é normal ou excepcional ontao U(U v)=0 [sto sugere uméa ligagao
o de p ser minimo e as 4lgebras onde este subespago Uuv)é minimo.
A=Fe® U@V de tipo (14 T, 8)s

3. Mai
9. Mals es 1fi
als especificamente, par i |
¢, para uma dlgebra de Bernstein

teanS:
De fat p(A)=1+rse€ somente s€ yv)=~0
* fato, suponha A = Fee
esse modo‘)x:l:d A= Fe®U®V uma dlgebra de Bernstein de tipo (L+7 s) com yv)="0
Ly {uev ) u;]nm que UV C L. Logo, 5 peVezE A entdo zv € v +VEC I, onde
bara todo o .C /\1= 0}. Se J é um subespago de U (‘omplementar a L, ou seja, U= nta
(A), tem-se o(N) € L+ o(J). Isso se prova observando queé o(u),0(v) € L
o(Fe) + o(N) € o(Fe)+ L+ a(J)
e UUV) # 0

8¢ u g [
o ] ;
te{n dimensao ne i e S =1
W Jenor ou igual a 1+7. Logo p(A) = 14T Rcciprocament(x, S
(,7(8) = e+v;1 12/ € Uecuv €V tais que ug (uzt £ 0. Seja 0 = L, + Ly Le Lo Temos
4 e Uléz’ ?(“) = Lu, o(v) = uy (ugv), PATA todou€Uev ¢ V. Assim, 5€ {z1,--- T}
seja, ol ,rlt.ao o conjunto {(I(e),a(ml), A ,a(mr),ﬂ(m)} 4 lincarmente independente, O
o) >r+2. Logo, p(A) 27+ 2.
Exe )
mplo: A segui
P(A) = +2 seguir, um exemplo de uma algebra de Bernstein A de tipo (1r+mn s) tal que
Seja 4, a
1 a dlgebrs i o t8
em relagao ¢ lgebra comutativa de basc {e, w1, U2y U U, V1 vz} CUR tabua ¢
a essa base é dada por

le multiplicagao

2
€2 — o ¢
ef =¢; 2e ) o o
y 2w =u (145 4); wyta = g UgU3 = vy UaU1 = U wyv1 = U
outros produtos nulos
) base dada, A1 4 Bernstein

ros o]vu)untus de
/ .
{ul,. " ,ul} eV, por

e U ¢é gerado poT

C

v
L0 ¢
a funca
(o Gao w definid: : p
om decomposica finida por w(e) = 1 ¢ nula nos out
i IS1Ge s Pair 5. A 7 r
¢io de Peirce Ay = Fe@U®V, o

5D



= —zy # 0). ASSiI.Il, pf-:lo
<r+4s=2060que implica

{vi,v2}. Logo, Ay é de tipo (5,2) e U(UV) # 0 (pois uy(ugz) =
resultado anterior, temos p(A;) > 7 42 = 6. Por outro lado, p(A1)
P(A1)) =6=1r+2.

Podemos obter exemplos de algebras de Bernstein A de tipo (1+r,2), tal que p(A) = l, _‘1?
para r > 4. Basta fazer o join da dlgebra A; com a algebra gamética de tipo (1 + (r it )l x
Observamos que se r < 4 entio a dlgebra sempre verifica U(UV) = 0, pois w1 (u2v) ?é ¢ ”]“%) l((l;
que {uy, uy, uv, uzv} é um conjunto linearmente independente. Assim, se A ¢ um'a alge ),,‘.] 1)/
tipo (147, 5) com r < 4 entdao p(A) = r+1. Também quando A é uma dlgebra de tipo (1.*’"71 )
tem-se p(A) = 1+ 1, pois neste caso. a dlgebra é normal ou excepcional (ver [3, Corol. “;'Al':'l Jr
e, portanto, U(UV') = 0. Dessa maneira, o exemplo anterior exibe uma dlgebra A de meno
dimensdo que verifica p(A) > r 4 1.

Se a dlgebra A verifica U(UV) =0 (e portanto p(Ay=r+1), 2 =e€ Aéum Ul(‘m(jm:
que verifica a igualdade: posto(L;) = p(A). Uma pergunta que se coloca é saber se 1);11»u>l‘ml:;
algebra arbitraria A, existe wmn elemento x € A com essa propriedade. A resposta aparece I
Coroldrio 1 a seguir.

P v _ &) tem-se
Proposigiao 2 Dada uma dlgebra de Bernstein A = Fe® U @V de tipo (L +1,8), tem
posto(Ly) <+ 1, para todo = € A.

o ) L, " , (1, UpVo) =

Demonstragao: Sejar = aetug+uvy com v € F. up € U ey € V eseja I = anny (o, Uo (:) 3
. . , i 3 : . » dados © & 5

{ueU:uu=0= u(ugvy)}. Esse conjunto é um subespago vetorial de U ¢ dados

v eV, temos L,(u), L.(v) € I

Ly (u)ug = (%u + uvp)uy = uo(uvy) = —u(ugry) = 0
Ly (u)(ugvy) = (uvo) (uorp) = 0 (pela linearizacao de (wv)? = 0)
Ly (v)ug = (1ov + vug)ug = 0
La(v)(uovo) = (ugv)(ugvo) = 0 (novamente, linearizando (uv)* = 0)

l : = Te) +
Assim, se J é um subespaco de [J complementar a | (U =1I@.J), temos L.(A) = LIXLBIH
Lo(l) 4 Ls(J) + La(V) € Lo(Fe) + 1 + L.(J) tem dimensiao no maximo 1 + 7. AS -
posto(L,) < 1+ r.

: c A
Corolédrio 1 Dada uma dlgebra de Bernstein A = Fe @U@V, eriste um elemento T C“su
tal que p(A) = posto(L,) se e somente se UUVY) = 0 (e, nesse caso, = = € verifica .
propriedade ).

Nosso proximo passo é estudar as dlgebras para as quais p(A) =1 + 2.

94 N[ ,”/)
Lema 1 Em qualquer dalgebra de Bernstein A — FedUa@V, o subespaco [ = (UV+ LyoU(l

€ um ideal.



Demor 5 Qs
1stragao: Sejam x +y + 2 € [, com T € yv,yeLlez€ UUV) e ae gty € A
z (ac+u+v)E+y+ z)

Como uz .
(Uv ')F“}l,)i,(;/(((( /\‘))" wz € UV e (ae+u+ v)y, vz € L, temos que

(=
€
]

a soma do ideal gerado por Uv +V%e L

Observaca

servacao: sl . .
acao: O ideal I dado no lema anterior €

(lembramos que o ideal gerado

Assi 4

Assim, [ é . )
por L/{" e ‘/“17“ ideal invariante por mudanga de idempotentes
& favars V2 ¢ também o ideal gerado pelos elementos a2y — w(@)TYs onde z,y € A, ou s€)d,
ariante e . . . . 7 p .

ariante). A busca de ideals expressos em fungao de UeVe eventualmente outros ideais

de A, é i
A, € uma questao central na teoria.
() )l" =
& S— . :
U(UV}) ximo resultado estabelece um Jimitante superior para p(A), dependendo do subespago
. Lembramos que este subespaco depende do idempotente escolhido em A mas sua

le idempotentes, Ver [2].

o Bernstein de tipo (1 + r,s), com

dimensao é i .
1580 ¢ invariante sob mudanga ¢

};T:IL)/(();;‘C(;O& S“?"‘ j" — Fe@U®V uma dlgebra d
UV =t. Entio p(A) <1+74 t

L+UV. Consi _ u,} base de U, onde {ur, .- g} € uma base d(f
(rr((:) ”f( onsidere o l<1<“’r\l I do lema anterior. Basta m(‘)sl;mr que, para todo n'e ]\/(A), a(A) C
a(v) ’; Iulf' Do o(un) + [.SeveV entao Av € Uv + L i{ [. Como I éum ideal, temos
a Yo mesnio modoe, a(UV + 1) & . Portanto, o(A) € (0(1*)‘0(u,,.),... o(u)) T

Der
monstracao: Sej
tragiao: Seja {un,... U Ut

fe tipo (1 + r,s) €0 subespago y(Uuv) tem

&

dimens ;
mensao 1 entao P(/v\) —-r+2.

Corolari
ol3 ‘ \ 4 5 .
drio 2 Se A é uma dlgebra de Bernstein ¢

anterior

(A) =21+ 2. A pProposigao
]

Der

nonstraca P )

no f(mbtr'lg"“): Ji sabemos que s€ U(Uuv) # 0 cntao p

S fornece : 7 > ; ol
nece a desigualdade contraria. portanto, p(A) =7 + 2.

e dmUUV) = 2ep(A)=T + 9, como contra

AA seouir ,
— {g'“L um exemplo de uma 4lgebra ond
xemplo para a reci ks .
plo para a reciproca do corolrio anterior.

EX(: 3 . . ‘ .
; mplo: Seja A = Fe® U® V a algebra de Bernstein de tipo (9,3) tendo {u1,- - Jug}
0N . L ) ' - B

10 base de U, {vi,v2, vz} como base de V' e 08 seguintes produtos 1nao nulos:
2eu; =u; (1 S4S 8), ugus = —ugug = V2, UEUT T —uzus = U3

usvy = Wi, U6Vl =Us

wyvy = Uz, U2tr = U
Temos . o )
’ lli(m U(UV) = (vg,vs), portanto tem dimensao 9. Além disso, como Uy, V3 € annA, para
11¢ o VoA oL A P .
Il% ll (]f\lf,l o € M(A), o(A) é gerado por O(L‘)'(I(L/) e o(v1), ou S€)& pustn((r) <10=r+ 2
elo 1 y 4 S
> fato de U(UV) ser nao nulo, resulta que P A)y=r+2
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