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INTRODUÇÃO

0 obJetIvo do presente trabalho é oferecer ao profIssIonal de Engenharia
de Estruturas e Fundações tabelas contendo coeficlentes 8dimens{onals
para o cãlculo da reação do solo, dos deslocamentos e dos esforços
internos solicitantes em estacas enterradas em solo can coeficiente de
reação latera1 constante ao longo da estaca.

r

1

E intenção propiciar ao profissiona1 tabelas mais canpletas do que as
exIstentes nos trabalhos jã consagrados de Matlock-Reese, Sherif e Hahn.

São mais completas por abrangerem estacas can diversos vTnculos de
extremidades .

Para os coefic lentes adimensionais das tübelas aqui elaboradas, optou-se
pela notação de Matlock-Reese.

Para verificação e canplanentação de resultados, relacionam-se os coef i-
cientes de Matlock-Reese can os de Sherif e os de Hahn.

1. Equação Dlferenc{a1 da LInha E1ãstica

Admite-se que o coeficiente de reação latera1
do solo seja constante ao longo da estaca, de
acordo cnn o diagrama retangular ao lado,
isto é:

k(z) = ko (1.1)

Sendo b a largura da seção transversa1 da
estaca, a reação latera1 do solo escreve-se:

p(z) = ko b y<z) (1.2)

onde y(z) é a linha elãstica da estaca .
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Desprezando-se o efeIto da forç8 norma1 ne equaçio dlferencl81 da llnh8
elistlca da est8c8 , tem-se:

tI g+ ' q(z) - ko b y(=)
Z

(1.3)

onde :

& E = mõdulo de elasticidade do material da estaca .

1 = manento de inércia da seção transversa1 da estaca.

q(z) = esforço externo aplicado ao longo da estaca.

No caso de q(z) = 0, obtém-se:

13 + kob y(z) B 0
dzb EI

(1.4)

pondo kob/EI = 4a", virã:

113 + 4ab y(z) = 0
dz b

(1.5)

Com a mudança da variãve1 2 = az , a equação diferencia1 acIma transforma-se
eTn:

d_y + 4y(2) = o (1.6)
d; b

Para reduzir a variãve1 independente ao intervalo - 1 < x < 1, utiliza-se
a nova mudança de variãve1 :

: = 4 (x + 1) (1.7)
ou

(1.8)

com À = o L e 0 < : < À. Na variãve1 independente x, a equação diferencia1
(1.6) passa a:
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db y + 0,25Àb y(x) ' 0
dxb

(1.9)

E uma equêção diferencia1 de quart8 ordem, can coeficlentes constantes,
que se resolverã pelos polinãnios de Chebyshev, de 8cordo can 8
referência (4 ). Resolver-se-i a equação diferencia1 (1.9) para o
intervalo 1 < À < 4, can passo igua1 8 0,20, na variãvel À. Indicam-se
inicialmente as soluções, na notação de Matlock-Reese, para diversos casos
de vlnculosde extremidades para a estaca, podendo-se impor, em cada
solução, as quatro condições de contorno da equação diferencia1. Fornecem-se

também soluções para os mesmos casos de vlnculosde extranidades, mas

utilizando-se o método dos parâmetros iniciais. Pelo método dos parâmetros

iniciais hã econania considerãve1, pois a partir de sanente quatro soluções
fundamentais da equação diferencia1, para cada valor de À, geram-se todas
as tabelas referentes aos diversos vTnculos de extremidades para a estaca.
As soluções abaixo .descritas, podendo-se impor cada vez as quatro condições
de contorno, servirão para verificar os resultados obtidos pelo método dos

parâmetros iniciais .

r
tP

Para obter os coeficientes adin»nsionais, nas notações de Hatlock-Reese,
no caso de força horizonta1 H aplicada numa das extremIdades da estaca,
convan colocar :

y(x) = à 9(x)
(1 .10)

Resultando ;(x) ser solução da equação diferencia1 :

dky + 0,25;\k j(x) = 0
dxh

(1.11)

vindo, diretamente da linha elãstica , o coeficiente:

A„ = ;(x) (1.12)

Para deduzIr o coeficiente A,, de Matlock-Reese, referente às rotações
das seções transversais da estaca, tem-se:

+(z) = @ = . q = 3
dz dz X : ( à )
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decorrendo :
(1
dx

(1.13)

Para conseguir o coeficiente AH, de Hatlock-Reese, referente 8 manentos
fletores na estaca, escreve-se:r

tv

H ( 2 ) B = E 1 E:1! B n a 2 E I É1! B n 1 E1! ( a )

vindo :

A1!b|1[b B » f :11!
(1.14)

Para obter o coeficiente Av, de Matlock-Reese, relativo a forças cortantes
na estaca, tem-se:

V(z) = - El AJ = - a3EI g-2 = - 1
' ' dz3 d 23 À3

resultando :
d 3j
dx 3

(1.15)

Finalmente, para obter o coeficIente A_, de Matlock-Reese, referente à
reação do solo, escreve-se:

(kob) y(z) = - 4a' EI all j(x) = - 4Ay(H a)

vindo :

A =4AP y (1.16)

Para momento externo M aplicado numa das extremidades da estaca , os coef i-

cientes, na mesma seqüência acima, são agora designados por Bv, Bs, BH,

São obtidos a partir da linha elãstica y(x) , solução de (1.9) , escrita
agora sob a forma :

y(x) = + i(x) (1.17)
azEI
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Por procedimento 8nílogo eo 8clma descrito, conseguem-se:

• para 8 linha elãstica da est8c8:

B, ' i(x) (1.18)
r

b • para rotações das seções transversais da estaca:

B S B { :: (1 .lg)

• para maíentos fletores na estaca:

dx2
(1.20)

• para forças cortantes na estaca :

dx3
(1.21 )

• para a reação do solo:
B =4BP y (1 .22)

2. Soluções pelo Método dos Parâmetros Iniciais

Consegue-se economia considerãve1 quando se resolve a equação diferencia1
(1.9) pelo -método dos parâmetros iniciaIs, isto é, recorrendo-se às quatro
soluções fundamentais da equação diferencia1, abaixo descritas . Com as
quatro soluções fundamentais, para cada valor de À, deduzem-se os coeficien-
tes para todas as tabelas, abrangendo os casos de vlnculos de extremidades
que interessam.

Na var{ãve1 x, a solução y(x) da equação dlferencia1 (1.9) , em função das
soluções fundamentais, escreve-se :
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y(x) ' y(- 1) A:(x) + (:) B:(x) + (3) C:(x) .x.-1 -- x.-1

(!:+)+ Dt (x )
1dx 3 Xnn1

(2.1)

rI

onde as soluções fundamentais A:(x), B:(x), C:(x) e D:(x) são obtidas da
seguinte forma :

A:(x), obtida can as condições :

y(- 1) = ip y'(- 1) = oB y"(- 1) = OP y"'( - 1) = O

B:(x), obtida a partir das condições:

y(- 1) = Os y'(- 1) = 19 y"(- 1) = 09

CT(x), can as condições :

y(- 1) = Os y'(- 1) = Os y"(- 1) = 19 y"' (- 1)

D:(x), sob as condições:

y(- 1) = O, y' (- 1) = O, y"(- 1) = O, y"’( - 1) = 1 (2.5)

Para a variãve1 2, a solução da equação diferencia1 (1.6) , em função dos
parâmetros iniciais, escreve-se :

y( 2) = y(O) Al(:) + (q) BI(:) + (9)
dz ;=o dzz ;=o

+ (9) D.(2)
d 23-;=o 1

(2.2)

0 (2.3)

(2.4)

(2.6)
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De +(2) . dy/dz, H(z) . . El(d2y/dz2) e V(2) . . El(d8y/dz3), can 85 du8s

mudanças de variívels, : ' az e x . (2/À) : . 1, deduzem.se:

(g) .XB» 1
(2.7)

P

t

gb

Mo À2IBM=•n

a2E 1 4

Vo ÀsanP=

a3EI 8

(2.8)

(!–4) :=

dx 3 x=+ 1
(2.9)

que, substituTdas an (2.1), fornecem:

y(x) = y, A:(x}

à t D + ( x )

Escrevendo-se daqui an diante a solução (2.6) sob a forma :

y@) = yo Al(2) + t Bl(E) + X cl(2) + à DI( 2) (2.11)

B:(x) - # t C:(xy=

(2.10)

e igualando-se (2.10) e (2.11 ) resultam:

A,(2) = A:(x)

B,(2) = + B:(x)

à- C:(x)

+ DT(x)

(2.12)

(2.13)

Cl(2) (2.14)

D. (:) (2.15)
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11 Ibr&tIdo que x . (2 (:/À) . 1) .

Além das funções A1(:), B1(:), C1(:) e D1(:) interessam 85 suas der{v8das:

A i B d 2 A i n 1 ( Z ) 8 B i e a B i n 1 ( 2 ) 9 C i B É C i n 1 ( : ) pb

e

Di = d_ Di_1(:)dz

com 1 = 2, 3, 4, que irão figurar em:

iT = yo A2( 2) + 4: B2(:) + X c2(:) + h D2(2)
(2.16)

-a:;) = yoA3(:) + t B3(:) + X Cg(:) + h D3(:)
(2.17)

(2.18)-o11 1) = yoA+( 2) + t Bh( 2) + X cb(:) + X Db(2)

Pelo mêtodo dos parâmetros inicIais, as constantes de Integração da equação
diferencia1 de quarta ordem são representadas por yo , +o , MD e vG , com

significados bem definidos . Nas aplicações, as quatro condIções de contorno
exIstentes para a equação dlferencia1 permitem identificar de imediato dois
dos quatro parâmetros inicia.is, deduzindo-se os outros dois pelas condições
de contorno restantes. Assim, por exemplo, para a estaca com ambas as
extremidades livres , sujeita ã força horizonta1 H aplicada na extremidade
superior, cclocam-se de imedIato Mo = 0 e Vo = H, deduzem-se yc e +o impondo

M(À) = 0, com (2.17) , e V(1) = 0, com (2.18) . Finalmente, determinados
yo , +o , Ho e Vo, a partir de (2.11 ), (2.16) , (2.17) e (2.18) , tabelam-se os
coeficientes adimensionais, funçÕes da variãve1 independente 2, can
o < 2 < À.
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3. Rel8gões entre os Coeficlentes de Hatlock'Reese, Sher if e Hahn

tb 8cordo com o que se 8finnou n8 introdução deste trabalho, Julga.se útII ,
para verificar e complementar resultüdos, rel8clonar os coeficientes
8diaensionais, com as notações dos 8utores acima mencionados.

P

b

Abaixo escrevem-se, numa mesma linha, as expressões devidas a Hatlock-Reese,
a Sherif e a Hahn para o cãlculo da linha elástica da estaca, deduz Indo-se
em seguida as relações entre os coeficientes correspondentes. Repete-se
o mesmo procedimento para o cãlculo das rotações das seções transversaIs
da estaca, de manentos fletores, de forças cortantes e de reação do solo.
Nas tabelas de Hahn constam sanente os coeficientes nD, nM e no. Para que
as relações ficassem canpletas, incluiram-se os coef{cientes aquI desIgnados

por nv e nó, sendo este ültimo tabela cIo na referência (5) .

Para a força horizontal H aplicada numa das extranidades da estaca, a linha
elãstica da estaca, na seqüência acima descrita, lê-se:

y = A.. X = FS X = J– = TI. J
- Y a3EI koLB kob Y kobl

(3.1)

(3.2)

resultando :

Para as rotações das seções transversais da estaca , de acordo com Sherif ,
di stinguan-se :

a) Na seção transversa1 da extremidade superior:

+ = A s à = F o à = n $ = (3.3)

vindo :
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sendo As e n+, rel8tivos & FO, nlculados pr8 : B 0.

b) Na seção tr&nsvers81 da extremidade Inferior:

+ B A s à B F u à B n + AtI

(3.5)

A = FU = %
S 412 4

sendo agora As e n+, referentes a FU, calculados para :

Para cãlculo de momentos fletores na estaca :

H
M = ARt = FM . HL = Th HL

decorrendo :

(3.6)

À.

(3.7)

(3.8)
resultando :

AM = ÀFM = Anil

Para cãlculo de forças cortantes na estaca:

V = Av H = FQ . H = nQ H

Av = FQ = nQ

(3.9)

(3.10)

vindo :

Para a reação do solo:

p = A P H a = F P T = n P t
A = e = SPP À À

Recordando que a = ? kob/4EI, À = al, KC = Ed3/koLq, can d3

(3.11)

resu1 tando :
(3.12)

121/B, vIrá:
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(3.13)

th &cordo can (3.13) rel&clonam-se os coeficientes de rigIdez relatIva
solo-estaca, para lngressür nas tabelas de Sherif ou nas 8qui elaboradas.

t

Com o objetivo de relacionar os coeficientes 8dimnsionals para o caso
de momento externo H &plicado numa das extremidades da estaca, repetem-se
85 expressões na mesma seqüência adotada para a força horizonta1 H.

Para a linha elãstica da estaca :

y = B y a 2 E l B F S •k o : L 2 = i1:; = n y k o : L 2
(3.14)

resultando :
B = FS = 3
Y 4À2 4À:: (3.IS)

Para as rotações das seções transversais da estaca :

a) Na extranidade superior da estaca:

$ = B S a E 1 = F 0 k o : L 3 = n $ 11|1k; 1
(3.16)

(3.17)
decorrendo :

B s = e = 1k

sendo Bs e n+, relatlvos a FQ, calculados para 2
0.

b) Na extremidade inferior da estaca :

$ = B S = = F U k o b L 3 = n + á (3.18)

(3.19)
vIndo :
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n

sendo egor8 BS e n+' referentes 8 FU' c&lculüdos pare z 8 À.

Pôr 8 cãlculo de manentos fletores na estãca:

M = BH H ' FM .H = nM M ( 3 . 20 )

(3.21 )

P

91

r resultando :

BH = FM = nH

Para cãlculo de forças cortantes na estaca:

V = Bv a M nQ (3.22)

(3.23)

decorrendo :

B v = T = l
Finalmente, para a reação do solo:

p = B P a 2 14 = F P F = n P d
(3.24 )

(3.25 )

resultando :

8 = E = 5
P À2 À2

lembrando que B
P
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5 . Tabelas

Resolveu-se a equação diferencial ( 1.9 ) , para dife-
rentes valores de x e estacas com diversos vÍnculos de extremi

dades . Na folha que antecede as tabelas , esclarece-se o uso

dos coeficientes adimensionai s q.ue nelas constam .'

No presente texto conserva-se 8 ordem em que se ge

raram as tabelas . As tabelas do número 1 ao número 12 refe

rem-se 8 esforços aplIcados na extremidade superior da esta

ca , esta com dIferentes vínculos de extremidades . As tabelas

do número 13 ao número 20 referem-se a esforços aplicados na

extremidade inferior da estaca . As tabelas do número 21 ao

número 28 referem-se a deslocamentos , IInear ou angular , lm

postos nas extremidades da estaca . Desejando grupar as tabe

1 as de modo que se refirarr, à mesma estrutura , caracterizada

determinados vínculos de extremidades , sugerem- se as de

no= : 5 a : e e : at’ ai x o :

Estr -Jt UFa 1 , e}:: re::: cade : livres ,

e 14 , Sã : ta-: elasta : e : a : e >: is : entes 4 b=b b3

Fé :. : : a mais aq Li Gt ti cia : t CF p : o ces sc dif eFe :. te ,

Estrutura 2 , estaca com a extremidade superior Ii

vre e a extremidade inferior articulada , tabelas 3 e 4 .

Estrutura 3 , estaca com a extremidade superior 11

v re e a extremidade inferior eng as t ada 1 tabelas 5 e 6 ,

* Er. anexo incluem-se reDrocluc, ões parciais das tabe ] as 5 e 6
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&bLl-uLui-a a+ 1 1Bb taça CURI a exLrerr}1 aBae suE>e rigor en

8ast8d8 móvel transver6almente e a extremIdade InferIor 11

vre , tabelas 7 , 15 e 16 .

Estrutura 5 , estaca com a extremIdade superIor en

gast8da móvel tr&nsvers&lmente e a extremidade InferIor &rtí

culada , tabela 8 .

Estrutura 6 , estaca com a extremidade superIor en

gastada móvel tr&nsversalmente e a extremIdade Inferior' com

engastamento perfeito , tabela 9 .

Estrutura 7 , estaca com 8 extremidade superior ar

ticulada e a extremidade Inferior livre , tabelas IO , 17 e 18 .

Estrutura 8 , estaca com as extremidades art icu1 &

das , tabela 11.

Est Fut UFa 9 , estaca con a ext FeRida de SJ=eric' r aF

: : :

s -J 11 e : : OF e r,

19 , 2C , 25

b: e e ): t :'e =a= C

Estrutura lc

e a e e inf eric : e : : 2 : : a : a , ta : e

esta : a COF_ a e >: t pen idade

gasta e 2 e a ext FeRida de inf eFi OF 1 ! \- :e : tabelas

e 2 en

r

Estrutura 11 9 estaca bi eng as t ada 9 tabelas 211 221

23 e 24 ,

Estrutura 121 estaca com a extremidade superior en

gastada e a extremidade inferIor articulada , tabelas 27 e 28 .
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Tabela 5 Tabela 6

Linha elasti ca

y(:) = arE 1
y (7)

M

a 2 E 1

Rotação da seção transversal

e : z ) b As (7)a E :

e ( 2 ) Bs ( 7)

None:: c

}.' -

/'l.: :
1 q 1

\- ( z ) E Av ( 2 ) v ( 7 ; o M E,, ( z )\

Reação do solo

p(7) aH Ap (7) p(7) az M
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TABELA 5 e : STAe A c o A tI TRe 90 Pe Lt 111: t IRFe [ 869
FORCA HORIZOBTtl bA EITR,' SUP,.
LA 88 DA B 1800

71
09 0000
De 1 C 00
09 2000
09 3000
0 a 4000
0. 5000
08 6 C 00
Os 7 009
c 9 e CDC
08 ? 009
1, oooo

AT
2542
31 52

e 081 P 73
n 081612
n 68107 C
n 08 O ? 76
nee •0522
e Ce 02 57
» ee 01 3e

AS
O 83908
o83 e 63
O e 3720
O e 3498
1.3330
082830
0 © 2392
081889
De 133 ?

IH
w o e e oo c

o8 e 7 52
Ce 1817
C, 2612
Ce :3 : e
Ce 4015
08' 47 C 9
Ce !3 52
08 59 € 4
08 6609
087233

8V
1 e 0000
o,9e61
088277
0,.7641
0.7144
086776
01 16520
0 e 6360
o, 6275

IP
Ml + 0167
nO 88510
wC a 7091
e 085645
-0,6303
» Ce 3394
nC»'2 04 e
» tal 196
MC 80565

+ 08 O 035
o B oo c o

09 069 ?
o o oooo

08 tb 26 3
0, 673 F

n e 8 01 41
080100

TAEELA S n tSI)CA CCP EXTR, SUP a LIVRE E INF, ENG,
FORCA HeR IzoRT AL hA EXTFe SUP e
LAH BC AB 18 ze

ZT
0o0000
On i e oo
C 82600
083000
0 e 4 C 0 C
Ce 5000
08 E 000
687 C100

gY AS AP
o,eccc
0,0933
081744
0, 245(
0 e 3070
0, 3615
08 4113
e, 4565

AV
180000
0 e 8687
Do 7557
Oe 6603
OnS81 8
0, 5191
De 470 e
De 4354
CB 4112

jF
Ml 94 CS 0
w 182211
»!eC4C8
w O e 8675
wC elI C 39
» 085526
w Do 41 58
wC + 2554
w 081532

»0 e 3513
uCe36S3
wD ,ZEca
» O e 2169
e 0 e 17 É 0
na 813 1 2
»Do11 39
nC e e 738

De 6615
Onb567
eB 4432
Go 6222
0 en 39 + !
O a 361 C
Be 322 :
Oe 2785
On23j1
cB 179 :
081234
O=Q63€

wc, oco(

0o8000
De 9000
19000 C:
1 e 10 0 Ct
182 CCC

«OoC\E 3
wO 8 CZ 78
»C BC ! ? €
n 0 etC 32
»C> • CE C O

Oe49E7
08539 C
C, 57 E 2
OeE16E
C.65:3

08396 :
C, 3882
On3e53
0, 3848

wDs 1 110
n CnC SCl4
w CeC 129
w o • ecc c
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