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Introdugéo

Neste relatorio iremos estudar o modelos ARCH
o " ‘ auto regressi "
h?fﬁfOCEdanl?/fY) e GARCH ( “generalized ARCH" ) que so modelos(néo Iineaieis:gri ricog ditonal
gerles ﬁnance'|ras que apresentam variancias condicionais evoluindo no tempo. Em se LIIJ da gl
llustrar a teoria estudada usando exemplos das séries de retornos da Petrob.rés e dg |'Ba' vagnos
utilizando os softwares EVIEWS e MINITAB. 0 IBOVEEPA,



1. Modelagem ARCH

Os modelos auto regressivos com heterocedasticidade condicional foram introduzidos com o objetivo
de estimar a variancia da inflago em 1982.
Definigao: Um modelo ARCH(r) é definido por:

X, :\/Eg,,

_ 2 2
h=a,+ X +..+a X

t-r»
onde ¢,i.i.d.(0,1), &, >0, @, 20 e i > 0.
Na pratica, supomos que &, tem distribuigdo normal padronizada ou t-student.

Consideremos o caso especial ARCH(1)

)

e (1.D)
ho=a,+a,X}, (1.2)

coma,>0e a 20.

Calculemos:

i.Media incondicional
E(X,) = E{E(X, | F,))}=0;
ii.Variancia incondicional
Var(X,)= E(X}) = E{E(X} | F_)}= E(a, +a, X)) = a, +a E(X]).
Se o processo {.JX,} for estacionario de segunda ordem, entdo para todo t,
E(X})=E(X},))=Var(X,), doque decore

Qg

Var(X,)z1 ,com0<a, <l (1.3)

—a,
iii. Covariancia incondicional
Cov(X,, X, )= E(X,X,,.) = B{E(X, X, | F,)} =
E{X,E(X | Fop )} = XX E(Py i 610 | Fp )} =0,
paratodok >0, pois X, estaem F,,, , e E(s,,, | F,,,,) =0. Dessa forma
() =0, para k > 1,
indicando que X, é uma seqiiéncia de variaveis ndo-comelacionadas, com média zero e

variancia dada por (1.3).



Sabemos que os retomos, em geral, apresentam caudas longas, de modo que a curtose é maior que

3. Assim, se admitimos que X, siga um modelo ARCH, as caudas seréo mais pesadas do que as da

distribuigdo normal, 0 que & um a propriedade vantajosa do modelo.

A curtose de X, sera dada por

1-a}

> 3.
1-3a;]

K =3

Utilizando (1.1) e (1.2) e calculando
X! —(a, +a, X)) =h(g! -1,
ouseja, X} =a, +a, X, +v,, (1.4)
na qual v, = h,(g] —1)=h,(X —1),onde X~z * (1) 0 que mostra que temos um modelo

AR(1) para X}, mas com erros ndo gaussianos.

De (1.4) temos que a fac de X} é dada por p,.(k) =,k >0.Para um modelo

¥
ARCH(r) teremos X} =a, + ) &, X +v,, onde 0s v, s8o como no caso de r=1. Ou seja,

i=l

temos um modelo AR(p) para X, com inovagfes ndo gaussianas. A variancia dos retomos

Ay

1—2(1, -
i=1

X ? formam ruido branco com variancia Var(X,) =

Identificagao

Antes de construirmos os modelos ARCH, & necessario removermos a correlagéo serial , se ela

existir através dos modelos ARIMA. Se este for o caso, teremos @(B)X, =6, +6(B)¢,, sendo

g, ~ ARCHT).
Para verificarmos se existe heterocedasticidade condicional, podemos utilizar dois testes,

examinando-se a série X’ : teste Box-Pierce-Ljung e teste de multiplicadores de Lagrange.
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Estimagao

Os estimadores dos parametros do modelo s&o obtidos pelo método de méaxima verossimilhanga
condicional. Os programas SPLUS, EVIEWS, RATS e PcGIVE, dentre outros, podem ser usados para

estimar os modelos ARCH.

Verificagao

Uma maneira de verificarmos se 0 modelo é adequado é calcular a estatistica Q de Ljung-Box para a

seqiéncia —\/71‘: de residuos padronizados para um modelo ARCH(r). Além disso, podemos calcular os
_ ] |
coeficientes de assimetria e curtose estimados e fazer um gréﬁco'Q x Q para avaliar a suposicdo de

normalidade.
Para verificarmos se ainda existe heterocedasticidade condicional no residuos, pode-se aplicar o

2
teste de multiplicador de Lagrange para a seqiéncia {%h_'—] ;

As previsdes para a volatilidade utilizando o modelo ARCH(r) s&o obtidas recursivamente

h(D=ay+a, X} +..+a,X?

t-r?>

é a previsdo de 4,,, , como origem fixada no instante t. As previsées ¢ passos a frente com origem em t,

2

sdo dadas por 4, (¢) = @, + Y o, X/, ,,se £ —i < 0.
i=l

Exemplo: Utilizando a série de retomos diarios da Petrobras, vamos ajustar um modelo ARCH.

Lembremos que o retorno é definido como a primeira diferenga do logaritmo da série original de pregos

das agoes.
O grafico a seguir mostra da série de retomos diarios da Petrobras PN, de 02/01/1994 a

27/12/2000.
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A figura abaixo indica que a série e auto-correlacionada e que um modelo AR seria apropriado.

Autocorrelation Partial Correlation AC PAC Q-Stat Prob

I 1 ]0.111 0.111 18.387 0.000
I 2 -0.020 -0.033 18.993 0.000
! 3 -0.065 -0.060 25.288 0.000

i 4 -0.037 -0.024 27.309 0.000
I 5 -0.053 -0.050 31.569 0.000
I b6 -0.059 -0.054 36.803 0.000
7 0018 0.025 37.317 0.000
8 0.046 0.032 40.461 0.000
9 0087 0.071 51.793 0.000

10 0.032 0.015 53.323 0.000

11 -0.015 -0.016 53.656 0.000

12 -0.032 -0.018 55.161 0.000

13 0.029 0.047 56.429 0.000

14 -0.003 -0.002 56.442 0.000

15 -0.023 -0.016 57.233 0.000

16 -0.015 -0.012 57.582 0.000

17 0.031 0.025 59.008 0.000

18 0.007 -0.008 59.078 0.000

19 0.026 0.028 60.095 0.000

I 20 0.015 0.013 60.450 0.000

21 0.054 0.054 64914 0.000
I 22 -0.023 -0.035 65.728 0.000
! 23 -0.052 -0.040 69.856 0.000

I 24 0.014 0.035 70.145 0.000

Fixemos a ordem maxima de k=10 para o modelo AR. Na tabela a seguir temos os valores
de AIC, BIC e log-verossimilhanga para cada modelo estimado. Vemos que a ordem p=9 deve

ser escolhida usando qualquer um dos trés critérios, dados na tabela a seguir.
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Modelo  AIC BIC Log-verossimilhanga

AR(T) -3,90508 -3,89798 2924 95
AR(2) -3,90486 -3,89421 2923 84
AR(3) -3,90652 -3,80231 292412
AR(4) -3,90953 -3,80176 2925,42
AR() -3,91042 -3,88909 2925,13
AR(E) -3,91898 -3,89408 2930,56
AR(7) -391793 -3,88945 2928,81
AR(8) -392376 -3,89170 2932,20
AR(9) -393185 -3,89978 2936,26
AR(10) -3,93076 -3,89510 2934,48

Estimando-se este modelo, somente os coeficientes ¢,,4, e @, sdo significativos ao nivel de

significancia 5%, pois os p-valores ( “Prob.” ) dos respectivbs coeficientes s@o menores do que 0,05.

Veja o quadro a seguir.
Variable Coefficient  Std. Error  t-Statistic  Prob.

AR(M) 0.098212 0025625 3.832709  0.0001

AR(3) -0.050991 0025532 -1.997176  0.0460

AR(9) 0.080169 0.025384 3.158229 0.0016
R-squared 0.019290 Mean dependent var 0.001140

i Adjusted R-squared 0.017970 S.D. dependent var 0.034144
- S.E. of regression 0.033835 Akaike info criterion -3.932602
Sum squared resid 1.701228 Schwarz criterion -3.921912
Log likelihood 2930.823 F-statistic 14.61435
Durbin-Watson stat 1.995475 Prob(F-statistic) 0.000001

Assim ajustamos o modelo X, =@, X, , + . X, ; + X, +&,.

O grafico abaixo é a fungdo de auto correlagdo dos quadrados dos retornos da Petrobrés.

f.a.c dos quadrados dos retornos da Petrobras
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As trés primeiras auto comelagbes parciais ndo nulas dos quadrados dos retornos da Petrobras da

f.a.c.p. dada a seguir sugerem um modelo ARCH(3).



f.a.c.p. dos quadrados dos retornos da Petrobras

10
08
06
04
02
00 "l‘.‘—'t—"-‘l—"‘r--—- L A AP A e ST ML e e —— e e

08
08

04

=

Partial Autocorrelation

Um primeiro modelo proposto seria
X =X +6:X ;+5X ,+a,

a, =./h¢,,

— 2 2 2
h, =a, +aa,, +a,0 ,+0,a; ..
Assumindo &,~N(0,1), o quadro a seguir mostra que ¢, e @, séo nao significantes para o modelo

ao nivel de significancia 5%.

Coefficient  Std. Error  z-Statistic Prob.

AR(1) 0.154980 0.022928 6.759415  0.0000
AR(3) -0.028677  0.020118  -1.425422  0.1540
AR(O) 0.007730 0.013095 0.590342 0.5550

Variance Equation

c 0.000392 2.07E-05 1895834 0.0000

ARCH(1) 0.201692 0.032650 6.177445  0.0000
ARCH(2) 0.222594 0022070 10.08600  0.0000
ARCH(3) 0.268312 0.036089 7.434791  0.0000
R-squared 0.010382 Mean dependent var 0.001140
Adjusted R-squared 0.0068376 S.D. dependent var 0.034144
S.E. of regression 0.034035 Akaike info criterion -4.216008
Sum squared resid 1.716681 Schwarz criterion -4.191065
Log likelihood 3145.818 F-statistic 2.591360
Durbin-Watson stat 2.093462 Prob(F-statistic) 0.016782

Re-estimando o modelo apenas, Com a primeira ordem do modelo AR, obtemos 5 sequinte modelo

ajustado
X, =0,1605X,_ +a,,

a, :vh‘g"

h, = 0,004 +0,1937a?, +0,2370a;, +0,2711a;.,.
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com todos os coeficientes significantemente diferente de zero. Os resultados do modelo ajustado acima

sdo obtidos do quadro a seguir.

Coefficient  Std. Error  z-Statistic Prob.

AR(1) 0.160487  0.022426 7.156222  0.0000

Variance Equation

& 0.000391  2.05E-05 19.04710  0.0000

ARCH(1) 0.193714  0.031519  6.145956  0.0000
ARCH(2) 0236985 0.021510 11.01755  0.0000
ARCH(3) 0271064 0033226 8.158188  0.0000
R-squared 0.009017 Mean dependent var 0.001134
Adjusted R-squared 0.006360 S.D. dependent var 0.034517
S.E. of regression 0.034407 Akaike info criterion -4.205107
Sum squared resid 1.766301 Schwarz criterion -4.187367
Log likelihood 3152522  F-statistic 3.393893
Durbin-Watson stat 2.088409 Prob(F-statistic) 0.008983

O quadro abaixo representa a f.a.c. e f.a.c.p. dos residuos do modelo, com as estatisticas de

Ljung-Box, com p-valores maiores do que 0,354, indicando que o modelo € adequado para modelar
dependéncia linear entre sucessivos retomos.

Autocorrelation Partial Correlation AC PAC Q-Stat Prob

1 0.005 0.005 0.0348
2 0.007 0.007 0.1187 0.730
3 -0.021 -0.021 07736 0.679
4 -0.015 -0.015 1.1078 0.775
5 -0.042 -0.042 37936 0.435
6 -0.026 -0.026 4.7901 0.442
7 0.014 0.014 50677 0535
8 0.027 0025 6.1737 0.520
9 0.027 0.024 72414 0511
10 0.042 0.040 9.8763 0.361
11 0.008 0.007 9.9848 0.442
! 12 0.001 0.003 9.9867 0.532
| 13 0.046 0.052 13.212 0.354
] 14 0.003 0.008 13.226 0.431
! 15 -0.027 -0.023 14.298 0.428
| 16 -0.010 -0.007 14.461 0.491
] 17 0.013 0.013 14.711 0.546
] 18 0.007 0.007 14.777 0.612
{
I
)
!
1

19 0.017 0.017 15.239 0.645
20 0.026 0.021 16.263 0.640
21 0.042 0.038 19.004 0.522
22 -0.017 -0.018 19.424 (0.558
23 -0.019 -0.019 19.956 0.586
I 24 0.008 0.012 20.050 0.639

h .

b B B A AR B AR AR B . m ™



Pelo quadro a seguir, que apresenta as fa.c e fac.p. dos quadrados dos residuos,

podemos observar que estes nao apresentam mais heterocedasticidade condicional.

Autocorrelation Partial Correlation AC PAC Q-Stat Prob

-0.005 -0.005 0.0313
-0.008 -0.008 0.1264 0.722
-0.028 -0.028 1.2941 0.524
1 -0.018 -0.018 1.7814 0.619
! 0.003 0.002 1.7910 0.774
1 -0.002 -0.003 1.7984 0.876
I 0.021 0.020 24829 0.870
I 0.012 0.012 27084 0.911
| 0.056 0.056 7.3707 0.497
4 10 0.036 0.038 9.3535 0.405
! 11 0.002 0.005 9.3586 0.498
p 12 0.023 0.028 10.181 0.514
d 13 0.038 0.043 12.414 0.413
|

|

|

|

]

|

|
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|

|
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14 0.020 0.022 12.994 0.448
15 0.049 0.052 16.682 0.274
16 -0.022 -0.020 17.424 0.294
17 0.009 0.009 17.542 0.351 .
18 0.034 0.033 19.266 0.313
19 0.021 0.017 19.916 0.338
20 0.017 0.014 20.380 0.372
21 0.049 0.048 24037 0.241
22 0007 0002 24114 0.288
23 0.016 0.014 24520 0.321
24 -0.009 -0.013 24654 0.368
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O grafico a seguir apresenta a estimativa da volatilidade dada pelo modelo. Analisando-o,
observamos que os cinco maiores picos (em ordem cronologica) representam: crise no México,

crise na Asia, moratéria na Rissia, desvalorizagéo do Real e queda da bolsa de Nasdag.
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2. Modelagem GARCH

Um modelo GARCH pode se usado para descrever a volatilidade com menos parametros que um
modelo ARCH.

Definigao: Um modelo GARCH(r,s) € definido por:

X, =\/Z£,,

r S
= 2
hr =, + ZaiXtvi + Zﬂjht—j’
i=] J=1

onde &,iid.(0,1), &, >0, @, 20, Py 2, Z‘il(a, +4,)<1e g =max(r,s).
Para o modelo definido anteriormente, dado que o denominador seja positivo, as caudas de

X serdo mais longas do que as da normal. Assim a curtose é dada por

o 2
k=3——@h) __,
1-(a, + B)" —2a;

A identificagdo da ordem de um modelo GARCH a ser ajustado a uma série real usualmente é dificil.

Recomenda-se que se use modelos de ordem baixa, como (1.1), (1,2) ou (2,1), e depois se escolha o
modelo com base em varios critérios , como AIC ou BIC, valores de assimetria e curtose , da log-
verossimilharga dentre outros.

Os estimadores dos parametros do modelo s&o obtidos pelo método da maxima verossimilhanga
condicional, que podem ser obtidos computacionalmente, por meio de métodos numéricos de
maximizagao.

As previsdes, com origem t, considerando um modelo GARCH( 1,1) séo dadas por
h()=a, +a1X:2 + Bih,,
epara { > 1,
h({)=a,+(a,+L)h (-1

Se a, + f3,=1, teremos o modelo IGARCH (‘integreted GARCH"). Neste caso teremos

X, =l\/i;a,,

ho=ay+ b, +(1-B)X2,,

com 0< 3, <1. Mas nesse caso a varidncia incondicional de X, néo estara definida.

Exemplo: Utilizando a série de retomos didrios do IBOVESPA, vamos ajustar um modelo  GARCH.



O grafico a seguir mostra a série de retomos diarios do IBOVESPA de 03/01/95 a 27/012/00.
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Para esses dados foi ajustado um processo auto regressivo incompleto, obtido por inspecgdo das
f.a.c e fa.c.p. das a seguir, respectivamente, indicando uma dependéncia linear entre as observagges,
pois algumas auto-correlagGes parciais séo significativas.

f.a.c para série de retornos do IBOVESPA
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- f.a.c.p para a serie de retornos do IBOVESPA
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Analisando as f.a.c e f.a.c.p. dos quadrados dos retomos da série do IBOVESPA, dados a seguir,

respectivamente, e o quadro dado logo a seguir, observamos que hé uma forte dependés<ia , sem um

padrdo bem definido.
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f.a.c. dos quadrados dos retornos
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Coefficient  Std. Error  z-Statistic  Prob.
C 0.002026 0.000532 3.807156  0.0001
AR(1) 0.052974 0.026792 1977226  0.0480
AR(5) -0.051765  0.025321 -2.044373  0.0409
AR(10) 0.043851 0023277 1.883835 (0.0596
Variance Equation
C 2.33E-05 480E-06 4.852250  0.0000
ARCH(1) 0.193782 0.016774 1155267 0.0000
GARCH(1) 0.780603 0.019758  39.50547 0.0000
R-squared 0.009958 Mean dependent var 0.000887
Adjusted R-squared 0.005947 S.D. dependent var 0.028288
S.E. of regression 0.028204 Akaike info criterion -4.758010
Sum squared resid 1.178059 Schwarz criterion -4.733053
Log likelihood 3546.960 F-statistic 2.482712
Durbin-Watson stat 2.033689 Prob(F-statistic) 0.021523

Um modelo AR(10)-GARCH(1,1) sera ajustado. Assim, eliminando-se os coeficientes néo

significativos , o modelo a ajustado, com nivel de significancia 6% é



X, =0,0020+0,0530,, —0,0518X,_; +0,0439X, . +a

a,=+hé&,

h, = 0,0002+0,1938a}, +0,78064, .

Os valores da estatistica de Ljung-Box para os residuos padronizados sio dados por
Q(10)=11,198 (P=0,13) e Q(20)=26,607 (P=0,064), enquanto que, para os quadrados dos residuos
padronizados , temos Q(10)=9,524 (P=0,217) e Q(20)=22,732 (P=0,158), obtidos dos dois quadros a

seguir, respectivamente.

!

Autocorrelation  Partial Correlation AC  PAC Q-Stat Prob

0.047 0.047 3.2781

0.002 0000 3.2829

-0.001 -0.002 3.2861

-0.046 -0.046 6.4160 0.011
0.013 0.018 6.6776 0.035
-0.011 -0.013 6.8691 0.076
0.040 0.041 9.2403 0.055
0.027 0.022 10.363 0.066
0.021 0.020 11.012 0.088
0.011 0.008 11.198 0.130
0.023 0.027 12.009 0.151
-0.031 -0.033 13.468 0.143
0024 0.028 14339 0.158
0.063 0.060 20.364 0.041
-0.035 -0.041 22222 0.035
-0.011 0.013 22.395 0.050
-0.018 -0.014 22.870 0.062
0.032 0.035 24.401 0.059
0.016 0.010 24811 0073
0.034 0.034 26.607 0.064
0.046 0.036 29.848 0.039
-0.020 -0.022 30.472 0.046
-0.018 -0.016 30.970 0.056
0.022 0.028 31.735 0.062
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Autocorrslation Partial Caorrelation AC PAC Q-Stat Prob

| 1 -0.002 -0.002 0.0080
| 2 0055 0.055 45428
' 3 0.023 0.023 5.3055
! 4 -0.005 -0.008 5.3478 0.021
I 5 0.014 0.011 56407 0.060
! 6 -0.011 -0.011 58342 0.120
! 7 -0.018 -0.020 6.3421 0.175
I 8 -0.045 -0.045 9.4334 0.093
! 9 -0.005 -0.003 9.4735 0.149
! 10 -0.006 0.000 9.5238 0.217
I 11 -0.011 -0.008 9.6903 0.287
) 12 0.036 0.0356 11.626 0.235
! 13 -0.017 -0.015 12.047 0.282
14 0057 0.052 16.894 0.111
| 15 -0.022 -0.023 17.593 0.129
I 16 -0.023 -0.031 18.415 0.142
I 17 -0.002 -0.004 18.423 0.188
! 18 -0.038 -0.033 20.581 0.151
I 19 -0.020 -0.020 21.162 0.172
) 20 0.032 0.040 22.732 0.158
! 21 -0.020 -0.015 23.330 0.178
I 22 0.013 0013 23572 0.213
| 23 0024 0024 24.446 0.223
! 24 -0.028 -0.032 25595 0.222

A aplica(';éo do teste do multiplicador de Lagrange, com p=12, confima a auséncia de
heterocedasticidade condicional no residuos do modelo. O resultado do teste dado no quadro a seguir

forneceu p-value=0,459.

Variable Coefficient  Std. Error  t-Statistic Prob.

& 0.964534  0.099913 9653725 0.0000

' STD_RESID2(1)  -0.005114 0.026125 -0.195742 08448
STD_RESID?2(2)  0.055111  0.026091 2112239 00348
STD_RESID'2(:3)  0.023917 0026122 0915570 03500
STD_RESID"2(-4)  -0.004891 0026128 -0.187181 08515
STD_RESID2(5) 0015115 0.026175 (0577456 05837
STD_RESID2(6)  -0.008171 0026171 -0.312208 07549
STD_RESID®2(7)  -0.020911  0.026174 -0798911 (4245
STD_RESID2(8)  -0.046641 0026177 -1.781759  0.0750
STD_RESID?2(9)  -0.002311 0.026206 -0.088171 0.9298
STD_RESID2(-10) 0002026 0026181 -0.077376 0.9383
STD_RESID2(-11) 0007931  0.026140 -0.303395 (.7816
STD_RESID?2(12) ~ 0.036692 0026141 1.403594  (.1607

R-squared 0.008025 Mean dependent var 0.997507
Adjusted R-squared -0.000111  S.D. dependent var 1.868238
S.E. of regression 1.8668342 Akaike info critetion 4.096748
Sum squared resid 5106.896 Schwarz criterion 4.143403
Log likelihood -3010.400 F-statistic 0.9686313

Durbin-Watson stat 1.999067 Prob(F-statistic) 0.459561
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A estimativa do desvio padrdo condicional pra os retonos do IBOVESPA usando o modelo é dada
pelo grafico a seguir. Analisando-o, observamos que os quatro maiores picos (em ordem cronoldgica)
representam: crise no Meéxico, crise na Asia, moratéria na Rissia e desvalorizagdo do Reai.
Comparando com o exemplo da série de retomo da Petrobras, & possivel verificar que a influéncia da
queda da bolsa de Nasdaq nao aparece destacada.
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