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CORPOS HIPERELASTICOS HOMOGENEOS TRANSVERSALMENTE
ISOTROPICOS NAO ORTOTROPICOS

NELSON ACHCAR - EPUSP, 1990
Para se descrever matematicamente o comportamento de um corpo eldstico ho-

mogéneo é preciso conhecer sua funcao resposta, isto é, a fungao T tal que
T=T(F) (1)

onde T é a tensdo de Cauchy e F ¢é o gradiente da deformagao imposta ao corpo.

Se o corpo for hipereldstico entéo existe I : Psym — R tal que

2
T =
det F

F(VE)cFT (2)

onde C = FTF e (VZ)c éogradientede & em C. I ¢é chamada forma reduzida
da densidade de energia de deformagao.

Um problema central é determinar as restrigées impostas a ¥ pela simetria material
do corpo. Esta simetria é dada por seu grupo de isotropia G que, no caso dos corpos

sélidos, é constituido pelas @ € Orth tais que
»(QTCQ)=X(C) VC € Psym. (3)

Rivlin e Ericksen, em [2], demonstram um teorema de representagao para a fungao
¥ de corpos transversalmente isotrépicos. Segundo a definigdo destes autores, “um
corpo tem isotropia transversal” se seu grupo de isotropia contiver todas as rotagoes em
torno de um eixo fixo e, além delas, as reflexdes em relagio a planos que contém este eixo.
Demonstra-se que estes corpos sao ortotrépicos, isto €, seus grupos de isotropia contém
reflexbes em relacdo a trés planos mutuamente ortogonais. Devido a isso chamaremos
de corpos transversalmente isotrépicos ortotrépicos (t.i.0.) aqueles corpos para os
quais

G > {R{ |¢ € RYU{-RT | 1k} 4)
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onde k é um versor fixo, R} ¢ a rotagao vetorial de “eixo” k e angulo ¢ orientada
pela regra da mao direita e —R] ¢ a reflexao em relagao ao plano normal a e.

Como G = {-1,1}G4, onde %= G NOrtht, entao é facil ver que as rotagoes R],
com elk, também estao em G,. Entretanto, isto contraria a definicao de Truesdel e
Noll [3], p.82, segundo a qual corpo transversalmente isotrpico € aquele para o qual G
¢ constituido exclusivamente das rotagoes R}. Estes corpos nao sao ortotrépicos e serao
aqui chamados de transversalmente isotrépicos nao ortotrépicos (t.i.n.o.).

Em [1] demonstramos um teorema de representagao para a fungao ¥ de um corpo

t.i.n.o. Precisamente, foi demonstrado o seguinte

Teorema 1. Sejam k unitdrioe T :Psym — R de classe C' tais que
S(R-¥CR?) = £(C) VC € Psym (5)
entio existe £ :D — R tal que

S(C) = SIcIIcIIcIVeVeVIe) (6)

onde
Ic = trC, IIc = 1(tr®C —trC?), Illc = detC,
IVe = ||=C(k)||?, onde = :V?® — V?® ¢é a projegao ortogonal sobre o plano
normal a k,
Ve =C(k).k, VIc=C?*k).kAC(k)
e D= {(IcIlIcIIIcIVcVeVIe) | C € Psym}.

A demonstragio é uma generalizagio da que foi feita por Ericksen e Rivlin em teorema
analogo para corpos t.i.o. em [2]. Uma qualidade presente no teorema 1, inédita no teorema
andlogo de Rivlin e Ericksen, é a expressao intrinseca dos invariantes I a VI. Isto, além
de esclarecer a natureza geométrica dos invariantes, facilita a derivagao e, em conseqgiiéncia,

a obtencdo das equagdes constitutivas. Temos assim os coroldrios:
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Corolério 1. Seja T a funcao resposta de um corpo hipereléastico homogéneo compressivel

t.i.n.o. de eixo k. Entao

= 2 ox oy P>
T(F) = gqr G + 5t + 51 B -
oS __, 8% P T
_III-@I—IB +3IVL+W}M+5F}A}

onde £ ¢é a funcio do teorema 1,
B=FTF,
L = F(k)® FrC(k) + F=C(k) ® F(k),
M = F(k) ® F(k),
N= %F(A + ATYPT,
onde
A=Ck)@kACHK)+ k@ C(kAC(k)+k@C*(k)Ak.

([1], p-58).

Coroldrio 2. Seja T a tensao de Cauchy num corpo hipereldstico homogéneo incom-

pressivel t.i.n.o. Entao

88 _ 8L __, 0L . 9% T
T——p1+2{aIB—mB +WL+5FM+6V1A} (8)
([1], p-59).
Aplicagoes

Enquanto nos corpos hipereldsticos homogéneos t.i.o. a fungdo ¥ € da forma
(C)=SI ITIITIV V) (9)

[2], nos néo ortotrépicos, é da forma (6). Portanto, é o invariante VI que distingue os

dois casos. A diferenga nas equagdes constitutivas é a presenga, para os corpos t.i.n.o, da
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parcela E;%—FF(A+AT)FT no caso compressivel e 2F(A+ AT)FT no caso incompressivel.
Portanto, olhando as expressoes de VI e A podemos verificar se ha diferenca entre os
comportamentos mecanicos dos corpos t.i.o. e t.i.n.o. quando submetidos a uma dada
deformacao. Fazendo isso concluimos que:

1) Corpos t.i.o. e t.in.o. de eixo k néo se distinguem quando submetidos a uma
extensio na direcdo de k, ou a um cisalhamento num plano perpendicular a k
ou ainda a uma flexdo cujo vetor momento fletor é paralelo a k;

2) quando submetidos a um cisalhamento num plano paraleloa k, os corpos t.i.n.o.
de eixo k apresentam uma tensao de cisalhamento no plano normal ao plano do
cisalhamento, inexistente nos corpos t.i.o.;

3) a torgao num cilindro de eixo paralelo a k nao é controlavel quando o material
for incompressivel t.i.n.o. de eixo k enquanto que para materiais t.i.o. de eixo
F estaz deformacéao é controlavel.

([1] p.61 e seguintes.)

Notagoes.
Psym ={T:V® = V®|T élineare Tv.v >0 Vv # 0}
Orth={Q:V*->V*| QT =Q7"}
Ortht = {Q € Orth | det Q > 0}
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