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ABSTRACT

In this article, we established sufficient conditions for

the equation of Lienard

x ¢ f(x)x+ g(x) =0

to admit periodical solution.

1. PRELIMINARES.

Em todo este artigo, suporemos que f e g sao fﬁn;Ses de R
em R, com f continua e g de classe C!. Estas hipoteses garan-

tem unicidade e existencia de solugao para a equagao
(¢)) x+ £(x)x + g(x) = 0.

Suporemos, ainda, que

(2) xg(x) >0 para x# 0.

No.plano de fase (1) & equivalente a

xey
(3) .
y=-f (x)y-ix(x)

A condigio (2) garante que (0,0) & o umico ponto critico

para o sistema (3).

Consideremos o sistema

X=y
(4) i
y==-h;(x)y-gi(x)
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onde hy: R+R & suposta continua e g, :R+R de classe C}. Se-
ja (xe,ys), com xg < 0 e yo < 0. Seja v (t) uma solugao de (4)

tal que
Yi(te) = (xg,¥50)

para algum tp. Suporhamos que y; intercepta o eixo x em algum

instante t; > ty. Suponhamos, ainda, que, para todo x < xg,

g1(x) = g(x)

£(x) >h,; (x).
Seja y(t) uma solugao de (3) tal que, para algum instante t,,
Y(te) = (x0,¥1)

com yg<y;<0. Nao & dificil concluir que y(t) interceptara o

eixo x em algum instante t; > tp.

f

===,

----1y,

Consideremcs, agora, o sistema

x=y
(5) .
y= -ha(x)y - ga(x)
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onde h : R*R & suposta continua e g2: R*R de classe C!, sy-

ponhamos que existe b>0 tal que, para todo x2b,

f(x) > ha(x)

g(x) = ga(x).

Suponhamos, ainda, que existe r < 0 tal que toda solugao yz(t)

de (5) que parte de (b,y3), com y2 >0, encontrara novamente a

reta x* b, sendo que y,(t) interceptara pela primeira vez tal

reta em um ponto (b,y;), com r< yy <0, Nestas condigoes,

-

&€ dificil concluir que toda solugao de (3) que parte de (b

nao
2¥2),
com y2 >0, interceptara novamente a reta x= b sendo que o en-

contro dar-se-a pela primeira vez em um ponto (byys), om re<y, <0,

Yz

Consideremos novamente o sistema

x=y
(3) .
ye=-f(x)y-g(x).

Toda solugao deste sistema, com y§ 0, &, tambem, solugao da

equagao
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dy . _ _8(x)
-dJ; £(x) =ik

Sejam a<b e ¢ >0 reais dados e sejam
A =max |f(x)| e B = max |g(x)].
asxsb asgx<h

para todo x em [a,b] e |y|2¢c,
|il|su»3 ]
dx c

Segue dai que toda solugao de (3) que passa por (x0sY0)» com
yo <0, ou intercepta a reta x =X, x; € Xg, Ou cruza o _eixo x
em algum ponto (x2,0), com x; S X3 < Xp, nao podendo ocorrer ne-
nhuma outra possibilidade. Da mesma forma, toda solugao de (3)
que passa por (X0,¥0)» com yo >0, oﬁ intercepta a reta x = x;,
com x; > Xg, Ou cruza o eixo x em algum ponto (x2,0), com Xp<XaSX;

nzo podendo ocorrer nenhuma outra possibilidade. .

2. TEOREMA DE EXISTENCIA DE SOLUGKO PERIODICA PARA EQUAGAO DE
LIENARD.

TEOREMA. Consideremos as équaqses

(1) %+ E(x)x +g(x) =0,

x+hy(x)x+ g (x)=0

X+ ha(x)x+ ga(x)= 0,

onde £, h;, ha, 8, B1 @ g2 8d0 fungoes de R em R sendoas tres
primeiras continuas e as demais de classe c!. Suponhamos que
estejam verificadas as seguintes hipoteses:

(1) xg(x) >0 para x¢#0;



(II) a origem, em relagao ao sistema

xe=y
y=-f(x)y-g(x),

e repulsora;

(III) existe b>0 tal que, para todo x2b,

£(x) > ha(x)

g(x) = ga2(x);

(IV) para toda solugao yz(t) de

x=y
(2) .
y=-h2(x)y- ga(x)
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com yz(tg) = (b,y0); yo >0, existe t, >ty tal que ya(t,)

€ um ponto da reta x= b;

) existe r <0 tal que se yz{t) for solug;o de (2), com

Yi(tﬂ) = (baYO)i Yo > o,

va(ty) = (b,y,), £y > ¢ty,

entao

Y1 > 3

(VI) existe a<0 tal que, para todo x< a,

£(x) > hy(x)

g(x) = g3 (x);

(VII) para toda solugao v,;(t) de
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x=y

(3)

y=-h(x)y- gi(x)

com Y3 (to) = (l.;o), Yo <0, existe T12¢t, tal'que y,(?‘)

¢ um ponto do eixo x.

Nestas condigoes, a equagao (1) admitira pelo

solugao periodica.

DEMONSTRAGKO.

menos uma

Seja y(t) a solugao de
xe=y

y=-f(x)y~- g(x)

v

:{/l.{‘-(bts—

P

que parte de H= (b,r); Y interceptara o eixo y, pela primeira

vez, em um ponto P. Segue das hipoteses que Y interceptara no-

vamente o semi-eixo negativo dos y em um ponto P; situado en-

tre P e a origem. Pelo teorema de Poincaré-Bendixon, s equa-

¢3o admitira pelo menos uma solugao periddica. 0



o
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0 resultado obtido neste artigo constitui parte de nossa

Tese de Doutorado.
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