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Abstract. We consider the problem of fairly allocating a collection of indivisible
goods to agents. It is desired to find an allocation such that all agents are
equally satisfied. This problem has an application of a company that wants to
allocate its production of vehicles to its dealers. We give an exact method for
the problem and some preliminary results of the execution with some instances
of the application.

Resumo. Em um problema de alocagdo justa, é dada uma colecdo de itens que
deve ser alocada aos competidores e deseja-se encontrar uma alocacdo em que
todos os competidores fiqguem igualmente satisfeitos. Este problema possui uma
aplicacdo na qual uma distribuidora deseja distribuir sua producdo de veiculos
entre concessiondrias. Apresentamos um método exato para o problema e al-
guns resultados preliminares da execucdo com algumas instancias da aplicacdo.

1. Introducao

Consideraremos um problema de alocagao justa no qual é dada uma colecao de itens I que
deve ser dividida entre um conjunto de competidores K. Cada competidor deseja maximi-
zar sua satisfa¢do considerando os itens alocados a ele. Desta forma, desejamos encontrar
uma alocacao de itens aos competidores que seja justa segundo a métrica que sera apre-
sentada adiante. Cada competidor expressa sua preferéncia por meio de uma fungdo que
avalia numericamente sua satisfacdo ao receber uma colecao de itens. O objetivo é encon-
trar uma alocacao de itens para os competidores que maximize suas satisfagcoes e satisfaca
as propriedades de uma métrica de justica considerada.

Para classificar os itens da cole¢do 7, existe um conjunto de categorias H nas quais
todo item da colecdo [ pertence a alguma categoria de /1. Cada competidor esta interes-
sado na quantidade de itens de cada categoria alocados a ele. Para cada categoria h de H,
h4d uma quantidade a;, que corresponde ao nimero de itens da categoria h disponiveis
para alocagdo. Cada competidor deve receber uma quantidade fixa de itens, denominada
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demanda, dada por um vetor m de | K| posi¢cdes onde my, é a quantidade exata de itens
que deve ser alocada para o competidor k. Desta maneira, uma alocacdo deve gerar,
para cada competidor %k, um vetor indexado pelas categorias de H, no qual cada posi¢do
representa a quantidade de itens da categoria alocadas a ele. Portanto, uma alocagdo é
definida como uma funcdo a : K — N”, tal que >, , «(k), < aj, para todo h em
He) , ya(k), = my, para todo competidor £ em K. Em seguida, apresentamos a
expressao das preferéncias de um competidor sobre a colecdo de itens. A preferéncia é
expressa por uma matriz P gz, na qual P j, corresponde a quantidade de itens da cate-
goria h que o competidor k deseja receber. A satisfacdo mdxima por categoria h do com-
petidor k € atingida quando a quantidade alocada de h para k € exatamente igual a Py j,.
A funcdo de satisfacdo € construida considerando as preferéncias dos competidores, de
forma a favorecer o atendimento dos valores Fj; de cada competidor k e categoria h.
Além disso, deve favorecer o atendimento de categorias com quantidades desejadas mai-
ores e atender proporcionalmente quantidades desejadas iguais. Desta forma, definimos a
fungdo de satisfagdo como ¢ : K x N — R, onde ¢(k, o) = =, 4 W para
um competidor k£ e uma alocacio a.

Esse problema possui uma aplicacdo na qual uma distribuidora deseja distribuir
sua producdo de veiculos entre concessiondrias. Os veiculos sdo divididos em modelos
e cores € as demandas das concessiondrias sdo determinadas pela distribuidora. As pre-
feréncias das concessiondrias sdo expressas por pedidos de quantidades de cada modelo
e cor. A satisfacdo de cada concessiondria € dada pelo atendimento de seus pedidos.
Por regras de negdcio internas, toda concessiondria pode questionar o resultado de uma
alocacdo. Por isso, o problema foi desenvolvido para oferecer um certificado de justica
que possa ser utilizado pela distribuidora para justificar uma alocacio para suas conces-
siondrias.

Os resultados conhecidos para problemas de alocacao justa com itens indivisiveis
sao recentes e, em geral, variam de acordo com as restricdes impostas sobre a funcdo de
satisfacdo e com a métrica de justica escolhida. Para fungdes de satisfacio mondtonas
e polinomiais, [Golovin 2005] demonstrou que o problema é NP-dificil. Para o caso da
funcdo de satisfacdo genérica, ndo necessariamente mondtona, [Golovin 2005] demons-
trou que computar uma aproximacdo também € NP-dificil. Para a variante considerada,
nao se sabe se o problema permanece NP-dificil.

O trabalho estd organizado da seguinte forma. Na sec¢do 2 definimos a métrica de
justica, enquanto na se¢do 3 modelamos um problema auxiliar usado pelo método. Ja na
secdo 4, apresentamos o método exato. Por fim, na se¢do 5 apresentamos a conclusao.

2. Métricas de justica para uma alocacao

Uma alocagdo « € dita justa se aumentar a satisfacdo de um competidor k necessariamente
implica em diminuir a satisfagdo de um competidor / para um valor menor ou igual ao de k
antes de sua satisfacdo ser aumentada. Mais precisamente, para toda alocacdo 5 # «, vale
que se ¢(k, B) > ¢(k, «) para algum k em K, entdo existe um competidor [ em K \ {k}
tal que ¢(1, B) < o(l, ) e ¢(I, B) < @(k, ). O conceito-chave para a montagem desta
métrica € a justica max-min como definido por [Le Boudec 2008], que surgiu na drea de
redes de telecomunicagdes. O PROBLEMA DE ALOCACAO JUSTA consiste em, dada uma
instancia (K, H, I, P, m), encontrar uma alocagio justa dos itens de I para os competido-
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res de K, satisfazendo as demandas dadas. Definimos um outro problema importante para
o método exato, uma variante do problema estudado por [Bansal e Sviridenko 2006], de-
nominado PROBLEMA DE CONJUNTO MINIMO DE PIOR CASO (PCMPC). Este problema
consiste em, dada uma instancia (K, H, I, P, m), encontrar uma alocagdo que maximize
o valor de satisfacao do competidor mais insatisfeito. Além disso, o conjunto dado pelos
competidores mais insatisfeitos deve ser minimo.

3. Modelo de programacao quadratica para o PCMPC

Sejam x varidveis inteiras para representar a quantidade de unidades da categoria h
alocadas ao competidor k, z uma varidvel continua que representa a menor satisfacio entre
os competidores de K e b, uma varidvel bindria que, para cada competidor £ em K, € igual
a 1 se sua satisfacdo € maior do que o valor z e 0, caso contrério. Sejae > Otal que b, = 1
S€ — Y nem W —2>¢€ Sejae* = (‘K‘H).;axk(mw de forma que a funcio objetivo
assegura o comportamento desejado de primeiro maximizar a satisfacdo z do competidor
de K mais insatisfeito e depois encontrar um conjunto minimo de competidores com

satisfacdo z.

maximize z + € Z by (D
keK
sujeitoa »  xyp, = my Vk € K 2)
heH
(PQpcmpc) Z Ty < ay Vh e H (3)
keK
P _ 2
_ Z M > 2 Vk e K 4)
my,
heH
P o 2
_ZM_(G'bk)ZZ Vi e K (5)
my
heH

Trp € N, b, € {0,1},2 cR

O método exato que serd apresentado resolve um problema parecido com o
PCMPC, no qual considera dois conjuntos de competidores R e R,onde RUR = K
e RN R = (. O problema do método apresenta uma restricio na qual todo competidor
de R deve ter sua satisfacdo fixada em um valor por uma alocacdo. Esses valores sdao
dados por um vetor s de | R| posi¢des onde sy, € a satisfagdo exata que deve ser obtida por
uma alocag@o para o competidor k. As alteragdes de (PQ pcarpc) para obter o modelo
do método (PQ pcarpor) consistem em substituir o conjunto K por R em (4) e (5), além
de adicionar a seguinte restri¢ao.

Py —xpp)?
-y Brn —men)” _ e g (6)
mg
heH
4. Método exato para o problema de alocacao justa
Nesta secdo, apresentaremos um método exato para resolver o problema de alocacio justa.
A ideia do algoritmo € construir iterativamente um conjunto R de competidores e, em cada

iteragdo, resolver uma instancia do (PQ pcypor) para R. Inicialmente, R =0 e R = K.
Em cada iteracdo, todo competidor que estiver no conjunto minimo de uma solug¢ao do
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(PQpcmpor) serd adicionado ao conjunto R e removido de R. Além disso, a satisfacao
dos competidores no conjunto minimo sera fixada no valor encontrado por uma solucdo do
(PQpcumpor) para as iteragdes seguintes. Desta maneira, a dltima alocag@o encontrada
no laco do método deve verificar as propriedades da justica definida anteriormente.

Algoritmo 1: Método exato para o problema de alocagio justa.
Entrada: Instincia (K, H, I, P, m) do problema de alocag@o justa.
Saida: Vetor x representando a alocagdo encontrada.
inicio
(R,R) «+ (0, K)
faca
(z,2,b) < solugdo do (PQpcarpcr) para (R, R, H, I, P,m, s)
D « {k € R|bj, = 0}
para k € D faca
S < %

(R,R) + (RUD,R\ D)
9 | enquanto R # ()
10 devolve z

N S U AW -

Considere uma alocacdo gerada pelo método. A ideia da prova de corretude € su-
por que existe uma outra alocacdo na qual € possivel aumentar a satisfacdo de um compe-
tidor sem violar a propriedade da justica definida anteriormente. Ao considerar a iteracdao
em que o competidor em questdo foi adicionado a R pelo método, deve se verificar um
absurdo com relag@o a otimalidade de uma soluc@o do (PQ pcypor) da iteragdo.

4.1. Resultados preliminares

O método descrito acima foi implementado em python e o resolvedor GUROBI foi uti-
lizado na implementacdo. As instancias da aplicacdo apresentam, em média, 130 com-
petidores e 35 categorias. Foram executadas 11 instancias da aplicacdo. O tamanho da
colegdo de itens varia entre 3000 e 4500 unidades. O valor ), _,; Py € proximo de 1y
do competidor k£ em todas as instancias. O tempo de execu¢do médio foi de 4 horas.

5. Conclusao e trabalhos futuros

Definimos um problema de alocacdo justa a partir de uma aplicagido e propusemos um
método exato para resolver o problema. O método foi implementado e resolveu instancias
da aplicacdo em tempo computacional aceitavel. Como trabalho futuro, queremos apre-
sentar experimentos mais detalhados, formalizar a demonstracdo da corretude do método
e provar que o problema ¢ NP-dificil.
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Teorema 4 (Moser e Tardos [Moser and Tardos 2010]). Seja P um conjunto finito de va-
ridveis aleatorias mutuamente independentes num mesmo espago de probabilidade e A
uma colegdo finita de eventos determinados por essas varidveis. Se A satisfaz as con-
dicoes do LLL, entdo existe uma atribuicdo de valores as varidveis de P que ndo viola
nenhum dos eventos de A. Além disso, o niimero esperado de reamostragens do evento
A € A que o algoritmo aleatério acima faz é no mdaximo x(A)(1 — z(A))~'. Portanto, o
niimero total esperado de amostragens €y ,_ 4 x(A)(1 — z(A)) . [ |

4. O algoritmo na pratica

Uma andlise mais cuidadosa do algoritmo de Moser e Tardos € feita em
[Haeupler et al. 2011]. Um dos parametros fundamentais da andlise é

0 = min (A) I[ a-xzB)).
BET(A)
Note que, nas hipéteses do LLL, vale que ¢ > mingc4P(A). O primeiro resultado de
[Haeupler et al. 2011] € o seguinte.

Teorema 5 (Hauepler, Saha e Srinivasan). Suponha que estamos nas mesmas condi-
coes do Teorema 4. Entdo o niimero total esperado E de amostragens realizadas pelo
algoritmo satisfaz E < n(log1/§) maxac4(1 — x(A))~". [ |
Aplicacido em coloracoes frugais

Proposicao 6. Seja G um grafo nas condigoes do Teorema 3. Existe um algoritmo alea-
tério com tempo esperado O(Bn*Alog A) que encontra uma coloracdo [3-frugal de G.

Demonstragdo. Note que € possivel descobrir se uma coloragdo ndo € frugal em tempo
O(nA). Além disso, na prova do Teorema 3 os eventos satisfazem ¢ > mingc 4 P(A) =
1/CP~1. Portanto, log1/6 < log(CP~1) < BlogA. Temos ainda que max e 4(1 —
z(A))™t = 1/(1 — 2/C) < 3. Segue que o tempo esperado do algoritmo de Moser e
Tardos nesse problema é £ = O(3n*Alog A). [
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