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LA Gl::OMl::TRIE, LE PROBLl::ME D'EQUIVALENCE ET LA CLASSIFICATION 

DES CR-VARil::Tl::S HOMOGtNES EM DIMENSION 3 

J.M. Veloso, J.A. Verderesi 

l. Introduction 

Dans ce papier on donne une nouvelle version d' une partie du 

papier de E. Cartan: "sur la geometrie pseudo-conforme des hypersur­

faces de l'espacc de deux variables complexes" dans le contexte de la 

theorie intrinseque des systemes d'l::quations aux Derivees Partielles 

(S.E.D.P.). 

On associe a chaque CR-variete integrable et non degeneree 

de dimension 3 un fibre des reperes de deuxieme ordre et sur ce fibre 

une connexion de Cartan. Une partie de la courbure de cette connexion 

define un vrai tenseur sur la variete semblable a celui de Weyl de la 

geometrie conforme et que l'on appelle "tenseur fondamental". On de­

te_rmine ses proprietes algebriques et so'I expression dans un CR-repere 

adaptc (2.21. 

Une CR-variete M est non umbiLique si le tenseur fondamental 

ne s'annule pas partout. Ces varietes admetent un Z2 - fibre de CR-r~ 

peres adaptes ~2.2l qui permettent de definir trois functions E~r M 

que l'on-appelle les invariantes fondamentales · (Th. 4.161. En utili­

sant ces invariantes on demontre, comme en (c], un theoreme d'equiva­

lence pour les CR-varietes non umbiliques . 

Pour les CR-varietes homogenes les invariantes fondarnentales 

sont constantcs . Cela, permct de faire une classification de ces va­

rietes (Th. 4.lBl. Si Aut (Ml est le groupe de automorphisme de M, 

alors M: Aut (Ml ou M = Aut (Ml/Z,. En plus le theoreme 4.18 decrit 

completement la strucutre de Aut (Ml . 
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Finalement, on remarque que la constrution de la G-structure 

qu'on trouve dans le papier de Cartan (c] a etc generalisce pour les 

dimensions plus grandcs quc trois par Tanaka [T21 ct Chern·Hoscr [c .M.]. 

Si on essaie d'appliqucr notre mcthodc on trouve unc obstruction d'or 
l 

drc 3, c'est-a-dire dans le theorcme 2.1, (S~) --0-, M n'est pas sur-

jective. Pour associer un fibre principal a une CR-structure de dimen 

sion plus grande que trois 11 faut changer l 'espace hcmogcne Q. Co.-rrm en 

[c.M.] on considere le fibre en droites E + Q donne par E = (8 £ TM•I 
8 ~ D~} que est un espace homogene du groupe G = Aut (Ol. Si on con-

siderc l'equation qui fait le contact d 1 ordre l entre le fibre en 

droi tes d ' une CR-variete abstraite et le f19re E associe a o alors on 

peut repeter ce que l'on a fait en dimension trois. 

L'interet des auteurs au suject de ce travail est fruit du 

sejour du Prof. Kuranishi a l'Universite de Sao Paulo. A lui nos re­

merciements pour ses enseignemants. 

Nous remercions aussi au Prof. Rodrigues pour de vivantes 

conversations et nombreuses suggestions qui font partie de ce papier. 

Une CR-varie..!.S est une triade (M, D, J) oii: D est une dis­

tribution de codimension let Jest une structure complexe sur D. On 

dit que la CR-variete (M, D, J) est integrable si la distribution co~ 

plexe D (l' 
0 

). C .TMC est une distribution integrable . 

· Les ex~mples naturels des CR-varietes sont donnes par les 

hypersurtaces reelles d'une variete complexe. En particulier, soit 

Mc Cn+l une hypersurface, I la structure complexe de cn+l, alors, si 

on pose: D = TM n I.{'1'11.) et J = I/D, (M, J, D) est une CR-variete 
l 

plongee dans c"+l. 

La forme de Levi est definie par: 

L : D X D + TM/D 

L (X, ¥) C [x, JYl mod D 

on peut voir que L (X, 'i)x ne depend que de X {x) et Y{x) . En plus, 

COIUltle dim TM/0 = l on eut considerer L D X D + :m. 
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On note par la meme lettre L l'extension de la forme de Levi 

au espace complexitic De. On dit que une CR-varicte est non daganer•• 

si la forme de Levi l'on est, et quelle est strictemente pseudo-conv~ 

xe si tousles valeurs propres de L ont le meme signal. 

Remarque: Si on suppose que L • o alors Dest complctement 

integrable. D'apres le theor~me de Newslander-Niremberg on voit que K 

est localement equivalent a c x IR. Done, la geometrie d'une CR-varif 

te deg~ner~e est de dimension infinie. 

On u restr•int dans cat •:z:poss .i CR-variate de dim11nsion 3 

non diginiroa. Dans ce cas elle est aussi strictemente pseudo-convexe. 

L'exemple le plus simples de CR-variete et que joue le role 

du IRn pour la geometrie riemanienne c 'est la quadri_que O associee au 

pro9uit hermitienne sur c3• 

0 • { (>.z) CP z I < z, z > • 0 } 

La partie reille de Q est donnee par: o* 
• 0 est definie par l'cquation 

- i -z1z1 + - 2- (z2~ z2l • 0 

c• 11 o . 

Le groupe lineaire que p~eserve < > et la forme volume est 

SU (2,ll. SU (2,ll opere sur CP 2 et laisse O invariante. Cetteaction 

sur Oest transitive et preserve la CR-sctructure de o. C'est-a-dire, 

chaque g c SU C-2, ll determine un CR-automorphisme g : O + O (g• (D) • 

• D et dg o J ., J o dg . ) . Le sous-groupe de SU (2, l) que fixe O point­

a-point est r(l) • {>.I I >. 1 • l} • Done, su (2,l)/r(3) c: Aut (Ol le 

groupe des CR-automorphisme • de Q. C'est un resultat de Poincare [ P) 

que SU (2,l)/r(3) • Aut (0). 

On considere, rnaintenant, le sous groupe ff de SU (2,1) · formi 

des elements 

0 

1 

2 121 



04 

::.a application { H • o" 
T • T .• 0 OU O • (1, o, 0) 

est un 

• diffcomorphisme. Cela montre gue O a une structure naturel du grou-

pe de Lie. 

2. L'equation de contacte et le thcoreme fondamental 

Soit (M; D, J) une CR-varietc de dimension 3 et (0, D
0

, J
0

) 

la CR-variete de la quadrigue Q. On note par Jk (M, Q) l'espace de 

k-jets des diffeomorphismes de M dans Q, _a : Jk (M, Q) ➔ M, B : Jk (M,Q) 

• O•et n 1 : Jk (M, O) • J 1 (M, O)les applications "source", "but" et 

projections .respectivement. Chague z c J 1xa 4 J 1J 1 (M, Ol determine 
• 1 

l'application lineairc z. & da(x) c TxM ® Ta(x) J (M, Ol. En par-
t • 

ticulier, si z £ J (M, O) alors z. £ Ta(z)M ® TB(z)Q. (on identifie, 

dans ce cas, une section du fibre trivial M x O • M avec une applica­

tion de M dans O) 

L'oquat i on decor.tact de ta CR-varietc H est donner par: 

Il est facile de voir guest CJ (M, Q) est un systeme d'cgu~ 

tion aux cerivees particlles (SEDP) (voir [c]. Le protongemant do S 1 

d'ordre k est definie par induction par: 

On dit que z E. Jk (M, O) fait un contact d'ordre 1< entre H 

et Q dans lcs points x L Met y ~ 0 si: a(zl • x, B(z) =yet z ~ sk. 

Le probcme fondamental est d'ctablir le plus grand contact 

q~e une CR-variete a avec l'espace mocele o. 
Sisk~ Jk (M, Ol alors on defines~ Q n1 (sk) pour t < k, ct 

·sk k 
p 1 • (St) I• 
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L'un de notre resultat est le suivant: 

Theorcme 2.1 Soit (M, D, J) une CR-variete non degeneree, S1 c Jk(M,Q) 

l'equation de contact. Alors on ale diagramme: 

Z 2 

(S1) 

l 
s• def 

51 def 

! 
M M M M M 

et: i) $ I a .. Met 51 S1 sont des fibrations . 

·ii) SL ¢k est le symbole desk, alors dim ¢ 1 

dim SlSk = 0, k ~ 3. 

iii) 51 {z e. s1 z preserve L) 

4, dim ¢ 2 = l et 

Pour demontrer ce theoreme on comence pour introduire un SY! 

teme de coordenee speciale dans Jk (M, Q). 

Un repere (F,F1 , F 0 ) de TMC s'appelle un CR-repere si: 

D ( 1, o) . F- ct D ( o, 1) 
' I 

ii) F1 = F1 et Fo = Fo 

urn CR-re·pere adapte est un CR-repere tel que 

i) [F1F1] =cF1 - cF1 +iF, 

a reele (2. 2) 

Il est facile de voir que toute CR-variete non degeneree ad 

rnettre des reperes adaptes (local). 

Si fest une function sur M soit fj • Fj(f). Alors le l'ide~ 

tite de Jacobi on obtient 

(2. 3) co - i a1 + b1 + b c - i a c • 0 · 
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La quadrique 0* admettre un CR-rcpere adaptc especial (Z 1 , ?,1, Z0 ) 

tel que: 

11) (Z 1 , Z'j, . Z0 ) est une base de champs invariantes pour la structure 

de 9roupe de Lie de o•. 
Ce repere semble le translations du m1 ! 

Soit f : M ·• O une application di ffercntiable ct w : TQ ➔ i 
la forme de ~aurer-Cartan de Q. La diffarentieZ Ze da Darbou. def est 

definie par Df = f* w. 

Si on applique f* a l'cquation de Maurer-Cart an on obtient: 

dDf + [Df , Df) = 0 

- 1 Si on pose: Df (F 1 l = p 1 - Pi Z j t:. ~ 

alors de l'equation on obtient la relation de compatibilite: 

(2.4) 

Explicitcment on a: 

P:j - p~I -C p l + 1 pl 
I , 

P!' - p: I m 1 a p: 

Pf, - pl_ ., b pl 
) . I 

' - I .. i (p) - P~P!l pll pll 
' I I 

p:) - ) -- 1 plpl p)I I J 

Il est claire que, en chaque pont x, les p1 ne depend que 

J~f ct que les.p1 j de J~f . En general on peut definir Pr pour un mul­

ti-indice I que depend seulement de J~f ou k = [I). 
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Si le repere (F1FiFo) est defini · dans un ouvert Uc. H, alors 

(c, Y, P1 l; x, U, y E. Q et p1 t:. 1 s'appelle unsysteme 

adaptc dans Jk (M, 0) associe a (F1F1F 0 ). 

de -coordonni 

L'cquation de contact S1 est donnee dans un systeme adapte 

les equations: 

Son 

p.!, 
l 

p' 
I 

prolongement 

s• 1 I p1i 

0 
p11 

0 

0 

est 

- 0 

- 0 

+ conjuguees 

P~- = 0 1 
- 0 11 P,'j 

+ conjuguees 
0 

P;, - 0 • P,1 .. 0 

De l'cquation p! • 0, sa conjugucc et la relation de com-11 
patib!°litc (2.4) on obtient !'equation 

On ne obtient pas d'outres relations de premiere ordre. Done, 

.s• 
I 

p.!. = 0 
I 

p' C pl p.!. 
0 I I 

+ conjuguees 

Pour voir que S2 est formce des 1-jets de S1 que preserve la 
I 

forme de Levi on observe que: L (F1 F'j) • i F,· mod DC et L (Z 1, zj') 

• i z, mod o~. Done, z • (x, y, pj) preserve la forme de Levi si et 

seulcment si [p1pi) • i p 0 mode D~, qu'il est equivalent i l'equation 

I I I 
P, = plpl 

Le prolongement de S2 est donne par: 
I 



p! . 0 
I 

I P, I --
(S2 ) I 

I 

p!_ = 0 
1 1 

p.!.- = 0 
I l 

p• 
I 

2 1 

-0 

p'p' 
I 0 

i · P-l 

P:r 

p'p' 
I , 0 

00 

p• 

' 
- p' 

I 
p.!. 

I 

c pl p: I + 0 
I 

p:i = 0 

P: , = 0 

= 0 
p• p' P'- + p.!. .. I 11 I 

L'equation p 1 = - 2 i ----
11 p.!. 

+ C pl 
I 

on obtient des equa-

I 

tions p•- = O, p! pI 
, D I I O l 

p! + p 1p!_, p~ = 0 et de l a relation de 
1 l 1 l l 1 I 

compatibiiite (2.4 ). 

L'equation p 0 = p 1 pi_ + p~. p 1 

0 0 I O I I U I 
de p ' "' p 1 • p} 

G I I 

111 

Il es t clair e que (S2) 1 
- S 1 est surjective. 

I I 

Le prolongement de (S2 ) 1 n'est pas s urjective s ur (S 2) 1
• 

l I 

Si on derive par rapport a I l'equation 

p~. p' 
I 1 1 

et on utilize les relations de compatibilite (2.4) 

e t l es autres equat i ons de (S~ ) a l ors on obtient: 

oii c_ + c + 2 cc - 3 a 
I I 

(2 . 5 ) A = ------------
2 

Les outres equations ne conduzent pas a nouvelles equations 

de deuxieme ordre. 

P:, 



Les equations de (S') 2 
"' 11, ( (S2

1
) 2

) sont: 
I 2 

p! 0 p• = 0 p• 
I I 0 

p•pl 
I 0 I 2 i pll --
p! 

I 

I 
pll = 0 

P~-
11 

0 

0 

P:, - 3 i PIPI 

' 0 I .. 
POI 

2 p~ 
I 

Maintenant,on derive: 

par rapport a I, 

p: 

pl 
I 

p.! 
I 

- p• + C 
I 

• z 
pl I 

0 
pit 

.. 
P~-

I J 

p• -0 I 

+ i ti p 0 

0 

+ C p~ par rappor a 0 
I 

0 

0 

0 

0 

De les relations de cornpatibilite (2.41 . on obtient 

OU 

(2,6) 

pl -
.• 0 

pl 
___:,J_ 

p' 
0 

R 
' 1 l (2 c

0 
+ 1 llj - 2 be - 2 i a c ) 
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Une analyse des outres equations montre qu'il n'existe pas 

d'autres equations de deuxierne ordre, 

Les equations du systcme S2 • 11, (((S 2
) 2 ) 1

) sont 
l 2 
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pl = 0 po· .. 0 po = pl p~ 
I I 0 1 I 

pl 
0 

cl pl .. pl (- 2 i ---- + 
11 I p!. 

I 

0 = 0 pl I 

pl_ = 0 
11 

p•_ = 0 
11 

I 
PTT 

.. 0 0 
PTT 0 

s2 I 
POI 

.. 0 0 
POI 

= 0 

0 - 3 i pip• + i . t, po poo 0 0 0 
I = 

POI 
2 p} 

I 

pl 
pl 

0 
(Po =--- - i p;p~ l + R p• 

0 0 po 0 0 I 
0 

+ conjuguees . 

Ci + c, + 2 C C - 3 n 
OU t, ., 

2 

(2. 7 l R 
i (2 + i 6"i - 2 b 2 1 a cl ., -3- Co C -

.3. Le fibre principal associe a unc CR-variete 

Le groupe G • SU (2,ll/r(3l opere sur Q. Le groupe d'isotro-

pie Go en O .. (1, o, Ol E. Q est forme des matrices de la forme 

[: - 2 i a U C b 

l 
u • u = l 

C 2- - b 
a - 2 i C c u a a 

0 11ii au 
= l a 



L'action de G sur Q sc prolonge dans une action sur 

L' applicattion 

G .. J: (Q, O) 

g-+ J:g 

est donnee, dans les coordonnees adaptees, par: 

pl .. .....)!_ pl 0 p• 0 p• _1_ 
I a I I • a ·a 

pl 4 i u2c 
P~, 

- 2 i ii C = 
11 a a a 

pl --• 
2 

a 

(3,1) pl 2 b u - 4 i a u C c • 2 cl+ li .. P., .. ---a a -a Io a2 a 

I - 8 be 
p o,o, a2 

pll_l • ·pl • pOII = p! = p•- • O 0·1 I I O I 

11 

J2 (Q) • 

C 

Si on fait, cans le calcul precedent, M • 0, r 1 • s 1 , r• "' 
., s 1 et r 2 • S2 alors: 

Theoram• J,2 Soit r 1 le groupoide de Lie des 1-jcts de CR-automorhi~ 

mes de Q alors, 

- . r' 
• 2 I 

ccr112> 
2 ( r I) 

1 / ! / J 
2 I r2 c- · cr 1>, c:.......- cr11 ~ r2 

l l ! I 
r1 rl fl c-...- r1 

l l J l 
0 . 0 0 0 



i) r 1 i • 1 1 2, 3 sont des groupo.ides de Lie sur Q et fi + l 

i c 1,2 son de fibrations. 
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11) Si gi-l est le symbole de r1 alors dim g 1 • 4 dim g 1 = l dim g 2= 

- 0 

iii) r' est un s.E.O.P. complctement integrable 

Dam : i) et ii) son des consequence imcdiate du theoreme (2.1). iii) 

est une consequence de la parametrization (3.1). on verra une demons­

tration directe de iii) dans le paragraphe suivante. 

Corolaire (Poincare): Le groupe d'automorphisme de O ferment un grou­

pe de Lie de dimension 8. 

De la parametrization (3.11 on a G ., Aut(Ml • sol (r 2
) = l 'e!!. 

semble des solutions globales de r•. Cornme g2 = 0 alors Gest repre­

sen~e comme un groupe des diffeomorphismes d'ordre 2 sur Q. 

Soit (M, o, J) une CR-variete de dim.3. L'action de G sur O 

se prolonge naturellemente a une action sur Jk(M, Q). 

On dit que un S.E . D.P. skc Jk(M, Ol est invarianta par G si: 

pour chaque z e. sk et g ~ G alors g . z · E. sk . 

On dit quc sk C!lt automorpltc pnr G si sk est invnrinntc et 

pour chaque z, w E sk, a(zl O a(w), alors il existe g E G 

w - g • z (*). 

tel 

On ales proprictes suivantes, les systemes automorphes: 

que 

Theorema 3.3. Soit skc Jk(M, 'Jl un S.E.D.:>. automorphe par un grou­

poide de .Lie rk c. Jk (Of. 

i) Si sk + 1~M est une fibration et rk + 1 c. Jk + 1 (Q) est un 

groupolde de Lie alors sk + l est automorphe par r k + l. 

ii) Sir~• P1<rk1 est un groupoide de Lie alors S~ 0 n
1

csk1 est un 

S.E.O.P. automorpho par k rt· Pour la demonstration de ce theoreme 

voir (v). 

(*) On remarque que la notion de systeme automorphe d'ordre k par G 

ne depend que de rk • J~ n Jk(Ql. 
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On voit de ce theoreme que S 2 est une equation automorp~e par 

G. Comme l'ordre de l'action de G sur Oest 2, alors (S 2 , M, 

est un G-fibre principal. Si on pose: 

Biz) • O} 0 e. 0 

alors Pk est la B-fibre de Sk sur O €. 0, et (Pk, M, a, G,1 est 

a, GI 

un 

fibre des reperes de deuxieme ordre qui l'on appelle CR-fibri d•• r•­
perae de dauziem• ordre auocii ii (H, D, J J. 

4, La connexion de Cartan d'une CR-variete 

Une section o I S2 + J 1 S1 est un invariant• par G si: 

o (g • · z) • g • o (z) 

C~~que section o determine une dietribution horiaontaZ sur 

le fibre S2 ---2--M: 

Z €. S2 

Comme o est un invariante par G alors H
0 

est une 

sur le fibre _principal (S 2 , M, a, G). 

Si 8 est um champ des vecteurs sur M alors son 

horiaontaZ est donne par: 

0(8) (z) • o(z)• (8(a(z))) 

La oourbur• aeeooiei ii o est definie par: 

(4. l) k
0 

(8, ril • (0(8) ,o(nl] - o (a, n] 

La fo~m• d• Za oonnezion H
0 

est donnee par 

-• w
0 

(z) (ri) • 't(z) (a (z) • (da (n) I - ri) 

connezion 

reZivu,ent 
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oii 

l(~)• c; + V S2 
. t z 

L'equation de structure est donnee par: 

et la relation entre k
0 

et n
0 

est la· suivante: 

(4. 2) 

La restrition de w
0 

a P2 est une connazion de Cartan sur le 

fibre principal (P 2
, M, c, G0 ). 

La connexion qui a la plus grande symetrie sur S2 provient . . 
des sections o : s 2 + s'. En general, S 1 n'est par surjective sur S2 • 

On definie le prolongament holonome juaq 1a ? 1ordre 2 de S 2 

par 

oii les applications n 1 ,1 J 15 2 + s 2 sont definies par: 

R11 est le prolongement de n2 : s• + s1 et n2 est l'extension den, - - . 
5• + s• a J 1 s 2 : 

• n2 
Proposition f.3 Comme S2 + 5 1 est une fibration, alors 5 2 ' 1- 5 2 

• •,. n2 52 et une fibration (surmesion surjective). En plus, S - est 

un fibre affinie sur le fibre vectoriel TM*~ ♦ 2 + 5' oii ♦ 2 est le 
52 

symbole de 52
• 

Demonstration: 5oit z S 2 • Si w • ni(z) et 'f• S 1 + S2 une section 

telle que 'f(w) • z, 
• n • 

(elle existe localement parce quc 5 2 ___!_... S1 est 

. une fibration), et s : M + s 1 une section telle que J!s = z, alors si 

on . considere la section o • foS on a: 



15 

C'cst-a-dire, X C J~o E. s••> et n,(X) - z. Done, S2
'' ...!!.!_ S2 est 

surjective. 

Par ailleurs, soit z, w cs••> tels que TI 2 (~l • n,(w) . 

Alors 

Comrnc, z, w E S1 '' alors n11 (zl z n,(z) et n,,<w> = n,(w) . Cela mon­

tre que dTI 1 oz, c n,(zl. et dIT 1 aw, ~ n,(w),. Done, dIT1 o- v 0. 

C'est-a-dire, v -.. TM•<!> V1S1 , oii V1S1 est le fibre vertical de la 

fibration S1 + S1. De l'identification fondamental [G] V.!S1
• ♦1 (z), 

P:rop_osition 4 . 4 Soit a_: s• + s•,, alors 

Demonstration: Si z • J~'i'e.Sz, alors IT 2 (z) • n 1 i(z). Done, n2 (z) • 

• n 1 ,<z),. Mais, ·n,i<z>, • (J!IT1'f >. • d(IT, o,'f)(x) • dIT1 o df(x) 

dIT1 0 z, 

Par ailleurs, 

dIT1 (o(O) (z)) • dTii(a(z), (O(a) (z))) • 

(dIT I o a (z) .> (8 (al (z)) l • IT.Co (z)) * (8 (a) (z))) = z, (8 (a)(z)) 

Co:rolai:r• 4.5 Si a : s• + S2 '' alors on a: 

dITe [a (8), _a (n)) (z) " ITi(z) •· ( [e,. n) (a(z))) 

P:ropoeition 4.6 Soit a : S2 + S2
' une section alors 

• A 

k
0 

E. A2 TM* ® v0 s• . 

D•monet:ration: Cela suivre du lemme e du Corolaire ci-dessus • . (voir 

aussi (v)). 

Le groupe de Lie G opere sur Q. Cette action induit une fil­

tration dans l 'algebre de Lie ~ : ~ ::> ~•-:> ~1 ::> ~ 2 • 0 oii ~ k est 
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l'algebre de Lie du groupe d'isotropie de l'action de G sur JkO dans 

le k-jet de l'identite on point O c Q. 

L'isomorphisme d'espace vectoriel T(z):· ~ • Vz5 2 est tel 

que T (z) ~ 1 • v!~• est un isomorphisme. En particulier, T (zl : ~, • 

+ V~5 2 est un isomorphisme. 

De (4.2) et de la _proposition (4.6) on a: 

. . 
Proposition 4.7 Soito : S2 + 5 21 alors la connexion de Cartan 

w0 : TP2 
+ ~ est sans torsion, c'est-a-dire n0 E: A2 TP* ~ ~•. 

Si o: S2 + 521 on a vu que k0 c A2 TH*® V1 5 2
• 

La partie principat de ta courbure est definie par 

Conwe le symbole ~• de s 1 est identifie au espace vertical on 

peut e'crire 

I 
Pour chaque z <i.S 2 , k0 (z) e A2TxM*® ~• (ni(z)) 

Si z 1 a n1 (z) alors z! TxM + ToO ou x c a(z) 0 c S(z) 

On define 

On demo~tre facilcment que 

Proposition 4.8 Quelque soit z ~ P2 et g c G1 alors 

Cette proposition montre que R~ define un tenseur sur N: 

Ro£ A2 TM* G) TM* e TM* defini par 
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ou z c;. P 2 et a(z) = x 

R0 s'appelle te11aeur fondamental aosocii ii o. 

On verra que a chaque CR-variete on peut associe une section 

o : S2 -+ s 2
' invariante qui est univoquement determinee par des condi­

tions supplementaires algebriques sur le tenseur de courbure. 

Soit 6 : A2TM* ® ♦k -+ A1~1TM 0 ♦k-l le complexe de Spen­

cer de !'equation 52 [voir G] 

Alors on montre que [v) : 

Proposition 4.9 i) 6k~ c 0 

ii) Se f: S2 -+ 52 ' est une outre section alors 

ou ( 'f' - o) E. TM* ® ♦ 2 [voir v] 

Pour donner une description de k~ on analyse l'algcbre gr(~ l 

"'V 0 g 1 6l g 1 associee i. l_a filtration S ::> ~o:> ~1:, ~• = 0 

~ est formee des matrices de la forme: 

t[: - 2 ic 

;] 
u + ii .. 0 

1 ~ u b,· e JR 

2 if - a+ u - a .. 0 

I [: 
- 2 ic 

;] 5. - u ) 
0 

~. -I[: 
0 

: ] l 0 

0 
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Sin on fixe une base (Z1Z'iZol de ~I\: C ~'£ on a: 

V C {fZ 1 + fZ'i + eZo I t E I: et e e. 1R } = ToQ 

. \ [: 0 C 

.] g' ii c c, h € I: ) C T0 Q* 0 T 0 Q 

0 h + 

g 1 = {b. BI bG. IR}C S2 (ToQ*) ©ToQ 

oii B = Z3 0 z1 © z1 + Z 3 o z1 0 Z'i + Z 3 o Z 3 ~ z, e. s 2 (ToQ*) ~ ToQ 

L'isomorphisme 1(z) 

espaces vectoriels: 

~ • v
2
s 2 induit des isomorphismes des 

A(z) g 1 + ¢ 1 (z) 

A(z) g 1 + ~• (z) 

Cela montre qu'on peut considerer la partie principale de la 

courbure n
0 

donnee par 

A(zl on~ k~ o da 

Done si on fixe auss1· un CR-repere adapte (F\FiFo) de M la 

partie principale de la courbure est donne par 

[ :: 0 n, 
a 

k' a . n• ,: l € ,..TM* ® ,, 
a a 

0 n• + ii~ a 

oii n• a' 
ns 
a E: A2TM*. 

Le symbole ¢2 est represente par 

, 2 "' {b • e I b E IR} c s 2 TM* ® TQ 
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ou B < S 2 (TH*) ® TO, Si on considere B : TH + TM* CID TO alors la re­

presentation matricielle de B dans la base (F1FiF1) de Met (Z1Z'iZ1) 

de TO est donnee par: 

Soit o , 'I': s• + s 2 1 deux sections, alors de la proposition 

(4.3) on a: 

alors 

(4.10) 

f = 'f - o E. TM* <i) ♦ 2 

Si on pose f ~ w ~ B, 

0 

. o 

De la proposition (4.9) on a 

C'est-i-dire, 

n~ - n~ • wAF0 

n~ n; • wAF 1 

wAF~l 
wl\F 1 -

wllF' 

B'f - Bo • a a., - ao • -a 

c'f - co • a bf - bo .. -s 
Af - Ao - 0 c, - co - 0 



,. 

!' 

' 1' 

20 

On observe, rnainte1nant,quc g• g• I Ii) g• Z OU 

it: 
0 0 J h« 1 [: 

0 

:] g•• - ii 0 et g 02 
E { 0 l cE.t } 

0 h + 0 

Done la partie principale k~ de la courbure se decompose 

Dans un repere adapte (F1FiFo) on a 

on define le tenseur T
0 

E. TM* ® TM* comme la contraction de k~ 2 dans 

la derniere composantc, c'est-a-dire, 

Alors on peut enoncer: 

. ... 2, ) 

Thaoromc 4.11 Il cxiste unn sculc section G-invariante o I S2 * s 

telle que T
0 

= 0 

Demonstration : Si o et f sont deu~ tels sections alors a
0 

• a 1 c (b
0

+ 

+ b 
O 

) c (b" + b'f ) = O 

De (4.10), a= a·• 0 . Done f = w ©Ba 0 

Co11U11e f • o - 'f • Alors o • 'f . L'existence on demontre de la f.a,;:on 

suivante. Soit ~ une section local• quelq'une. Sin on pose 

w -

Alors o • f +fa la propriete T
0 

a 0. Done, on peut couvrir 

S2 par des sections avec la propriete desirce. L'.unicite assure la 

globalisation. 

Comme corolaire de ce theoreme on a: 
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11 existe une seule connexion de Cartan w: TP2 + ~ 

sur la fibre (P2
, H, a, G,) sans torsion et que verifie Trc O. 

On appelle cette connexion, la co""c%io" "ormal• ps•udo-co"­

form• sur le CR-fibre de repere de deuxieme ordre (P2 , H, a, G1 ). 

Si l'on pose, 

w' - 2 i ;;,1 w• w• + w• - ;;,• -0 I • • • I • 
WO Wl w• w• w• + ;;,• = 0 • I • I 1 

w• 2 i ;;,1 - ;• w•, w• reeles 
I I • I I 

alors de l'equation de structure 

on a: 

dw 1 
I 

dw 2 
I 

dw 1 
I 

• w1 J\w1 + 
I I 

., w2 Aw1 + 
I I 

• - 2iw 1 Aw 1 
I 2 

w1 Aw1 

I l 

w1 Aw1 + w1Aw 2 + RI 
I I 2 I I 

21w 1Aw 1 + w1 Aw 2 + n' 
I I • • I 

+ 2iw 1Aw 1 + n• 
t I I 

comme la connexion est sans torsion alors n 1 • 0 n• • O 
I I 

Si on p~sse ces formules ii l' algeb.re graduee par l 'isomorphi!, 

me d'espace vectoriel 

~ + gr (~) • V GI g 1 
$ g 1 

cw!> + en,, ni> • en,, n,> e en~> 
) 



OU: 

- w• 
0 

Oo "'---.,2--

0, a 2 WO 
2 

on obtient les formules de Cartan (CJ: 

dOo 1 01 A o, - Oo A CO2 + i'i,J + no 

d01 o, A 02 - Oo A o, + n1 

(4.l3) d02 2 Hl1 A i'i1 + ii'i, AO, - Oo AO, 

d01 = - o, A o, - 02 A o, + n, 

d'14 = rn, A i'i J - CO2 + i'i2) Ao, + n, 

Comme la connexion est sans torsion 
n• 

0 

n • - 0 n • n' 
2 l • 
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+ n, 

C 0 

Si on ecrit les equations de structure dans une section de 

P 2 alors on arrive a montrer que 

n, • o e 

La partie principale de la courbure est donnce par 

fil 
C1 [ 

0 0 ~·1 o o n, 

0 0 0 

Le tenseur fondamental Ra dans un Cll-repere adapte (F,FiFo) 

est donncc par 
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(4.14) 

On peut, encore, determiner c0 par rapport les constants de 

strucutrcs du CR-rcpere (F,FiFol: 

(4. 15) 

avec les notations (2.7). 

Si on suppose R
0 

s O alors n~ = o. Si on differencie l'avant 

derniere equation de (4.12) et on remplace dans la dcrniere onobtient 

n, • O Cela montre que R
0 

= O implique n
0 

• o • . Donc, la .distribution 

H
0 

est completernent integrable. Done .s• est integrable. Une solution 

des• est une equivalente entre la CR-structure sur H et la CR-struc­

ture canonique de Q. Done, 

Thcorcma 1.16 Si R
0 

• o, c'cst-a-dire le tenseur fondamental est 0, 

alors la CR-variete est localemente equivalente i la CR-variete homo­

gene Q. 

On suppose, maintenant R
0 

i O partout. 

Cornme 

alors si (E1EiE,l est un outre CR-repere adapte 

81 on ecrit 

E- - E 
I I 



on obtient 

Si on impose y 

pl 
1 

& 

pl 
1 

I c 

i~ 
p; = I cc· 

1 

l (voir Cartan [c)) on determine 

& = :!: l 

comme IE1EiEol est un CR-repcre adapte alors [E1Eo) 

(E1E1l. Cela, determine, 

pl -i cj Ct 
= -4- (--+ ~) pl 

0 C 1 
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0 mod 

On dit qu'un pont p ~ M est umbilique se R0 (p) = O. Done, on 

vient de voir que une CR-variete sans points umbilique adrnet en cha­

que point deux CR-reperes ?riviligics(E,EiEo) et (-E,, -Ej, Eol tels 

quc le tcnscur fondarncntai est donne par 

Cela montre que l'ensenble Edes CR-reperes adaptes privile-

gies d'une CR-variete M sans points umbiliques forrnent un z, 

principat sur M. 

Theorems 4.17 Soit M une CR-variete sirnplement connexe sans 

fibre 

points 

urnbiliques. hlors M admet un CR- repere IE1E1Eol define sur toute la 

variete M tel que R0 = E1 A E0 e E0 Ci> E1 + E1 A E1 ® E0 @ Ej et: 

Em particulier M est paralelisable . 
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Les functions (c2
, a, b) sont appellees Zea invariante8 fon­

damantales de la CR-variete M non umbilique. 

Rernarques: 

a) Si on _change des reperes privilegies alors les constantes a et b 

ne change pas. Par contre c change de signal. Cela, justifie la 

definition ci-dessus. 

b) Si on ecrit 

· n, iY01 + 8ll"1+ riOo 

O• 001 + off1 + tOo 

et on fait 0 1 = E1 0 0 = E0 alors 

a = c 

8 = b 

1 R 
· O ., - -2--

6 
I! - -2-

6 
Y = -2- + a 

Cela, sont les invariantes de Cartan (Cl qui l 'on obtient des 

invariantes fondarnentales (a, b, c 2 ). 

Les r:sultats antei:ieurs !)eil!Cnt de . .classifier les CR-varietes ho­

mogenes de dimension 3. 

On dit que M est homogene si Aut(M) opere transitivement sur 

M. 

Theorems 4.18 Soit (M, D, J) une CR-variete de dimension 3, homoge­

ne, sans points ~mbiliques. Alors le groupe d'automorphismes de M est 

un groupe de Lie G de dimension 3 tel que son algebre de Lie possede 

une bas e (X1, X2 , Xi) avec les proprietes: 

i) (X1, Xz) est un systerne de generateur de D et J (X1) ., X2 

ii) (X 1 , X2 , X2 ·) appartient a un des cas suivants: 

[xzx,) 6 a 2 4 a I- O 

3 a 



[x,x,J • o 

(x, x,J 4 aX2 

2 C ( 2 + 3 a 2 )1/2 
- 2 a 

(x,x,) 4 a X1 

[x,x1) = o 

En plus, M = G dans le cas ii) a) ou 

O<a<R/3 

a < - /6'/3 

C = ± l 

a < O 

C = ± l 

M - G/Z2 dans les cas ii) bl et ii) cl 
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Demonstrctior.: Conune M est hornogene , G = llut (Ml opere transitivernent 

sur M. Soit O £Met Go l'isotropie en ce point. 1\lors M ~ G/G 0 • Si E 

est le Z2-fibre des reperes priviligies de M, alors G preserve E. 

Done, Go = {e} ou G0 = z,. Cela, rnontre quc dim G = 3. S1 on conside­

re l'application ¢ : G + M, t(g) = g·. 0 alors 1l'existe une voisina­

ge V dee£ G tel que ¢ : V + ~(V) est .un difeornorphisme. Si A~ ~ 

alors A•••• (11/V) sur •(VJ est invariantc par G. 11 est clairc que 

on peut choisir V tel que sur •(V) 11 existe une section de E sur 

•<Vl~ (E,EiEol cornr.:e dans le theorcrne 4.17. Done, l'algcbre de Lie~ c 

est i~owDrphe a l'algebre engendree par (E1E1Eo). Du theoreme 4.17 on 

a: 

[E1Ei) = c E1 - c Ei + i Eo 

[E1Eo) = i a E1 + b Ei 

b E1 - i a E1 

De la formule (2 . 3): 

a, b , c sent constantes. 

c
0 

• cR - Ri + i b fl.+ bo 

Du thcorernc precedent c • l alors 
. 0 

cR + i b fl. = l 



ou R = - 2:f- (b c + i a cl 

2 c c - 3 a 
2 

Done, 

ac 2 -
3 i a b 

2 

De l'identite de Jacobi (231 

Si on resoudre le systerne: 

= l 

be i·a•c 

3 i a b -
2 

~ 1 a C 

on obtient les trois cas: 

al d m O et b 

b) c I- 0, c "' c b" ia etc• 

ou: O < a < ✓6/3 0 

cl c -1- 0 

OU: II < 0 

Si on pose Xi 

X3 2 Eo 

2 - 3 a 2 

2 a 
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= 1 

on obtient les ·trois cas du theorerne. En plus, on voit du remarquequi 

suivit le theorerne 4.17 que Go= {e} si et seulernent sic r 0. 

On dit que une CR-variete M est reguiii.re si les invariantes 

fondarnentales (a, b, c) sont independentes . 

Thoorcma 4.19 (Cartan) Soit Met M' CR-varietes regulieres et 

(a, b, c), (a ' , b', c') leurs respectivesin.variantes .. Alors un difeo­

rnorphisrne f , · M + M' est un CR-isomorphisme si et seulernent s1 

a a: a'•f 
(4. 201 

b = b'•f 

b!of 
J 

j l, I, 0 
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Damonstration : Il est claire que ces conditions sent neces saires. 

Alors de (4 . 20) on a 

f*(da') = da f* (db' l ., db f*(dc') =de 

D'autre cote, Si (flj) est la base dual (complcxe) de (Ej) on a : 

da" a1lh + a,n, + a,n. 

db = b 101 + b1D1 + bono 

de., CI !l I + c1D1 + Co no 

et les memes relations pour (a ' • b' • CI) 

Si on applique t* a da', db I ' de' et on utilise (4. 20) on obtient 

·a, (D 1 t•en:» + a""i (Di' t* cnfi l + ao < n' f* en;» 0 

b, (D 1 - £*en;» + b""i enj" - t• cn+i l + bo cno - £*en:» C 0 

£* en: l l cni' 
I 

f* en;» Ct (01 + ci f* ([l"j)) + Co en, 0 

Comme l e s vari c tes s ent 1 Jn lic res alors ce systeme est de­

termine, done f * en'.) ., n . ; j • 1 , I. 0 
J J 

Ccla montre quc f preserve les CR-structures . 

CoIMle corolaire du theoreme d'equivalence on a le thcoreme 

fondamental des hypersurfaces de CP 2
• 

Soit 'f : M + CP2 une iIMle rsion reele analytigue. Alers M he­

rite une CR-structure indui te de la structure complexe de CP 2 , _gu' on 

suppose rcgulierc. Soit (a, b, cl les invariantes fondamentales et 

(aj, bj, cjl les invariantes derivees alors : 

1.20 Thaorema Fondamontat des hypersurfaces de CP 2 

Soit 'f, '{' : M + CP2 deux immersions analytiques 

regulieres. Alers 11 existe, pour chague point x EM une 

. reeles 

voisinage 

U c CP2 de '-fexl et U' c: CP2 de 'f' (x) ct un·e transformation holomor phc 

F : U + U' tel que 'f' • f o 'f si et seulement si 
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a= a• b ,. b' C = c' 
(4. 22) pour j a o, l, i 

aj - a'. , bj • b! cj -c'. 
J ) J 

Demons tra tiori : Il est claire que ces conditions son necessaires. 

On suppose que les conditions (4.22) sont verifiees . Pour 

ch ague x e: M on choisi t une voisinage V de x tel que 'f: V + 'f (V) et 

'f' : v + 'f' (V) soient des difeomorphismes. Alors f ='f'o'f-l est dans 

les conditions du theoreme d'equivalence. Done, f : f(V) + ~• (V) est 

un CR-difeomorphisme . D'apres un theorcme de Tanaka (T1) 11 existe 

une extension holomorphe F : U + u• de f tel que F/'f(V) I\ u"' f/'f(Vl I\U" 

Alors 'f' = Fo 'f . 
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